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Jako Arytmetyka tak i drugie wydanie mojej Geometryi wy- 
chodzi kosztem Hr. JANA DZIAŁYŃSKIEGO. 

Nie każdemu dany jest niepospolity rozum, a nie każdy ma 
wzniosłe uczucia, żeby mógł pojąć doniosłość i chciał zamiłować 
myśl wydawania dzieł, zwłaszcza matematycznych, których trzeba 
ponieść koszta napisania i koszta druku bez żadnego przemyslo- 
wego zysku, i przestać na samem tylko moralnem zadowoleniu 
z dopełnienia narodowej powinności! Cześć więc i dzięki 
Hr. DzIAŁYŃSKIEMU że, rozumiejąc па czem się opiera przyszłość 
narodu, mógł i chciał z poświęceniem przedsięwziąć takie 
wydawnictwo. Bez Niego nasza młodzież, mówię z: głębokiem 
westchnieniem, nie czytałaby ani mojej Arytmetyki ani Geo- 
metryi ! 

To drugie wydanie Geometryi całkiem się różni od pierwszego. 
Wszystko w niem na nowo przerobione, znacznie powiększone, 
i ułożone w porządku w jakim dzisiaj wykładają Geometryę na 
zachodzie. 

Od niedawnego czasu, Geometryę Starożytnych uzupełniono 
wprowadzeniem ogólnych metod Geometryi nowoczesnej. Pier- 
wszą wyłożyłem w całości; z drugiej dałem tyle ile zakres ele- 
mentarhego dzieła obejmować powinien, to jest : teoryę figur 
jednokładnych na płasczyznie i w przestrzeni; stosunek niehar- 
moniczny i podział harmoniczny; biegunowę i oś pierwiastną, 
prostolinijna i sferyczną; figury biegunowe wzajemne ; teoryę 
jednokreślności i pęków jednokreślnych, inwolucyę i pęki 
w inwolucyi ; płasczyzny biegunowe i pierwiastne. 
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“Nadto, wyłożyłem maxima i minima figur płaskich i w przes- 
trzeni ; dałem wiedzę fundamentalnych własności trzech linij 
stożkowych ; pokazałem przecięcia stożka i walca obrotowego, 
i przecięcia przeciwrównoległe stożka kołowego pochyłego. Na. 
koniec, dałem wiedzę o helicy, zasady perspektywy, teoryę 
przekształcenia przez promienie wodzące odwrotne, i rzut stereo- 
graficzny. 


O użytku metod Geometryi nowoczesnej jedno słowo wystar- 
czy. Wiadomo że, aby samą Geometry EUKLIDESA otrzymać koło 
styczne do trzech kół danych, trzeba przejść przez szereg poprze- 
dnich zagadnień, tak że ostatnie wykreślenie staje się prawie 
niemożebnem praktycznie; gdy tymczasem metody Geometryi 
nowoczesnej dają rozwiązanie wprost i ogólne. To rozwiązanie, 
wskazane przez różnych autorów, uprościłem tak, że odrazu 
znajduję środek i promień każdego dwojanu kół stycznych do 
trzech danych. 


Do wyłożonych teoryj dołączyłem zastosowania, i wiele 
rozwiązanych zagadnień; a po każdej księdze umieściłem roz- 
maite zadania do rozwiązania, dla uczniów którzy chcą zgłębić 
umiejętność. 


Idąc w duchu nowoczesnych metod uczenia, dałem dla twier- 
dzeń dowodzenia wprost, a dla wzajemnie dowodzenia zwane 
per absurdum; dla zagadnień rozwiązania analityczne. W przy- 
padkach niespółmierności, w liniach krzywych i w powierz- 
chniach krzywych, użyłem metody granic, jako jedynej ściśle 
dydaktycznej. e 


W tem miejscu, dla lepszego wyjaśnienia rzeczy, zacny Czy- 
telniku, weźmy przykład, i przypuśćmy że chodzi o dowodzenie 
twierdzenia : Okręgi dwóch kół sa proporcyonalne do promieni, 

R А 
W 

Przedtem, dowodzono tego twierdzenia mówiąć : jeśli ta pro- 
porcya nie jest prawdziwa, to dlatego że jeden z jej wyrazów, na 
przykład C’, jest za wielki albo za mały. Biorąc okrąg najpierwej 


to jest = — 
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mniejszy od С’ a potem większy, okazywano że żaden z dwóch nie 
sprawdza proporcyi. Ztąd wnoszono że, ponieważ okrąg С/ nie 


` Е 


j : As, Ө; R 
est ani za wielki ani za mały, proporcya = = —,, jest prawdziwa. 
" .? I С! R' “ 


To rozumowanie nie jest zupełnie ścisłe ; bo, przypuszczając że 
okrąg większy albo mniejszy od C' sprawdza proporcyę, przy- 
puszcza się іетѕатет że istnieją okręgi wszelkiej wielkości; a to 
właśnie było pytaniem. Jest tu więc petyzya zasad! żeby jej uni- 
knąć, trzebaby, uważając promień większy albo mniejszy od R’, 
dowodzić że oba przypuszczenia są niemożebne. Ale, mimo tego 
ulepszenia, dowodzenie zostaje zawsze uboczne. 


Gdyby, stosując metodę nieskończenie małych, powiedziano : 


Można uważać okrąg jako wielokąt foremny o nieskończenie 
małych bokach; owoż wielokąty foremne podobne mają się jako 
promienie, więc dwa okręgi kół mają się także jako promienie ; 
wysłowionoby poprostu twierdzenie bez rzeczywistego dowo- 
du. Albowiem, trzeba przede wszystkiem dowieśdź że biorąc, 
zamiast okręgu, wielokąt foremny wpisany o nieskończenie ma- 
tych bokach, popełnia się błąd mniejszy od ilości nieskończenie 
małej 2° rzędu. ° 

Przejdźmy nareszcie do metody granic. Uważając za widoczne 
że, długość okręgu koła jest granicą do której dąży obwód wielokąta 
wpisanego w miarę jak jego boki maleja nieskończenie, niektórzy 
dowodzą rzeczonego twierdzenia, mówiąc : Obwody wielokątów 
foremnych podobnych są proporcyonalne do swych promieni, 
Jakkolwiek mate mają boki ; więc okręgi jako granice tych obwo- 
dów są także proporcyonalne do swych promieni. To rozumowa- 
nie nie jest logiczne, bo przypuszcza że granice ilości zmiennych 
posiadają ich własności; co nie jest konieczną prawdą. 

Żeby można użyć metody granic z całą matematyczną ścisłoś- 
cią, trzeba dać określenie długości łuku koła, dowodząc naj- 
pierwej że obwód łamanej wpisanej, której liczba boków rośnie 
nieskończenie i każdy bok dąży do zera, ma zawsze jedną i tę 

samą granicę, jakakolwiek jest USTAWA wedle której te boki się zmie- 
niają; a potem, że łuk koła jest granicą tej łamanej. Czytelnik, 
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przeglądając nasze dowodzenie twierdzenia, osądzi czy jest tak 
ścisłe jako być powinno. — Niech mi tu będzie wolno zwrócić 
uwagę uczonych professorów na dowodzenie powierzchni strefy 
i objętości wycinka sferycznego. 

Z tablicy niżej umieszczonej, czytelnik będzie miał wyobra- 
żenie o układzie tej książki, i o liczbie wyłożonych przedmiotów; 
a przebiegając nawet szybko rozdziały, zobaczy z jakiemi trudno- 
ściami miałem do walczenia. 


Każdy pojmuje że nie łatwo pisać o rzeczach nad któremi mało 
kto w naszym języku pracował. Nie znając żadnego polskiego 
dzieła Geometryi nowoczesnej, musiałem, rad nierad, tworzyć 
techniczne wyrazy. Jeśli dobre, światli professorowie przyjmą je 
za swoje; a jeśli niedostateczne, utworzą lepsze. W każdym razie 
będę korzystał z dobrej rady. 

We wszystkich częściach Geometryi, nietylko starałem się 
o jak największą jasność i nadewszysiko o ścisłość dowodzeń, 
aby dzieło polskie nie ustępowało dziełom umiejętnego zachodu ; 
ale jeszcze pragnąłem zachować wszędzie czystość i dobitność 
naszej mowy. 

Jeśli ta praca, którą poddaję pod sąd ludzi specyalnych, zosta- 
nie przyzwoicie oceniona, i przyczyni się do umysłowego roz- 
woju naszej młodzieży, jako śmiem się spodziewać, będzie to 
dla Hr. DzraŁYŃSKIEGO i dla mnie miłą nagrodą, i zachętą do wy- 
dania innych dzieł matematycznych które gotujemy. 


Pisałem w Paryżu dnia 31 Stycznia 1869. 
* 


G.-H. NIEWĘGŁOWSKI. 
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* SKRÓCENIA UŻYWANE W ТЕМ DZIELE. 

+9 ® ` 

Dla łatwiejszego zrozumienia dowodzeń, będziemy czasem 
odsyłali do zadań poprzednio wyłożonych; wtedy, jedna liczba 
położona w nawiasie, jako (3), oznacza twierdzenie trzecie księgi 
bieżącej; dwie zaś liczby, rzymska i arabska, jako (Il, 3), ozna- 
czają księgę druga, twierdzenie trzecie. 

Litery uw, wn, wz, zag, znaczą : uwagę, wniosek, wzajemnicę, 
zagadnienie, do których się odsyła; itak: (16, wn. 2) oznacza 
twierdzenie XVI, wniosek II księgi bieżącej. 


è 
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GEOMETRYA 


WSTĘP 
. Ж. 


A. Część wyznaczona - Ж nazywa się objęłością. 

Wszelkie ciało zajmuje w przestrzeni miejsce które stanowi 
jego objętość. 

To co oddzieła objętość od przestrzeni otaczającej nazywa się 
powierzchnia. 

Gdy się dwie powierzchnie przecinają, co mają spólnego 
nazywa się linia. Brzeg powierzchni jest ..nią. 

Gdy się dwie liniie przecinają, to co mają spól go nazywa 
się punktem. — Skrajności linii są punktami. 

Punkt nie ma żadnej rozciągłości. 

Objętość, powierzchnia i linia, pojęte oderwanie od ciała, na- 
zywają się figurami. 


D. GEOMETRYA jest umiejętnościa własności i miary figur. 


3. Dwie figury, które mogą przystać do siebie we wszystkich 
punktach, nazywają się równemi. 


4. Każdy wie co jest linia prosta. Wiedza linii prostej jest pier- 
wotna, i dlatego określić jej nie można. 

Linia prosta stanowi to co nazywamy kierunkiem. 

Ze wszystkich linij, tylko linia prosta może się obracać około 
dwóch którychkolwiek swoich punktów, tak że żaden jej punkt 
nie zmienia położenia w przestrzeni. 

Z tej cechującej własności wynika że : 

Dwie linie proste, majace dwa punkta spólne, przystają do 
siebie w całej rozciągłości. Zatem, 

1 
k 
A 
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Przez dwa punkta można zawsze poprowadzić linię prostą, ale 
tylko jedną. 

To się wyraża ściślej innemi słowy, mówiąc: 

Dwa punkta wyznaczają położenie linii „prostej. 

Z tego co poprzedza, łatwo wnosimy że: #8 

Linia prosta jest najkrótszą drogą z jednego punktu do drugiego. 

Tę własność linii prostej, chociaż nie jest przez się oczywista, 
bierze się zwykle za jej określenie. I dlatego mówi się że linia 
prosta, łącząca dwa punkta Ai B jestich odległościa. - 


р Е Р - 
GAWK ów 
Oznacza się linię prostą dwiema literami w dwóch jej punk- 
tach położonemi, i mówi się: prosta AB. Ale trzeba rozumieć 
że odcinek AB jest tylko częścią linii prostej, która przech 
przez punkta A i B i rozciąga się nieograniczenie na obie strony. 


a. Dodaje się odcinki linii prostej, przystawiając krańcami 
jeden do drugiego w tym samym kierunku ; odciaga się, kładąc 
mniejszy na większym, zaczynając od spółnej skrajności. I tak, 
odcinek AC jest summą odcinków AB i ВС; azaś odcinek ВС 
różnica odcinków AC i AB. 

Idzie za tem że, jeśli odcinki AD, DE, EB, BF i FC, są równe, 
linia AF (to jest odcinek AF) jest wieloczynem linii AD pomno- 
żonej przez l, linia AB wieloczynem linii АС pomnożonej 
przez $. I nawzajem, linia AD jest :/orazem linii AF podzielonej 
przez 4; a zaś linia AC ilorazem linii AB podzielonej przez $, 
albo jej wieloczynem z pomnożenia przez $. Zogólniając, mówi 
się, że linia AD dzieli linię АС i daje iloraz 5; i że iloraz z podzie- 
lenia linii AB przez АС jest 3. 

Jeśli teraz weźmiemy linię AD za jedność linijną, wtedy wiel- 
kości linij prostych AE, АВ i АС wyrażą się liczbami 2, 3 15. 

Między liniami AE, AB, AG, są oczywiście takie których 
wielkość wyraża się liczbą ułamkową zawartą między 2 i3, 
między 3 i 5 ; a ponieważ od punktu A do punktów D,E,.. jest 
ciagłość punktów pośrednich, ztąd wnosimy że między liniami 
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OKREŚLENIA. 3 
> АРіАВ znajdują się linie, wyrażone liczbami niespółmiernemi 
УЗ, V 10, etc. które się mieszczą między 1 i 3. Co dowodzi że 
istnieją linie niespółmierne. Zatem, 
Dwie linie proste moga być spółmierne, to jest mieć największą 
ý spólną miarę, jako dwie liczby mają największy spólny dzielnik ; 
albo być niespótmierne. 


6. Stosunkiem jednej linii prostej do drugiej jest liczba która 
wyraża pierwszą gdy ej wzięta za jedność. I tak, stosunkiem 
в АВ 3 
linii AB do AC jest liczba "9 to jest mer 
Długością linii m 5 jej stosunek do jedności lintjnej. 
Ale wyraz długość bierze się często za samą linię prostą, i 
mówi się : długośćA B. x 
Miga: Z tego: co poprzedza wynika że stosunek dwóch linij prostych 
może być spółmierny albo niespółmierny. 


%. Linia łamaną nazywa się linia złożona z części linij prostych 
które nie są w jednym kierunku, jako ABCD. 


+ 
к" зш СЫ A 


8. Wszelka linia która nie jest ani prosta ani łamana nazywa 
się krzywą, jako MNP. Linia krzywa zmienia ciągle kierunek od 
jednego punktu do drugiego. 


Э. Nazywa się PŁASCZYZNĄ powierzchnia nieograniczona, do 
której przystaje całkiem linia prosta, przechodząca przez. dwa 
jakiekolwiek jej puntka. 

Płasczyzna jest najprostszą z powierzchni. Aby sprawdzić czy 
powierzchnia np. stołu jest płasczyzną, przykłada się liniał w róż- 
nych kierunkach, i patrzy się czy między stołem i liniałem niema 
żadnej próżni. 


46. Powierzchnia łamaną jest powierzchnia utworzona z części 
płasczyzn. 
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. . a . . . *, . 
44. Wszelka powierzchnia, która nie jest апі płaska ani łama- 
na, nazywa się ogólnie powierzchnia krzywą. 


12. Figura nazywa się płaską, gdy wszystkie jej punkta leżą na 
jednej płasczyznie; a figurą przestrzeni, ta której punkta nie 
leżą wszystkie na jednej płasczyznie. Ф 


яз. Figura, bądź płaska bądź przestrzeni, nazywa się wypukła, 
gdy linia prosta nie możejej spotykać w więcej niż dwóch punktach. 


14. GEOMETRYĄ PŁASKA nazywa się część geometryi dotycząca 
figur płaskich. ~ р 

GEOMETRYĄ PRZESTRZENI jest ta część geometryi która się zajmu- 
je figurami przestrzeni. 


ZNACZENIE WYRAŻEŃ UŻYWANYCH W GEOMETRYI. 


PEWNIK (агіота) jestto prawda oczywista sama przez się, jako: 
Całość jest większa od każdćj ze swych części. 
Dwie ilości, z których każda równa się trzeciej, są sobie równe; etc. 
TWIERDZENIE (theorema) jestto prawda która staje się oczywistą za 
б. сд rozumowania nazwanego dowsdzeniem. 
Wysłowienie twierdzenia zawiera założenie i konkluzyę. 
WZAJEMNICĄ twierdzenia jest twierdzenie odwrócone, tak że kon- 
kluzya bierze miejsce założenia, i nawzajem. Nie każda wzajem- 
nica jest prawdziwa. 
ZAGADNIENIE (problema) jestto kwestya zadana do rozwiązania. 
WNIOSEK jestto następstwo wywiedzione z twierdzenia albo na- 
wet z zagadnienia. 
Олса nazywają się spostrzeżenia zrobione nad jednem lub kil- 
koma zadaniami w celu ich objaśnienia lub zogólnienia. 


PODZIAŁ DZIEŁA, 


Niniejsze dzieło GEOMETRYI ELEMENTARNEJ składa się z dzie- 
sięciu Ksiag. і 

*ięć pierwszych ksiąg zawierają Geometryę płaska, a pięć ostat- 
nich, Geometryę przestrzeni. 
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GEOMETRYA PŁASKA” 


KSIEGA PIERWSZA 


FIGURY PROSTOLINIO WE. 


OKREŚLENIE I. — Dwie linie proste, z jednego wychodzące 
punktu, ale w dwóch różnych kierunkach, two- 
„A rzą figurę która się nazywa katem. Jako kąt A. 
Z Linie AB i AC są ramionami kąta, a punkt 

je spotkania A jego wierzchołkiem. ' 
Ау шы R Kat osobny oznacza się literą wierzchołka, 
mówiąc: kąt А, jako wyżej. Ale gdy kilka katów таја spólny 
wierzchołek , wtedy, dla odróżniena, 


me y oznacza się kąt trzema literami ramion, 

рК © kładąc we środku literę wierzchołka. 

> > -~ TI tak, na figurze obok są trzy kąty, ВАС, 
А77 „DB QADLBAD; 


Mówi się że jeden kąt jest mniejszy od drugiego gdy, kładąc 
pierwszy na drugim tak żeby miały spólne ramie i wierzchołek. 
drugie ramie pierwszego kąta pada wewnątrz drugiego kąta, 
I tak, kat BAC jest mniejszy od kąta BAD. 


(*) Dawniej geometryę płaską nazywano PLANIWETRYĄ ; niewłaściwie, bo plani- 
metrya jest tylko częścią geometryi płaskiej. 
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тай, jedi przypuścimy że ramie AC, położone naprzód na 
` ramieniu AB, obraca się około punktu A; w tym obrocie ra- 
mie AC, biorąc wszystkie położenia nieprzerwanie po sobie 
idące, tworzy z ramieniem AB kąt który, zaczynając od zera, 
rośnie ciągle. To jasno pokazuje że wielkość kąta nie zależy od 
długości ramion, ale tylko od ich roztworu : tak że wielkością 
kąta jest właśnie roztwór jaki tworzą dwie linie proste wycho- 
 дгасе z jednego punktu. 


Dodaje się dwa kąty kładąc jeden obok drugiego; a odciąga 
się, kładąc jeden na drugim ; zawsze tak żeby miały spólne ra- 
mie i wierzchołek : tym sposobem kat BAD jest summa katów 
BAC i CAD, a zaś kąt CAD różnicą katów BAD i BAC. 

II. — Dwa katy BAC i CAD mające spólne ramie AC i wierz- 
„е chołek А, ale leżące zewnątrz 

jeden drugiego, nazywają się 
przyległemi. 


IM. — Dwa kąty są wierz- 
В ekołkiem przeciwległe, gdy oba 
ramiona jednego są przedłużeniem ramion drugiego ; jako katy 
AOC i BOD. 


ać IV. — Nazywa się dwójsieczna kąta 

> BAD linia prosta АС, która przecho- 

>” „pF С алас przez wierzchołek, dzieli ten Ка! 
pó mai na dwa równe BAC i CAD. 


B 


V. — Gdy jedna prosta CE, spotykając druga AB, tworzy 
£ z nią dwa katy przyległe ECA, ECB 
A równe; każdy z tych kątów nazywa 


w p. się katem prostym, a linia CE prosto- 
ZA padła do АВ. PunktC jest spodkiem albo 
A С В stopa prostopadłej. 


Linia prosta GD, tworząca z linia AB kąty przyległe DCA, DCB 
nierówne, jest pochyłą do tej linii. 
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VI. — Wielokatem nazywa się część płasczyzny s 

' mi prostemi, jako ABCDE, LMNPQR. = 

Ale, ogólnie mówiąc, nazywa się także wie- 
lokątem wszelka linia łamana zamknięta, jako 
FGHIK. 

Linie proste AB, BC, CD... formujące wielo- 
kąt, nazywają się jego bokami; а ich skraj-- 
ności A, B, C... wierzchołkami. y 

Summa wszystkich boków stanowi obwód 
wielokąta. 

Kąty wielokąta nazywają się sterczącemi, jako 
A,B, C, albo wklęsłemi, jako N, R, według 
jak przestrzeń kątowa jest obrócona na we- 
wnątrz figury albo na zewnątrz. i 

Linia łącząca dwa wierzchołki wielokąta, 

„nie idące po sobie, nazywa się przekątna, jako 


AC, LN, HK. 

Wielokąt jest wypukły, gdy leży cały z jednej strony każdego 
ze swoich boków, jako ABCDE; bo linia prosta nie może spoty- 
kać jego obwodu w więcej niż dwóch punktach. 

Przeciwnie, wielokąt LMNPQR nie jest wypukły i albowiem 
jedna część tego wielokąta leży z jednej strony boku QR prze- 
dłużonego, a druga z drugiej strony. 

Wielokąt mający trzy boki jest najprostszy ze wszystkich, i na- 
zywa się trójkątem ; wielokąt o czterech bokach nazywa się czwo- 
rokątem albo czworobokiem ; o pięciu bokach pieciokatem, ete. 


TWIERDZENIE I. 


Każdy hok trójkąta jest mniejszy od summy dwóch innych, a 

większy od ich różnicy. м 
А А 

` 1° Ponieważ linia prosta BC jest naj- 


krótsza drogą z punktu B do С, więc 
bok BC < AB + AC. 


D_ ——ę ж 2° Mamy, na mocy 1°, BC -HAC > АВ, 
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8 KSIEGA PIERWSZA. 


Odejmując AC poobydwóch stronach, otrzymamy BC>AB—AC. 

To przypuszcza że bok AC jest mniejszy od АВ. 

Gdyby bok AC był Мыш. шы podobnie 
że BC > AC — AB. ' | 


WNIOSEK. — Jeśli potaczymy punkt D, wzięty wewnątrz trój- 
$ ; kata ABC, ze skrajnościami boku AB, liniami 
е prostemi DA, DB ; summa tych linij będzie mniej- 

р sza od summy dwóch innych boków trójkąta. 
„ Jakoż, przedłużmy AD aż do spotkania Е 
z bokiem BC ; będzie 
W trójkącie ACE, АР 4 DE < AC + CE. 
A w trójkącie BDE, BD < DE +- BE. 
* Dodając stronami te dwie nierówności, i odejmując spólną linię 
DE, otrzymamy 
AD + BD < AC +- СЕ + ВЕ; 
więc AD + BD < AC+- СВ. 


Uwaga. — Poprzedzający wniosek jest tylko szczególnym 
przypadkiem następującego twierdzenia. 


Linia ŁAMANA WYPUKŁA ABCD jest mniejsza od wszelkiej linu 
AEFGHD, która ja otacza od jednej skrajności A do drugiej D. 


* Na dowodzenie tego, przedłużmy 


з se Y 
PA c w jedną stronę boki AB, BC, aż do spot- 
kania I, К, z Нпіа otaczającą. * 
сй K Mamy oczywiście : 
/ 5 С у oczywiście : 
А . 


AB + BI < AE + El 
BC -+ CK < BI -+ IF -+ FG -+ GH -+ HK 
CD < Ch ++ KD. 
Więc, dodając i redukując, otrzymamy : 
AB + BC -+ CD < AE + EF-+ FG +- GH + HD. 


'D 
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ЕУ 


озона I KĄTY. 


TWIERDZENIE II. 

4 

Z punktu danego na linii prostej można zawsze wyprowadzić 
prostopadłę do tej linii ; ale tylko jedną. 


Jakoż, z punktu С danego na prostej AB, możną wyprowa- 
dzić prostę CD, i obracać ją około punktu С, zaczynając od pa 
łożenia СВ a kończąc na CA. W tym obrocie, kat DCB jest na- 
| D przód zero a potem ciągle rośnie ; a zaś 
| 2a kąt przyległy DCA maleje i staje się zero. 
| -~ Ztąd wynika że kąt DCB, najpierwej mniej- 
|/ szy od kąta DCA, staje się mu równy, i po- 
С B tem go przewyższa. Więc istnieje poło- ~ 
żenie CE prostej С, і tylko jedno, w którem ta linia, tworząc - 
z daną gp AB katy przyległe równe, jest do niej prostopadłą. 


TWIERDZENIE III. 


Z punktu C, danego zewnątrz prostej AB, można zawsze spuścić 
prostopadłę na tę linię ; ale tylko jedna. Ж 


1° Można zawsze połączyć punkt С z jakimkolwiek punktem D 
prostej AB, i poprowadzić przez punkt D prostę DC', tak żeby 
с czyniła kąt BDC' równy katowi BDC; а 

potem wziąć długość DC' równą РС, i 
połączyć QC': Powiedam że prosta СС' 

3 jest prostopadła do AB. 
Jakoż, jeśli położymy trójkąt DOC' 
j na DOC, obracając około boku DO; bok 
С рс’ pójdzie ро boku ЮС, bo kąty BDC', 
BDC są równe; i punkt С’ padnie па C, dlatego że boki DC', 
DC są równe. Zatćm ramie OC' przystaje do OC. Więc prosta 
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AB tworzy z prostą СС’ katy przyległe AOC, АОС! równe, а tem 
samem proste; więc prosta СО jest prostopadła do AB. 


2° Powiedam teraz że ‚йй prosta CD, różna od prosto- 
padłej CO, jest pochyłą do AB. Jakoż, przedłużmy prostopa- 
dłę CO długością OC' równą OC, i połączmy DC'. Po czem, jeśli 
_ położymy trójkąt РОС’ na DOC, obracając około DO, punkt С' 
padnie na С; bo kąt DOC' = DOC i bok 0С' 00. Więc bok DC' 
przystaje do DC; a przeto kąty ODC, ODC są równe. Owoż, prze- 
dłużenie DE prostej CD nie przechodzi przez 0' ; bo przez dwa 
punkta C, C' jedną tylko prostę СС’ poprowadzić można. Zatóm 
kąt ODC' jest mniejszy od ODE. Co pokazuje że kat ODC, jako 
mniejszy od przyległego ODE, nie jest prosty (okreśł. V). Więc 
prosta CD jest pochyłą do AB. 


WNIOSEK. —Złąd wynika że, jeśli w trójkącie jeden kąt jest pro- 
sty, to każdy z dwóch innych musi być mniejszy ой prostego. 


UwaGA. — Dwa powyższe twierdzenia mogą się zamknąć 
w jednem ogólnem wysłowieniu, jako następuje: 


Przez punkt dany, można zawsze poprowadzić prostopadłę do 
danej prostej; ale tylko jedną. 


- TWIERDZENIE IV. 


Wszystkie katy proste są równe. 


A Niech będzie prosta CD prostopadła do AR, 


i prosta GH prostopadła do EF; powiedam 

A p że kąty proste ACD, EGH są równe. 

"3 Połóżmy drugą figurę na pierwszej tak żeby 
H punkt G padłna С, i prosta EF przystała do 
| prostej AB. Wtedy ramie GH przystanie do 

E | p ramienia CD; bo z punktu С można wypro- 

|| «m мадгіс jedną tylko prostopadłę do AB. Więc 
katy proste ACD, KGH są równe. 
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WNIOSEK. — Gdy jedna prosta CE jest prostopadła do dru 


E giej AB, jej przedłużenie CE', jest tak- 

„P? że do niej prostopadłe; bo wszystkie 

2 т cztery kąty ACE, ECB, ВСЕ’, АСЕ' за 
С = proste. 


OKREŚLENIE VII. — Wszelki kat BCD 
Е’ mniejszy od prostego nazywa się os- 
trym, a wszelki kąt ACD większy od prostego nazywa się roz- 
wartym. 
> 
VIII. — Dwa kąty, których summa równa się dwom kąatom 
prostym, nazywają się spełniającemi ; kąt BCD jest spełnieniem 
kąta ACD. 2 
А dwa kąty BCD, DCE, których summa równa się kątowi pro- 
stemu BCE, są dopełniajacemi ; kąt BCD jest dopełnieniem kąta 
DCE. 


TWIERDZENIE V. 


Wszelka prosta CD, spotykająca drugą AB, tworzy z nia dwa 
kąty przyległe spełniajace. 1 NAWZAJEM. 


R Jeśli prosta CD jest prostopadła 

j К do AB, wtedy katy przyległe ACD, ВСР, 

ЖЕ są proste, i twierdzenie oczywiste. 

А Jeśli prosta CD jest pochyłą do AB, 
A——— l А À i A ep 

U można ze spodka С wyprowadzić pros- 
topadłę CE która podzieli kat ACD, większy z dwóch przyleg- 
łych, na dwa kąty ACE i ECD, i będzie summa kątów, 


ACD + DCB = ACE + ECD + DCB. 


Owoż, kąt ACE jest prosty, a summa katów ECD + DCB czyni 
kat prosty BCE; więc summa katów ACD + DCB równa się 
dwom katom prostym; to jest, prosta CD tworzy z prostą AB dwa 
kąty przyległe ACD, DCB spełniające. 
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NAWZAJEM, jeśli dwa katy przyległe AGD i DCB sa spełniajace, 


ich ramiona zewnętrzne sa przedłużeniem jedno drugiego. 


Jakoż, przedłużenie ramienia AC tworzy z ramieniem CD speł- 
nienie kata AGD; ale z założenia kąt BCD jest tem spełnieniem; 
więc ramie СВ jest przedłużeniem ramienia АС. 


Wniosek |. — Summa wszystkich katów przyległych AGD, DCE, 


DN /Е ECB, które leża z jednej strony linii 

js Pi prostej, równa się dwom katom pros- 
N tym. 

AĄ——%—,6 00,718 р NAWZAJEM, jeśli summa kątów 


przyległych, po sobie idących, równa się dwom prostym, ramiona 
zewnętrzne sa w linii prostej. 


е 
Во oczywiście summa tych katów równa się summie dwóch 
przyległych ACD + DCB. 


1. — Summa wszystkich katów przyległych AOB, BOC, COD, DOA, 
które leżą naokoto jednego punktu, równa się czterem katom prostym. 


A p = Jakoż, jeśli przez punkt O poprowa- 
© dzimy jakąkolwiek prostę HK, summa 

M AŻ ŚRI k katów przyległych, z każdej strony tej 
i linii, będzie równa dwom prostym. 

PEM У Więc summa wszystkich katów równa 


się czterem katom prostym. 


E Ш. — Dwójsieczna ОЕ, OF dwóch 
X w kątów przyległych spełniających 


\ 7% AOC, GOB sa do siebie prosto- 
үре ж! рай. 
261 Jakoż, 


А ' Summa kątów AOC + СОВ = 2р ; 
Zatem 296 + Sn 1P, 
2 2 
Czyli ЕОС + СОЕ = ір, 


Więc dwójsieczne ЕО i OF są do siebie prostopadłe. 
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TWIERDZENIE VI. 
A Katy wierzchołkiem przeciwległe sa równe. 


Niech będą dwie proste AB i CD które, prze- 

cinając się, tworzą kąty wierzchołkiem przeciw- 

уб K ległe AOC i BOD. Te kąty AOC i BOD są równe 
‚В jako spełnienia kata AOD. 


TWIERDZENIE VII. 
~ 
Jeśli z punktu, wziętego zewnatrz prostej, spuszczono prostopadłe 


i pochyłe na tę linię ; wtedy: Р 


4° Dwie pochyłe, równo oddalone od spodka prostopadłej, sa równe. 
2° Prostopadła jest krótsza od wszelkiej pochyłej. 
3° Z dwóch pochyłych ta jest krótsza która się mniej oddala od 


spodka prostopadłej. Е 


I NAWZAJEM. 


Niech będzie prosta AB na którą, z punktu zewnętrznego O, 
spuszczono prostopadłę OC, i pochyłe 


OD, OE, OF. 
AN 10 Jeśli СЮ = СЕ’, pochyłe OD i OE 
są równe. Bo, jeśli położymy trójkąt 
AJ | CDO na COE, obracając około boku CO; 
р” kąt prosty OCD przystanie do prostego 
OCE, i punkt D padnie na E. Więc po- 
chyła OD jest równa pochyłej OE. 
2° Aby dowieśdź że prostopadła OC jest krótsza od wszelkiej 
pochyłej OD ; przedłużmy tę prostopadłę długością CO' równą 
OG, i połaczmy DO'. Na mocy 1°, pochyłe DO, DO' są równe. 
Owoż w trójkącie DOO', 


bok 00' < OD + DO', czyli 20C < 20D ; zkąd OC < OD. 


Więc prostopadła OC mniejsza od pochyłej OD. 
3° Uważajmy teraz dwie pochyłe ОЕ i OF, nierówno oddalone 
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14 KSIEGA PIERWSZA. 
od spodka prostopadłej, i przypuśćmy że СЕ < CF; trzeba do- 
wieśdź że pochyła OE jest mniejsza od OF. Owoż biorąc CD=CE, 
pochyłe OD, OE są równe ; więc dość okazać że pochyła OD jest 
mniejsza od OF. W tym celu, przedłużmy prostopadłę ОС dłu- 
gością СО' równą GO, i połaczmy DO', FO. 

W trójkącie ЕОО' mamy (1, wn.) 


OD + DO' < OF + FO', czyli 20D < 20Е; 
więc pochyła OD mniejsza od pochyłej OF. 


NAWZAJEM, jeśli z jednego punktu spuszczono prostopadłę i 
różne pochyłe na linię prostą, wtedy : 


4° Dwie pochyłe równe maja spodki równo oddalone od prosto- 
padłej. | 

Bo, gdyby te spodki nie były równo oddalone od prostopadłej, 
dwie pochyłe nie byłyby równe. 


2° Pochyła mniejsza ma spodek mniej oddalony od prostopadłej 
niż większa. н 

Bo, jeśli tak nie jest; to, albo oba spodki równo się oddalają od 
prostopadłej, a wtedy dwie pochyłe byłyby równe; co przeciw 
założeniu : albo spodek mniejszej pochyłej oddala się bardziej 
niż większej, a wtedy pierwsza byłaby większa od ostatniej; co 
także przeciwne założeniu. 


WNIOSEK I. —  Prostopadła CO, spuszczona na linię prostą AB, 
jest najkrótsza linią, jaką z tego punktu do tej prostej poprowadzić 
można ; dlatego długość tej prostopadłej nazywa się ODLEGŁOŚCIĄ 
punktu C od PROSTEJ AB. 


II. — Z jednego punktu tylko dwie pochyłe równe na linie prostą 
spuścić można, i te pochyłe są z obydwóch stron prostopadłej. 


UWAGA OGÓLNA, — Wzajemnice twierdzeń dowodzą się zwykle 
tak zwaną metodą przywiedzenia do niedorzeczności (reductio ad 
absurdum). Zależy ona na tem że się przypuszcza zadanie samo 
jakoby nieprawdziwe, i ztąd wywodzą się następstwa możebne ; a 
jeśli wszystkie są sprzeczne, bądź z przypuszczeniem, bądź z jaką 
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prawdą już dowiedzioną, wtedy zadanie jest niezaprzeczalnie 
prawdziwe. — Powyższe dowodzenie wzajemnie może służyć za 
przykład i wyjaśnienie tej metody. 

Ztąd wynika ogólne prawidło dotyczące wzajemnie, do którego 
często odsyłać będziemy. 


Jeśli wystowienie twierdzenia zawiera wszystkie założenia Jakie 
w jego przedmiocie zrobić można, i każde prowadzi do konkluzyi 
wyłącznie różnej, wtedy wzajemnice tego twierdzenia są koniecznie 
prawdziwe. 


TWIERDZENIE VIII. 


Wszelki punkt prostopadłej wyprowadzonej ze środka linii prostej, 
Jest równo oddalony od obydwóch skrajności tej linii. 

A wszelki punkt leżący poza prostopadłą nie jest równo odda- 
lony od tychże skrajności 

I NAWZAJEM, 

G 1° Niech będzie D, jakikolwiek punkt 
prostopadłej CG wyprowadzonej ze 
środka С prostej AB. Połączmy DA, DB. 

Ponieważ CA = CB, więc pochyłe 
DA i DB są równe. 
2 “в 2° Niech będzie E punkt poza pro- 
[н stopadła CG. Połączmy EA, EB i DB. 
W trójkącie BDE mamy EB < BD + DE. 
А że BD = AD (1°), więc EB<AD+-DE czyli ЕВ < EA. 


NAWZAJEM, 4° Wszelki punkt, równo oddalony od obydwóch 
skrajności linii prostej, leży na prostopadłej wyprowadzonej z jej 
środka. 

20 Wszelki punkt nierówno oddalony od tychże skrajności leży 
zewnątrz rzeczonej prostopadłej, 


Obie wzajemnice są oczywiste (7 uw.) 
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OKREŚLENIE IX. — Nazywa się MIEJSCEM GEOMETRYCZNEM cigg 
nieprzerwany punktów majacych wyłącznie te same własności. 

Na mocy tego określenia, powyższe twierdzenie ze swemi wza- 
jemnicami zogólnia się w паѕіеријасет wysłowieniu : 

Prostopadła, wyprowadzona ze środka linii prostej, jest miejscem 
geometrycznem punktów równo oddalonych od obydwóch skrajności 
tej linii. 


TRÓJKĄTY, ICH RÓWNOŚĆ. 


OKREŚLENIE X. — Trójkąt nazywa się równobocznym gdy ma 
wszystkie boki równe ; rownoramiennym, gdy ma dwa boki 
równe. 

ХІ. — Podstawą trójkąta jest bok którykolwiek ; a wysokością, 
prostopadła spuszczona na podstawę z wierzchołka przeciw- 
ległego. 

Ale w trójkącie równoramiennym, nazywa się zwykle pod- 
stawą bok przyległy ramionom ; a wierzchołkiem, wierz- 
chołek przeciwległy tej podstawie. 

XII. —Linia łącząca środek boku z wierzchołkiem przeciwległym 
trójkąta nazywa się ośródkowa. 

XIII. — Trójkąt majacy wszystkie kąty równe nazywa się równo- 
katnym. . 

XIV. — Trójkąt jest pr ostokątnym, rozwartokątnym albo ostro- 
kątnym, według jak ma kat prost у, rozwarty albo same kąty ostre. 

Bok przeciwległy kątowi prostemu trójkąta nosi imie przeciw- 
prostokątnej. 


TWIEDZENIE IX. 


Dwa trójkąty są równe, gdy mają bok równy PRZYLEGŁY duom 
katom równym, każdy kożdemu. 
Niech będzie bok AB—=DE, i kąty przyległe A=D i B=E; 
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с powiedam że dwa trójkąty ABC, DEF są równe. 

Pó Jakoż, połóżmy trójkąt ABC na DEF, tak żeby 

A wierzchołek A padł na D, i bok AB wziął kie- 

i к runek boku równego DE; wtedy, wierzchołek В 

Pó | padnie na E, bo te boki są równe. A że kąty A i 

кА D są równe; bok АС pójdzie ро DF, i wierz- 

a chołek С padnie na punkt linii DF. Tak samo, 

ponieważ kąty В, E są równe ; bok ВС pójdzie po EF, i wierz- 

chołek С padnie na linię EF. Zatem, punkt С, padając zarazem 

na dwie pooste DF i EF, musi padać na ich spólnem przecięciu F. 

Więc dwa trójkąty ABC, DEF, przystając do siebie we wszyst- 
kich punktach, są równe. 


Uwaga. — Z przystawania tych dwóch trójkątów wynika że 
bok АС =DF, bok BC = ЕЕ і kąt C =F. 
TWIERDZENIE X. 


Dwa trójkąty są równe, gdy үн kąt równy ZAWARTY między 


dwoma bokami równemi, w s 


Niech będzie kąt А = D, bok AB = DE, i bok AC=DF: po- 
c wiedam że dwa trójkąty ABC, DEF są równe. 


е Jakoż, połóżmy trójkąt ABC na DEF, tak żeby 

A \ wierzchołek A padł na D, i bok AB przystał 

ж р ” do swego równego DE; wtedy wierzchołek В 
z 


\ padnie па E. А że kąty А і D są równe, bok AC 

m zi pójdzie po DF; i wierzchołek C padnie na F, 
TAS bo boki AC, DF są równe. Zatem, boki BC i EF 
przystają do siebie i są równe. Więc dwa trójkąty ABC, DEF sa 
rowne. 


UwaGa. — Z przystawania tych trójkątów wynika że bok 
BC=EF, kąt B=K і kąt C=F. 
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"TWIERDZENIE ХІ, 


ó 
X Gdy dwa trójkąty mają dwa boki równe, każdy każdemu, zAwiE- 
' RAJĄCE KĄT NIERÓWNY, wtedy naprzeciw kata mniejszego leży bok 
mniejszy. T NAWZAJEM. f 


Niech będa dwa trójkaty ABC, DEF, 
w których bok AB = DE i bok АС = DF, 
> a kąt zawarty A < EDF; powiedam że 

"= bok ВО < EF. 
| Jakoż, połóżmy trójkąt АВС na DEF, 

/ х tak żeby bok AB przystał do swego ró- 
p DRZE» wnego DE. Wtedy, ponieważ kat A jest 
mniejszy od kąta EDF, bok AC padnie w kącie EDF, i trójkąt 
ABC weźmie położenie DEC. Poprowadźmy teraz dwójsiecznę DI 
kąta CDF, i połączmy IC. Dwa trójkąty DIC, DIF, mające bok DI 
spólny, bok DC=DF, i kąty między niemi zawarte równe z wy- 
kreślenia, sąrówne na mocy poprzedzającego twierdzenia. Więc 
bok IC = IF. A że, w trójkącie CEI, bok EC < EI + IC, 
czyli EC < EI +-1F ; więc BQ <EF. 


# 

NAWZAJEM, gdy dwa trójkąty maja dwa boki równe, każdy 
każdemu, a TRZECI BOK NIERÓWNY ; wtedy naprzeciw trzeciego boku 
mniejszego leży kat mniejszy. 


е To jest, jeśli w dwóch trójkątach АВС, DEF, bok АВ = DE 
і bok AC= DF, a zaś bok BC mniejszy od EF; wtedy kąt A jest 
mniejszy od kąta D. 

Jakoż, jeśli kąt A nie jest mniejszy od D, tó może być tylko albo 
mu równy albo od niego większy. W pierwszym przypadku, dwa 
trójkąty ABC, DEF, mające kąt równy zawarty między dwoma 
bokami równemi, każdy każdemu, byłyby równe ; a więc bok BC 
byłby równy bokowi EF ; co niedorzeczne, bo bok'BC jest z zało- 
żenia mniejszy od EF. W drugim przypadku, bok BC byłby, na 
mocy samego twierdzenia, większy od EF ; co się także sprzeci- 
wia założeniu. Więc kąt A, nie będąc ani równy kątowi D апі 
od niego większy, jest od niego mniejszy. 


~ http://rcin.org.pl 


TRÓJKĄTY, ICH RÓWNOŚĆ. 19 


"TWIERDZENIE XII. 


Dwa trójkąty są równe, gdy таја trzy boki równe, każdy 


każdemu. 
c Niech będą dwa trójkąty ABC, DEF mające 
/ \ boki АВ =DE, АС =DF, BC= EF; powie- 
dj \ dam że te trójkąty są równe. 
5 р Jakoż, gdyby katy Ai D były równe ; dwa 
\ 


М trójkąty, mające kąt równy zawarty między 
j У dwoma bokami równemi, każdy każdemu, by- 
* łyby równe. 
W samej rzeczy kąty A i D muszą być równe ; bo inaczej, 
boki im przeciwległe ВС, EF nie byłyby równe. Więc dwa trój- 
kąty ABC, DEF równoboczne między sobą, są równe (*). 


TWIERDZENIE XIII. 


Д Dwa trójkąty PROSTOKĄTNE są równe, gdy mają przeciwprosto- 
4 kątnę i bok odpowiednio równe. 


Niech będą dwa trójkąty ABC i DEF pros- 
М tokątne przy A i D, w których przeciwprosto- 
= katna ВС =EF i bok AB = DE ; powiedam 


F że te trójkąty są równe. 
3a Jakoż, połóżmy trójkąt АВС па DEF, tak 
| ы żeby wierzchołek A padł па D, i bok AB 
D С E_ przystał do swego równego DE; wtedy bok 


АС pójdzie po DF, bo kąty A 1р są proste. A że teraz pochyłe 


(*) Można wprost dowieśdź tego twierdzenia. 
Przystawmy do siebie dwa trójkąty ABC, BCE, tak żeby miały 
A p jeden bok BC spólny. 
Ponieważ bok AB = EB i bok АС = EC, punkta B і С, są 
równo oddalone od punktów A і Е: więc prosta BC jest pros- 
В topadła we środku prostej AE. Zatem jeśli, obracając około BC, 
przyłożymy trójkąt ABC do BEC, prostopadła ОА przystanie do swej równej OE, 
wierzchołek A padnie na E. Zatem dwa trójkąty przystają do siebie we wszystkich 
punktach. — Więc są równe. 


N 
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równe BC i EF są spuszczone z jednego punktu E na prostę DF; 
zatem odległości AC, DF ich spodków od prostopadłej są równe. 
Więc dwa trójkąty ABC, DEF, równoboczne między sobą, są 
równe. 


TWIERDZENIE XIV. 


r 


A 
wa trójkąty PROSTOKĄTNE $0 równe, gdy mają przeciwprostokątnę 
ї kąt ostry odpowiednio równe. 


Niech będą dwa trójkąty ABC, DEF (powyższa figura) pros- 
tokątne przy A i D, w których przeciwprostokątna ВС = EF 
i kat B = E. 

Położmy trójkąt DEF na ABC, tak żeby wierzchołek E padł 
na B, i bok ED poszedł po BA. Wtedy, ponieważ kąt B = E, 
bok EF pójdzie po BC; i wierzchołek F padnie na C, bo boki BC 
i EF są równe ; nakoniec, bok FD, prostopadły do ED, weźmie 
kierunek prostopadłej СА ; bo z punktu С jedną tylko prostopadłę 
na AB spuścić można. Zatem wierzchołek D, padając zarazem na 
kierunki BA і AC, pada na wierzchołek A. Więc dwa trójkąty 
АВО, DEF są równe. 

Uwaga OGÓLNA. — Należy uważać że, gdy dwa trójkąty sa równe, 
wtedy te ich katy sa równe które leżą naprzeciw boków równych ; 
i nawzajem, te boki sa równe które leżą naprzeciw kątów ró- 
wnych. 


TWIERDZENIE XV. 


Wszelki punkt leżący na dwójstecznćj kata jest równo oddalony 
od jego ramion. | NAWZAJEM. 


Z punktu М leżącego na dwójsiecznej AM 

с kąta BAC, spuśćmy, najegoramiora, pros- 

topadłe MD і ME. Dwa trójkąty prostokątne 

AMD i AME, mające przeciwprostokątnę 

MA spólną i kąt MAD = МАЕ, są równe. 
Więc prostopadłe MD i ME są równe. 
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NAWZAJEM , wszelki punkt M, wzięty wewnątrz kata BAC i 
w równej odległości MD = ME od jego ramion, lezy na dwójsiecznej 
tego kąta. 


Jakoż, prostopadłe równe MD i ME, padając po obydwóch stro” 
nach linii MA, tworzą trójkąty prostokątne MAD, MAE równe. 
Więc kąt MAD = МАЕ, i prosta MA jest dwójsieczną kąta BAC. 


WNIOSEK. — Ztąd wynika że wszelki punkt nierówno odda- 
lony od ramion kąta nie leży na jego dwójsiecznćj. Więc, 


Dwójsieczna kąta jest miejscem geometrycznem punktów równo 
oddalonych od jego ramion. 


UwAGA. — Dwie linie proste, przecinające się, tworzą cztery 

с katy; zatem powyższy wniosek zogól- 

A / 7 nia się w następującem wysłowieniu * 

la Miejscem geometrycznem punktów 

А A b równo oddalonych od dwóch linij pros- 
a 4 tych AB i GD, które się przecinają, jest 

и *% układ dwóch prostopadłych EH, FG które 
5 sa dwójsiecznemi kątów tych dwóch linij. 


"TWIERDZENIE XVI. 


W trójkącie równoramiennym naprzeciw boków równych leżą 
kąty równe. I NAWZAJEM. 
% Niech będzie trójkąt ABC, w którym bok” 
JĄ ABi AC są równe. Połączmy wierzchołek A 
IE \ ze środkiem D podstawy BC. Dwa trójkąty 
OW ADB, ADC, mające trzy boki równe każdy 
i > każdemu, są równe. Więc kąt B jest równy 
» t kątowi С (1^, uw.). 


NAWZAJEM, Jeśli dwa katy trójkąta są równe, boki im przeciw- 
legte sa także równe, i trójkat jest równoramienny. 
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Niech będzie trójkąt ABC w którym kąty В і АСВ są równe. 

ŻĄ Na kierunku boku AB weźmy długość BE 

równą bokowi Аб, i połączmy CE. Dwa 

trójkąty BCE i BCA, są równe; albowiem mają 

ZN N bok BC spólny, boki BE i CA równe, i kąty B 

2с i BCA między temi bokami zawarte równe. 

Zatem kąt BCE jest równy kątowi В; a że kąty Bi ВСА są równe 

z założenia, więc kąt BCE jest rowny katowi BCA. To dowodzi 

że boki CE i GA stanowią jednąjlinię prostą, czyli że punkt E przy- 

pada w A. Więc boki АВ і AC są równe, i trójkąt ABC jest ró- 
wnoramienny. 


WNIosEk.—Trójkąt równoboczny jest równokątny ; i nawzajem, 
trójkąt równokatny jest równoboczny. 


UwaGA. — Z równości trójkątów ADB i ADC wynika że: 1° katy 
przy D są równe, a zatem proste; 2° Kąt DAB = DAQ. To poka- 
zuje że, w trójkącie równoramiennym, linia łącząca środek podstawy 
z wierzchołkiem jest prostopadłą do podstawy i dwójsieczna kata 
przy wierzchołku. 


TWIERDZENIE XVII. 


W każdym trójkacie, naprzeciw kąta mniejszego jest bok mniejszy. 
І NAWZAJEM. 


Niech będzie trójkąt ABC. Jesli kąt В jest mniejszy od ВСА, 
A. bok AC jest także mniejszy od boku AB. 
А Jakoż, przez wierzchołek większego kąta С, 
poprowadźmy prostę CD, tak żeby czyniła 
£ А z bokiem СВ kąt DCB równy kąatowi В; trójkąt 
B œ BCD będzie równoramienny bok CD = BD. 
Owoż w trójkącie ACD, bok Аб< AD + DC; więc, podstawiając 
BD za CD, będzie AC < AD -+ BD. Więc bok АС jest mniejszy 
od AB. 
NAWZAJEM, w źrójkacie naprzeciw boku mniejszego leży kąt mniej- 
szy. бо widoczne (7, uw.). 
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RÓWNOLEGŁE. 


Dwie proste AB, CD, przecięte trzecią EF, która się nazywa 
Е sieczna albo poprzeczną, tworzą z nią 


= RSE SEE чен, mianowanych jako na- 
stępuje : 


с AB 
ууз 
4° Katy wewnętrzne, które - leżą 


E 4) е wewnątrz dwóch linij prostych AB 
c 0/6 "— į QD z obydwóch stron siecznej EF. 
к^ х Takiemi są cztery kąty AGF, CHE, 


BGF, DHE. 


2° Katy zewnętrzne, utworzone zewnątrz linij prostych AB, CD 
z obydwóch stron siecznej EF. Takiemi są cztery katy AGE, 
CHF, BGE, DHF. 


3° Katy naprzemianiegłe wewnętrzne są dwa kąty wewnętrzne, 
które leżą z obydwóch stron siecznej, jako AGFi DHE. Tak 
samo kąty BGF i CHE. 


s 

h°. Katy naprzemianlegte zewnętrzne są dwa katy zewnętrzne, 

leżące z obydwóch stron siecznej, jako AGE i DHF. Tak samo 
kąty BGE i CHF. 


5°. Katy odpowiedające są dwa kąty jednostronne, jeden 


wewnętrzny a drugi zewnętrzny, jako AGE i CHE ; albo AGF 
i CHF. Tak samo kąty BGE i DHE, albo BGF i DHF. 


OKREŚLENIE XV, — Dwie proste nazywają się RÓWNOLEGŁEMI, 
gdy leżą na jednej płasczyznie i nie moga się spotykać, jakkol- 
wiek daleko byłyby przedłużone. 1 


Istnienia równoległych dowodzi następujące wienia 
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TWIERDZENIE XVIII. 
A Dwie proste prostopadłe do trzeciej są równoległe, 


D F Bo gdyby dwie proste CD i EF, prostopadłe 
do prostej AB, spotykały się, możnaby 
z punktu ich spotkania spuścić dwie pros- 


—1-—--|—- - topadłe na АВ ; co niemożebne (3). 
к B + 


TWIERDZENIE XIX. 


Przez punkt C, dany zewnątrz linii prostej AB, można zawsze 
poprowadzić równoległę do tej lini. . 


NOE ( Jakoż, jeśli z punktu С spuścimy 
ЖЕ "a prostopadłę CD na AB, i wyprowadzimy 


prostopadłę СЕ do Ср ; dwie proste СЕ 
i AB, obie prostopadłe do CD, będa ró- 


A р В wnoległe. 
PosTuLaTUM. — Przyjmujemy jako prawdę, mniej więcej 


oczywistą, że : 


Przez punkt, dany zewnątrz linii prostej, można poprowadzić 
jedną tylko równoległę do tej linii (*). 


WNIOSEK I. — Ztąd wynika że: 


Dwie proste, jedna CD prostopadła a druga EH pochyła do 
trzeciej AB, spotykają się. % 
п . 

Jakoż, przez punkt E można poprowadzić do 
AB prostopadłę EF która będzie równoległa 
do CD ; więc pochyla EH, nie będąc równole- 

в gła do CD na mocy postulatum, spotyka tę pros- 
topadłę CD. 


(*) Zobacz notę na końcu dzieła. á 
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П. — Dwie proste, równoległe do trzeciej, sa równoległe mię- 
dzy soba. 


Bo, gdyby się spotykały, możnaby przez punkt ich spotkania 
poprowadzić dwie równoległe do jednej prostej. Co niemo- 
żebne na mocy postulatum. 


WAŻNA UWAGA. — Dowieśdź z niezaprzeczalną ścisłością że : 

Przez jeden punkt nie można prowadzić dwóch równoległych do 
tej samej linii prostej ; ы 

albo że: Dwie proste, jedna prostopadła a druga pochyła do 
trzeciej, spotykaja się; 

nie zdaje się możebnem, z przyczyny właśnie określenia równo- 
ległych. Mimo licznie probowanych dowodzeń, zwykle Geome- 
trowie biora jedno z tych twierdzeń, które zresztą są następ- 
stwem jedno drugiego, za postulatum, to jest za prawdę niema. _ 
oczywistą, na którą się przyzwala bez matematycznego dowodu. 
Tym sposobem postulatum nie rozwiązuje węzła trudności 
równoległych, ale go rozcina. 


TWIERDZENIE XX. 


A Gdy dwie proste AB, GD за równoległe, wszelka prosta EF 
prostopadła do jednej z nich jest prostopadła do drugiej. 


E Jakoż, prosta EF, prostopadła do AB, 
A. F B spotyka CD w punkcie б; bo przez punkt F 
; nie można prowadzić dwóch równoległych : 
ta prosta EF musi być prostopadłą do CD; 
c  G| , b Do inae ч) атин АВ iCD nie byłyby 
ий... ит. 1). F 


WNIOSEK. — Ztąd wynika że: 
Dwie proste prostopadłe, kazda do jednej z dwóch innych pro- 


stych, są równoległe albo się przecinaja, według jak te dwie inne 
sa równoległe albo sie przecinają. 
n * 
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TWIERDZENIE XXI. 


Dwie równoległe tworzą z sieczną wszystkie katy ostre równe 
między sobą, i wszystkie kąty rozwarte także równe między soba. 


Niech będa dwie równoległe AB, Ср 
przecięte sieczną EF. Aby dowieśdź że 
cztery kąty ostre, utworzone przez te 
trzy linie, są równe między sobą, dość 
okazać równość dwóch katów naprze- 
mianległych wewnętrznych BGH, CHG. 

Przez środek О, odcinka GH, popro- 
wadźmy prostopadłę OK do AB; ta prosta OK będzie zarazem 
prostopadłą do CD (20). Owoż, dwa trójkąty prostokątne OGK, 
OHL są równe, bo таја przeciwprostokątnę Об = OH, i kąty 
ostre GOK, HOL równe jako wierzchołkiem przeciwległe; więc 
kąty ostre OGB i OHC są równe. A że kąt OGB = AGE, 
i kat OHC == DHF, jako wierzchołkiem przeciwległe ; więc 
kąty ostre przy G są równe kątom ostrym przy Н. 

Ztąd wnosimy że katy rozwarte przy G są równe kątom roz- 
wartym przy H, jako spełnienia katów ostrych równych. 

I tak samo о innych. 


Wzajemnica powyższego twierdzenia nie jest prawdziwa; dla- 
tego daje się zwykle wysłowienie twierdzenia, jako następuje. 


Dwie równoległe przecięte sieczną tworza z nią: 

4° Katy odpowiadające równe. 

д Katy naprzemianległe wewnętrzne równe. 
(aty naprzemianległe zewnętrzne równe. 

М Кау jednostronne wewnętrzne spełniające. 

5° Katy jednostronne zewnętrzne spełniające. 

I NAWZAJEM. 


Albowiem dwa katy odpowiedające, albo naprzemianległe 
wewnętrzne, albo naprzemianległe zewnętrzne są oba ostre 
albo rozwarte ; a więc równe, na mocy powyższego dowodzenia. 
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Z dwóch kątów jednostronnych wewnętrznych albo zewnętrznych, 
jeden jest ostry a drugi rozwarty; więc te katy są spełniające. 


NAWZAJEM, dwie proste są równoległe jeśli, przecięte sieczną, 
tworzą z nią katy które zadość czynia jednemu z pięciu wymienionych 
warunków. 


I tak, dwie proste AB, CD (fig. powyższa), tworzące z sieczną EF 
kąty odpowiedające równe AGF, CHF, są równoległe. 


Jakoż, gdyby przez punkt H poprowadzono równoległę do AB, 
toby ona tworzyła z sieczną EF kąt odpowiedający równy kątowi 
AGF. Ale kąt CHF jest właśnie odpowiedający równy kątowi AGF ; 
więc prosta CD jest równoległa do AB. 

Dowiedzionoby podobnie czterech innych wzajemnie. 


WNIOSEK. — Z tego twierdzenia i jego wzajemnie wynika że dwie 
proste spotykają się, gdy tworzą z sieczną katy które nie dopeł- - 
niają jednego z pięciu wymienionych warunków. 


TWIERDZENIE XXII. 
X Dwie równoległe sa wszędzie równo odległe. 


Niech Беда dwie równoległe АВ i CD. Odległością tych linij 

H. K jednej od drugiej jest oczywiście spólna 

С D prostopadła; dość więc dowieśdź że 

dwie spólne prostopadłe GH, IK są 

równe. Połączmy GK. Dwa trójkąty 

RUR Fo S prostokątne GIK,GHK, mające spólną 

przepciwrostokątnę GK, i kąty ostre IGK, HKG równe jako na- 

przemianległe wewnętrzne względem danych równoległych , są 

równe. Zatem prostopadłe GH i IK są równe. A że punkta Gi I 

są jakiekolwiek, więc dwie równoległe AB, CD mają wszędzie 
równą odległość. 


UwaGA. To twierdzenie usprawiedliwia niejako przyjęte postu- 
latum teoryi równoległych. 
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TWIERDZENIE XXIII. 


Dwa katy mające ramiona równoległe, każde do każdego, są 
równe albo spełniające. 


4° Niech będą dwa katy ABC, DEF, 
których ramiona BA, ED są równoległe 
i skierowane w jedną stronę; ramio- 
na ВС i EF równoległe i także skiero- 

% wane w jedną stronę. Powiedam że 
B H © te kąty są równe. 

Jakoż, przedłużmy ramie ED aż do punktu spotkania Н z ramie- 
niem BC. Dwa kąty ABC, DHC są równe jako odpowiedające 
względem równoległych AB i DH; tak samo, kąty DEF, DHC sa 
równe jako odpowiedające względem równoległych BC i EF. 
Więc kat ABC równy katowi DEF. 


2° Uważajmy teraz dwa kąty ABC, GEH, mające ramiona BA 
i EH równoległe ale skierowane w strony przeciwne, i ramiona 
ВС i EG równoległe ale także skierowane w strony przeciwne. 
Te kąty sa równe; bo kat СЕН jest równy katowi DEF jako 
wierzchołkiem przeciwległy, a ten ostatni równy kątowi АВС, na 
mocy 1°. Więc kąt ABC równy kątowi GEH. 


30 Nakoniec dwa kąty ABC, DEG, mające ramiona BA, ED ró- 
wnoległe i skierowane w jedną stronę, a zaś ramiona BC, EG także 
równoległe ale skierowane w strony przeciwne, są spełniające. 
Jakoż, jeśli przedłużymy ramie EG, kąt DEG będzie spełnieniem 
kata DEF; owoż ten ostatni jest równy kątowi ABC ; więc kąty 
ABC, DEG są spełniające. 

Tak samo kąty ABC, FEH są spełniające. 


TWIERDZENIE XXIV. 


Dwa katy mające ramiona prostopadłe, każde do każdego, są 
równe albo spełniające. 


Niech będą dwa katy ABC, DEF mające ramiona BA, ED pros- 
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topadłe do siebie,i ramiona BC, EF także prostopadłe do siebie. 
К Te kąty ostre są równe. 
PAL Jakoż, przez wierzchołek B, popro- 
4 wadźmy proste BD', BF', odpowiednio 
prostopadłe do ramion ВА i ВС; te 
proste będa równoległe do ED, EF, 
i kąty D'BF', DEF, mające ramiona 
równoległe, każde do każdego i w te same strony, за równe. 
Охо? kąty АВС, D'BF' są równe jako dopełnienia kąta ABF"; 
więc kat ABC jest równy katowi DEF. 

Ztąd wynika że katy ABC, DEG, mające ramiona ВА, ED 
prostopadłe do siebie, i ramiona BC, EG także prostopadłe do 
siebie, są spełniające. Jakoż, jeśli przedłużymy ramie EG, kąt 
DEF będzie spełnieniem kata DEG; a że, na mocy powyższego 
dowodzenia, kąty ABC, DEF są równe; więc kąty АВС, DEG 
są spełniające. 


p = 


UWAGA. — Jeśli z wierzchołka kąta АВС patrzymy na przestrzeń kątową, 
widzimy ramie BC na prawo a ramie BA na lewo. Otoż, па mocy tej uwagi, 
dwa poprzedzające twierdzenia mogą się z ogólnić i wysłowić z większą do- 
bitnością, jako następuje : 
ра kąty, mające ramiona równoległe albo prostopadłe, są równe albo 
spełniające, według jak ramiona równoległe albo prostopadłe są albo nie są 
oba tego samego imienia. — I tak : katy АВС, DEF są równe; bo ramie 
prawe BC jest równolegle albo prostopadłe do prawego EF, a zaś lewe BA 
do lewego ED. Przeciwnie, kąty АВС, DEG są spełniające, bo ramie lewe 
BA jest równoległe albo prostopadłe do prawego ED, a zaś prawe BC do 
lewego EG ; etc. 


TWIERDZENIE XXV. 


Summa trzech kątów trójkąta równa się dwom katom prostym. 


c W trójkącie ABC, przedłużmy 

Ą „Ë bok AB, i przez wierzchołek B, po- 

Pó | "A prowadźmy prostę BE równoległa 
/ SZ do АС. 


B I) Kąty A i EBD są równe jako odpo- 
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wiedające względem równoległych АС, BE ; a kąty  iCBE są także 
równe jako naprzemianległe wewnętrzne względem tych samych 
równoległych АС, BE. Owoż, summa trzech kątów przyległych 
АВС, СВЕ, EBD, które leżą z jednćj strony linii prostćj AB, 
równa się dwom kątom prostym (5, wn. 1); więc, w trójkącie 
ABC, summa trzech kątów A, С, ABC równa się także dwom 
katom prostym. 


WNIOSEK 1. — Kat zewnętrzny trójkąta równa się summie dwóch 
katów wewnętrznych nieprzyległych, to jest: kąt CBD = А + С. 


П. — Trójkąt nie może mieć dwóch katów prostych, a tém 
bardzićj dwóch katów rozwartych. 


W trójkącie prostokątnym katy ostre są dopełniające. 
Ш. — Każdy kąt trójkąta równokątnego jest jedną trzecią dwóch 
katów prostych, czyli dwiema trzeciemi kąta prostego. 
è IV. — Jeśli dwa kąty jednego trójkąta są odpowiednio równe 
dwom katom drugiego; albo, jeśli tylko summa dwóch pierwszych 


kątów równa summie dwóch drugich ; wtedy trzecie kąty tych 
trójkatów są także równe. 


WIELOKĄTY. 


OKREŚLENIE XVI. — Wielokąt nazywa się równobocznym gdy ma 
wszystkie boki równe, równokatnym gdy ma wszystkie kąty 
równe. 

XVII. — Wielokąt zarazem równoboczny i równokątny nazywa 
się foremnym; jako trójkąt równoboczny, kwadrat, etc. 

XVIII. — Dwa wielokąty mające wszystkie boki równe, każdy 
każdemu i w tym samym porządku ułożone, sa równoboczne 
między sobą. 

А zaś wielokąty mające wszystkie kąty równe, każdy każdemu, 
i w tym samym porządku ułożone, są równokątne między sobą. 
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W obydwóch przypadkach, boki równe ałbo kąty równe, ma- 
jace jednakowe położenie w dwóch wielokątach, nazywają się 
odpowiednemi. 


XIX. — Między czworobokami należy uważać następujące : 


р c Trapez, mający dwa tylko boki równo- 
PD ległe, jako ABCD. 
„ә макы Те boki równoległe AB, CD są podsta- 
wami, a ich odległość wysokością trapezu. 
ЕРЕЕН 
/ 7 Równoległobok , mający szystkie boki 
Z / przeciwległe równoległe, jako ABCD (figura 
A в naprzeciwko). 


Podstawą równoległoboku jest bok którykolwiek, a wyso- 
kością odległość podstawy od boku przeciwległego. 


3 żę Prostokąt, mający wszystkie kąty prostej 


e jako EFGH. 

E Fy Ukośnik albo kwadrat ukośny, (rhombus) 

R, —0 / \ mający wszystkie boki równe, jako IKLM. 

| K үг Kwadrat, mający wszystkie boki równe 
wag | Yy i kąty proste, jako NPQR. 

K 


TWIERDZENIE XXVI. 


W wielokacie wypukłym, summa katów wewnetrznych równa sie 
tyle razy dwom katom prostym ile jest boków mniej dwa. 


Z jednego wierzchołka A poprowadźmy przekątne AC, AD do 
1 wszystkich innych. Wielokąt rozdziela się 
М. wtedy na tyle trójkątów ile ma boków 
і A mniej dwa, i oczywiście summa jego kątów 
Jo "if wewnętrznych równa się summie kątów 
4 =P wszystkich trójkątów. A że summa kątów każ- 
dego trójkąta równa się dwom kątom prostym; więc summa 
katów wewnętrznych wielokąta wypukłego równa się dwom 
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katom prostym wziętym tyle razy ile ten wielokąt ma boków 
mniej dwa (*). 

WNIOSEK. — Dwa wielokaty o n bokach są równokątne między 
sobą, gdy mają n — 1 katów odpowiednio równych. 

UwaGA. — Jeśli weźmiemy kąt prosty za jedność katów i ozna- 
czymy przez n liczbę boków wielokąta, wartość summy kątów 
wewnętrznych będzie 

i 2 (п — 2), czyli 2n — h4. 

Itak, W CZ) cie n= 4 ; podstawiając tę wartość, utrzy- 
mujemy 2 ( =4. Więc summa kątów wewnętrznych czwo- 
rokata wypukłego równa się czterem katom prostym. 

Ztąd wynika że jeśli czworokąt jest równokąatny, wszystkie 
jego katy за proste. 

Na mocy powyższej formuły, w wielokącie równokątnym 

mającym n boków, wartość kata wewnętrznego jest 
2п— 


ц 
czyń 2=— St 


Zatem, w miarę jak liczba boków n rośnie, ułamek м maleje, i 


4 ТЕ mi 
wartość 2 — — kata wewnętrznego zbliża się coraz bardziej do 
n 
9р, swej granicy. 
TWIERDZENIE XXVII. 


W wielokącie WYPUKŁYM summa katow zewnętrznych, które 
się tworzy przedłużcjąc wszystkie boki, równa się czterem katom 
wostym. 
"a Ў 

Jakoż, przy każdym z n wierzchołków, 
„© np. przy B, kąt zewnętrzny CBG z wewnętrz- 


/ : 

9 /8 nym АВС wartają 2 proste; zatem summa 
д Я wszystkich katów zewnętrznych i wewnętrz- 
AS 


(*) Zobacz notę na końcu dzieła. е 
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nych czyni 2л kątów prostych. A że summa samych katów we- 
wnętrznych czyni 2n —4 katów prostych; więc summa katów 
zewnętrznych równa się czterem katom prostym. 


WNIOSEK. — Wielokąt wypukły nie może mieć więcej niż trzy 
kąty ostre wewnętrzne, bo nie może mieć więcej niż trzy kąty 
rozwarte zewnętrzne. 


TWIERDZENIE XXVIII. 


W każdym równoległoboku, 4° boki przeciwległe s e, 29 kąty 
przeciwległe są równe. 


I NAWZAJEM. 


1° Poprowadźmy przekatnę BD. Dwa trójkąty ABD, BCD, mają 


p — bok BD spólny, kąt ABD = CDB, jako 
pa, / naprzemianległe wewnętrzne wzglę- 
ri © >œ / dem równoległych AB i CD; tak samo 


A—— h ë kąt ADB = CBD; więc te trójkąty są 
równe: zalem bok АВ = CD, i bok Ар = ВС. 


20 Kąty przeciwległe А i С są równe; bo mają ramiona tego 
samego imienia równoległe, każde do każdego. 


Tak samo kąty przeciwległe B i D są równe. 


WNIOSEK 1. — Dwie równoległe AD, BC zawarte między dwiema 
równoległemi AB, GD sa równe. 


П. — Ukośnik jest równoległobokiem. 


UwAGA. — Przekątna dzieli równoległobok na dwa trójkąty 
równe. 


NAWZAJEM, 1° Czworobok wypukły, mający wszystkie boki przectw- 
legte równe, jest równoległobokiem. 


Poprowadźmy przekątnę BD (figura powyższa). Dwa trójkąty 
ABD, BDC równoboczne między sobą, są równe. Zatem kąty 
naprzemianległe wewnętrzne ABD i BDC są równe; więc linie AB 
i CD są równoległe. Tak samo, kąty naprzemianległe wewnętrz- 

3 
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ne ADBi CBD są równe ; przeto linia AD jest równoległa do BC. 
Więc czworobok ABCD jest równoległobokiem. 


2° Czworobok wypukły ABCD, majacy wszystkie kąty przeciwle- 
głe równe, jest równoległobokiem. 


Jakoż, jeśli kat A = C i B = D, będzie A + B= 0 4D. A że 
summa katów wewnętrznych czworoboku wypukłego równa się 
czterem katom prostym ; więc summa A +-B, jako połowa summy 
czterech kątow prostych, równa się dwom katom prostym. Zatem, 
linie AB i CD są równoległe (21, wz.). 

Dowiedzie się podobnie że АВ i GD są równoległe. Więc, etc. 


TWIERDZENIE XXIX. А 


Czworobok wypukły, mający dwa boki równoległe i równe, jest 
równoległobokiem. 


dc przekątnę BD. Dwa trójkąty ABD, CBD, mające 
c bok BD spólny, bok AB = Ср z zało- 

żenia, і kąty zawarte ABD, BDC równe 

jako naprzemianległe wewnętrzne 
в względem równoległych AB, GD, są 
równe; więc katy naprzemianległe wewnętrzne ADB i CBD 
są równe; a zatem boki AD, BC są równoległe. Więc czworobok 
ABCD, mający wszystkie boki przeciwne równoległe jest równo- 
ległobokiem. 


А 5 


TWIERDZENIE ХХХ. 


Przekatnerównołegłoboku przecinają się na dwie równe części. 
| NAWZAJEM. 


—>* Dwa trójkąty АВО, CDO, mające 

bok AB = CD, i dwa kąty przyległe 
/ ВАО = DCO, ABO—= CDO, są równe ; 
в więc bok ОА = 0С і ОВ =0р. 
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NAWZAJEM. Czworobok którego przekatne przecinają się zobopół- 
nie na dwie części równe jest równoległobokiem. 


Bo, dwa trójkąty АОВ, COD, mające katy O równe, zawarte 
między bokami równemi każdy każdemu, są równe ; zatem 
dwa boki przeciwległe AB i CD są równe i równoległe. Więc 
czworobok ABCD jest równoległobokiem. 


OKREŚLENIE ХХ, — Punkt przecięcia O przekątnych równoległo- 
boku nazywa się środkiem figury, dlatego że: dzieli na dwie 
równe części wszelką prostę HK, która przezeń przechodzi. Ja- 
koż, dwa trójkąty AOH, СОК są równe (9); więc OH = OK. 

WNIOSEK l. — Z równości trójkątów АОН, COK wynika że 
AH = CK; przeto, jeśli punkt H jest środkiem boku AB, punkt K 
będzie środkiem boku CD. 


Więc linie łączące środki boków przeciwległych równoległoboku 
przecinają się w jego środku. 


UwaGA. -- Wszelka prosta HK, przechodząca przez środek O równole- 
głoboku, dzieli go na dwa czworokaty równe AHKD, BHKC. Co łatwo 
widzieć, dając tylko pół obrotu jednemu z czworokatów około środka O, 

WNIOSEK П. — W prostokącie przekatne sa równe. 

{анши Jakoż, dwa trójkąty АВС, ABD, mające 


| bok АВ spólny, bok ВС = AD i kąty mię- 
Б дө) Т dzy niemi zawarte równe jako proste, są 


в równe. Więc przekątna AC = BD. 


TWIERDZENIE XXXI. 


W ukośniku przekątne przecinają się pod kątem prostym, i sa 
dwójsiecznemi kątów przeciwległych. 1 NAWZAJEM. 


mA c Jakoż, w trójkatach równoramiennych АСВ, ACD, 
przekątna BD ukośnika, przechodząc przez środek 
5 podstawy AC i przez wierzchołki B i D, jest pros- 
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topadła do AC, i dwójsieczną katów B i D (16 uw). Dla podobnej 
przyczyny, przekątna AC jest prostopadłą do przekatnej BD 
i dwójsieczną katów A i С. К 


NAWZAJEM, czwornbok, którego obie przekątne sa dwójsiecznemi 
katów przeciwległych jest ukośnikiem. 


Bo, dwa trójkąty ABC, ACD, mające bok AC spólny, przyległy 
katom równym, САВ = CAD, i ACB = ACD, sa równe ; więc bok 
AB = AD, i bok ВС = Ср. 

Tak samo, równość trójkatów BDA, BDC daje bok AB = BC 
i AD= CD, Więc czworobok ABCD, mający wszystkie boki ró- 
wne. jest ukośnikiem. 


WNIOSEK. — W kwadracie, przekątne są równe i prostopadłe do 
siebie, i są dwójsiecznemi katów przeciwległych. 

NAWZAJEM, czworobok jest kwadratem gdy jego przekątne 
są równe i są dwójsiecznemi katów przeciwległych. 


TWIERDZENIE XXXII. 


W trójkącie ABC prosta DE, która łączy środki dwóch boków, 
jest równoległa do trzeciego i równa jego połowie. 


Przedłużmy DE długością EF równą DE, 
i połączmy CF. Dwa trójkąty CEF, ADE, 
mające bok CE równy AE z założenia, 
bok EF równy, DE z wykreślenia, i kąty równe 
przy Е, są równe. Więc bok СЕ jest równy 
bokowi AD, atemsamem bokowi BD; i kąt F jest równy kąto- 
wi ADE. Ztąd wynika że czworokąt BCFD, mający dwa boki prze- 
ciwległe BD, CF równe i równoległe, jest równoległobokiem ; 
zatem boki DF і BC są równoległe i równe. Więc prosta DE, 
jako połowa boku DF, jest równoległa 00 boku BC i równa 
jego połowie. 


Wniosek. — W trójkącie, równoległa do podstawy, popro- 
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wadzona przez środek jednego z boków przyległych, przechodzi 
przez środęk drugiego. 


TWIERDZENIE XXXIII. 


W. trapezie ABCD, 1° prosta EF, łacząca środki boków nie- 
równoległych AD, BC, jest równoległa do podstaw AB, CD, i równa 
połowie ich summy. 2 Prosta GH, łaczącu środki przekątnych 
АС, BD, jest równoległa do podstaw i równa połowie ich różnicy. 


"TE С Jakoż, prosta EG, przechodząca przez 
| з [© w le środki dwóch boków trójkąta AGD, jest 
\ równoległa do trzeciego boku CD; więc, 
Aal IK Miina mocy poprzedzającego twierdzenia, ta 
równoległa EG przechodzi przez środek H przekątnej BD, przez 
środek F boku BC, i przez środek G przekątnej AC. 
Uważajmy teraz że: w trójkącie ABD, EH =; AB; 
a w trójkącie BCD, ЕН =$ QD. 
Zatem, summa ЕП + НЕ =£ AB+ $ Ср, 
_AB+-CD 
2 
Więc w trapezie, prosta EF, łącząca środki boków nierównole 
głych, jest równoległa do podstaw i równa połowie ich summy. 


albo EF 


Uważajmy nakoniec że, w trójkącie AGD, Ес == { Ср ; 
zatem, różnica ЕН — EG = $ AB — CD. 
AB—CD 


alb GH ——— 
ро 1 7 


Więc w trapezie, linia GH, łącząca środki przekątnych, jest 
równoległa do podstaw i równa połowie ich różnicy. 


Wniosek. — Linia EF, przechodzi przez środek wszelkiej 
prostej KL zawartej między podstawami trapezu, i przeto jest 
miejscem geometrycznem punktów równo oddalonych od tych podstaw. 


UwAGA, — Nie trudno dowieśdź dwóch następujących wzajemnie. 
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Czworokąt, w którym linia łącząca środki: dwóch boków przeciwwle- 
głych, równa się połowie summy albo polowie różnicy dwóch inmych 
boków, jest trapezem. 


RÓWNOŚĆ WIELOKĄTÓW JAKICHKOLWIEK 


TWIERDZENIE XXXTV. 


Dwa wielokąty n boków są równe, ydy maja n— 2 boki po sobie 
idące równe i PRZYLEGŁE n — 1 katom równym, każdy każdemu. 


E D R р Niech będa dwa wielokaty ABCDEF, 
N/N ABODEF w których, wyjąwszy dwa 
К ед бов, A'B',i BC, B'C',i kąt B, В, 
x TS к. E między niemi zawarty, wszelkie iinne 
N 7+ ne. boki i katy są odpowiednio równe.. 
Е Ф „24 4 Dowodzi się równości tych wieloką- 
де 17 а AA àg tów przez przystawanie, jako w twier- 
5 б dzeniu ІХ. 


UWAGA. — Powyższe twierdzenie pokazuje że 2n —3 warunki oddziielne 
są dostateczne dla równości wielokątów które mają n boków. 


TWIERDZENIE XXXV. 


Dwa wielokąty n boków sa równe, gdy mają п — 1 boków rý- 
wnych ZAWIERAJĄCYCH n —2 kątów równych, każdy każdemu. 


Dowodzenie przez przystawanie. 


UWAGA. — Powyższe twierdzenie może się jeszcze tak wysłowić : Dwa 
wielokąty nto boczne są równe, gdy mają, PRÓCZ BOKU I DWÓCH KĄTÓW 
PRZYLEGŁYCH, wszystkie inne boki i kąty równe, każdy każdemu. 

To czyni л — 3 warunków oddzielnych, które ва dostateczne dla rówmości 
tych wielokątów. 
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TWIERDZENIE XXXVI. 


Dwa wielokaty RÓWNOBOCZNE między sobą są równe, gdy mają, 
PRÓCZ TRZECH KĄTÓW, wszystkie inne odpowiednio równe, 


2 PM Niech реда dwa wielokąty 
A po „AA z ЗУУ ABCDEFG i A'B'C'D'E'F'G' 
AE cA| | ję mające wszystkie boki równe, 
N A NZ К każdy każdemu, i, prócz trzech 
„ФА. kątów odpowiednych А i A’, 
g є AK пір", Еі F', wszystkie inne 
pa G ; , 
> , Ds ; katy odpowiednio równe. Po- 
BET a NSZ 7 łączmy wierzchołki katów A, 
емы. [зы М л, D, Е, і A',D', Е, które nie są 
T| тв 
+ % ы т дапе. 


Dwa wielokąty ABCD, A'B'C'D' są równe, bo mają, prócz bo- 
ków AD, A'D', i dwóch katów przyległych, wszystkie inne boki 
i kąty odpowiednio równe (35). Więc bok AD = A'D'. Tak samo 
są równe wielokąty DEF i D'E'F', FGA i FG'A'; więc boki 
DF =D'F' i AF =A'F'. Zatem dwa trójkąty ADF, A'D'F', ró- 
wnoboczne między sobą, są równe : jeśli przeto położymy wie- 
lokąt ABCDEFG na wielokącie A'B'C'D'E'F'G' tak żeby te trój- 
kąty przystawały, dwa wielokąty przystaną oczywiście do siebie ; 
więc są równe, 


UwAGA. — Widzimy tu jeszcze że л boków i n — 3 kątów, przyzwoicie 
dobranych, stanowią 2n — 3 warunków dostatecznych dla równości dwóch 
wielokątów nto bocznych. 


UWAGA OGÓLNA O RÓWNOŚCI WIELOKATÓW. — Wyobraźmy jaki- 
kolwiek wielokąt mający n boków. Aby wyznaczyć z położenia 
trzy jego wierzchołki którekolwiek А, В, С, trzeba znać trójkąt 
АВС; co wymaga trzech warunków (9, 10, 11). Położenie każ- 
dego z n — 3 wierzchołków pozostałych wyznaczy się za po- 
mocą trójkątów które mają za bok jeden z boków pierwszego 
trójkąta ; zatem będzie wymagało dwóch tylko warunków : co 
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wszystko razem czyni 2(n— 3) warunków. Więc liczba wa- 
runków koniecznych, do wyznaczenia wielokąta mającego n bo- 
ków, jest 3 + 2 (п — 3), czyli 2n — 3 wielkości równych (jako 
boki, katy, etc. ); a nadto trzeba jeszcze znać porządek układu 
tych wielkości. Dodajemy że 2n — 3 warunki konieczne są dos- 
tateczne, jako pokazują poprzedzające twierdzenia równości wie- 
lokątów ; byle tylko dane wielkości były oddzielnie różne. 
(n katów wielokąta liczą się jeno za n—1 wielkości oddziel-- 
nych) (26 wn.). A samo z siebie widoczne że te wielkości nie 
mogą być dane dowolnie. 


Łatwo teraz pojmujemy że, jeśli gatunek wielokątów jest da- 
ny, liczba warunków koniecznych do ich wyznaczenia, a tem- 
samem do równości, zmniejsza się w miarę ścieśnienia określe- 
nia. I tak: 

Równość dwóch czworokatów wymaga ogólnie pięciu warun- 
ków : a równość dwóch trapezów wymaga tylko czterech; ró- 
wność dwóch równoległoboków, trzech; równość dwóch prosto- 
kątów, albo dwóch ukośników, dwóch tylko ; nakoniec równość 
dwóch kwadratów, jednego. Zatem, 


TWIERDZENIE. — Dwa trapezy sa równe, gdy таја CZTERY BOKI 
RÓWNE, każdy każdemu. 


Aby dowieśdź tego twierdzenia poprowadź, przez skrajność mniejszej 
podstawy trapezu, równoległe do boku nierównoległego ; tym sposobem 
utworzą się w tych trapezach dwa trójkaty odpowiedne, które przystana do 
siebie, a z шеті dwa trapezy przystaną także. 


TWIERDZENIE. — Dwa równoległoboki są równe, gdy mają KAT 
RÓWNY ZAWARTY MIEDZY DWOMA BOKAMI RÓWNEMI, każdy każ- 
demu. 


TWIERDZENIE. — Dwa prostokąty są równe, gdy те DWA BOKI 
PRZYLEGŁE RÓWNE, każdy każdemu. 


TWIERDZENIE. — Dwa ukośniki sa równe, gdy maja bok równy 
t kat równy, każdy każdemu. 
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TWIERDZENIE. — Dwa kwadraty, a ogólnie dwa wielokaty fo- 
remne tej samej liczby boków, sa równe gdy maja BOK RÓWNY. 


Zaledwie nadmienić należy że twierdzenia o równości wielo- 
katów, wyżej wyłuszczone, nie są jedyne; i można oczywiście 
mieć inne, zastępując boki lub kąty przekątnemi, dwójsiecz- 
nemi, albo innemi wielkościami, byle przyzwoicie dobranemi. 
I tak, naprzykład : 

Dwa wielokąty tej samej liczby boków sa równe, gdy maja bok 
równy, i wszystkie przekątne, łączące obie skrajności tego boku 
z wierzchołkami, równe każda każdej i w tym samym porzadku 
ułożone. Р 

Dwa równoległoboki sa równe, gdy таја przekątnę i obie wyso- 
kości równe, każda każdej ; etc. 


Jako ćwiczenie dajemy dowodzenie czterech następujacych 
twierdzeń : 


TWIERDZENIE 1, — Prostopadłe wyprowadzone ze środków boków trój- 
kąta schodzą się w jednym punkcie, 


A Niech będą D, E, F środki boków trójkąta 

ZN ABC. Dwie prostopadłe DO, EO spotykają się 

р FA E w punkcie O, równo oddalonym od trzech 

/ NIE № wierzchołków А, В, С (8, 102.) ; więc punkt O 

> \ leży na prostopadłej wyprowadzonej ze środ- 
Bóg —— д ka boku AB. Więc, etc. 


UwaGA. — Według jak trójkąt jest prostokątny, ostrokątny albo roz- 
wartokątny, prostopadłe wyprowadzone ze środków boków spotykają się 
we środku przeciwprostokątnej, wewnątrz trójkąta, albo zewnątrz. Ztąd 
wynika że : na płasczyznie danego trójkąta, można zawsze znaleźć 
punkt, ale tylko jeden, równo oddalony od trzech jego wierzchołków. 


TWIERDZENIE LI, -— Trzy wysokości trójkąta spotykają się w jednym 
punkcie, 


Przez wierzchołki trójkąta ABC poprowadźmy, równolegle do jego boków, 
proste LM, MN, LN które utworzą trójkąt LMN. 
Czworoboki BCAN i BCMA są równoległobokami z wykreślenia, i dają 
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u ра vino AN = ВС = AM. Więc wysokość AD 
\ K K jest prostopadłą wyprowadzoną ze środka 
\ Paj pe. SEA boku MN. Tak samo, wysokości BE, CF 
rai ek W są prostopadłemi wyprowadzonemi ze 
ki środków boków LN, LM. Więc, na mocy 
NFZ poprzedzającego twierdzenia, te trzy pros- 

| Pd 


topadłe schodzą się w jednym punkcie H, 


| TWIERDZENIE III.— Dwójsteczne 
\ эс» е Д kątów trójkąta schodzą się w je- 
~ dnym punkcie. 


Wtrójkacie ABC, dwójsieczne AD, 
BE katów wewnętrznych A, B spo- 
tykają się oczywiście wewnątrz trój- 
kata, w punkcie O, równo oddalo- 
nym od trzech boków (15); więc 
punkt O leży na dwójsiecznej kąta С, 
Więc, etc. 


UWAGA. — Jeśli, przez trzy wierzchołki trójkąta АВС, poprowadzimy 
prostopadłe EF, DF, DE do dwójsiecznych AD, BE, CF; te prostopadłe 
będą dwójsiecznemi katów zewnętrznych trókata, i spotkają się we TRZECH 
punktach F, Е, D równo oddalonych od boków trójkąta. Ztąd wynika że: 


Mając dane trzy proste tworzące trójkąt, można zawsze, na ich płas= 
czyznie, znaleźć GZTERY punkta równo od nich oddalone. Jeden z tych 
punktów jest wewnątrz trójkąta, a trzy inne zewnątrz. 


TWIERDZENIE IV. — Trzy ośródkowe trójkąta spotykają się w jednym 
punkcie. 


Niech będą D, E, F środki boków trójkąta АВС. Ośródkowe BE, CF spo- 
4 tykają się w, punkcie б. W trójkącie ABC linia ЕР, 

7 łącząca środki dwóch boków, jest równoległa do trze- 

ah | ciego ВС i równa jego połowie (52). Tak samo w tiójką- 
fe cie BCG, linia HI, łącząca środki boków BG i CG, jest 
równoległa do boku ВС i równa jego połowie. Więc 

czworobok EFHI, mający dwa boki równoległe równe, 
jest równoległobokiem, i punkt G jest środkiem prze- 
kątnej HE, Zatem EG = GH = BH, To pokazuje że jedna ośródkowa CF, 
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spotyka drugą BE w punkcie G, który leży na jednej trzeciej długości BE 
licząc od spodka E. Więc ośródkowa AD przechodzi także przez punkt G, 
i te trzy ośródkowe przecinają się w jednym punkcie. 


ZAGADNIENIA KSIĘGI PIERWSZEJ. 


ZAGADNIENIE I. 


Za pomocą węgielnicy, poprowadzić przez punkt С równolegtę do 
danej prostej AB. 


Przystawmy przeciwprostokąt- 
пе MN węgielnicy do danej pros- 
tej AB; a przyłożywszy do boku 
mniejszego MP liniał niezmienny, 
posuwajmy po nim węgielnicę aż 
dotknie punktu С. Wtedy, pros- 
ta CD, nakreślona wedle prze- 
ciwprostokątnej M'N', będzie ró- 


wnoległą do danej AB. 


UwaGa. — Aby sprawdzić dokładność /intału, kreśli się li- 


od jednej skrajności do drugiej. Potem, przewraca się liniał, jako 
pokazuje figura, i znowu, posuwając ołówek wzdłuż tego samego 
brzegu, kreśli się linię AC'B. Jeśli dwie linie АСВ і AC'B schodzą 
się w jedną, liniał jest dokładny ; jeśli nie, liniał jest fałszywy. 


Węgielnica służy zwykle do kreślenia linij równoległych, ja- 
kośmy pokazali; można jej użyć do kreślenia linij prostopadłych, 
zapewniając się naprzód o jej dokładności. 

Aby wyprobować węgielnicę, trzeba nakreślić wedle niej Ка! 
prosty, przedłużyć jedno ramie i sprawdzić, za pomocą tej wę- 
gielnicy, czy tak utworzone dwa kąty spełniające są równe. 
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ZAGADNIENIE Ш. 


Podzielić linię prosta AB na daną liczbę równych części. 


Przypuśćmy że trzeba podzielić prostę AB na pięć równych 
części. Przez skrajność A, poprowadźmy jakąkolwiek prostę AS ; 
i, zaczynając od punktu С, ponieśmy na nią pięć razy dowolną 
S długość АС, w punktach D, Е, Е, G, Н. 

Przez ostatni punkt H i skrajność B, po- 


GĄ prowadźmy prostę HBI ; weźmy ВГ ВН, 

„А, | і \połaczmy FI. Odcinek BK będzie piątą 
DZ \ \ | częścią danej prostej AB. 

А „A E \\ Ja dowodzenie tego, pałaczmy BG 


у i przez punkta С, D, Е poprowadźmy ró- 
Gl wnoległe CN, DM, EL do BG. W trój- 
kącie|FIH prosta BG, łącząca środki dwóch 
( boków, jest równoległa do boku FI. Za- 
tem, w trapezie BGEL, równoległa FK 
do podstaw, przechodząca przez środek boku EG, dzieli bok BL 
na dwie równe części, to jest BK = KL. Dowiedzie się podobnie 
że KL=LM, LM = MN; a nakóniec w trójkącie ADM, MN = AN. 
Więc ВК = { AB. Zatem, przenosząc BK cztery razy na KA, po- 
dzielimy prostę AB na pięć rówhych części. 


ZAGADNIENIE Ш. 


Mając dane dwa punkta A i B zewnątrz linii prostej XY, znaleść 
na tej linii punkt O takt żeby taty AOX, BOY byty równe. 

1°A i Bz jednej strony linii XY. Z punktu A spuśćmy 
na XY prostopadłę AH, i przedłużmy 


TSR za ja ilością НА’ równą АН; po czem 
R ADB) Ж) \ у poprowațżmy prostę BA' która prze- 

957 ai tnie XY w punkcie O szukanym. 

kie" Jakoż, połączmy AO. Trójkąt AOA' 


jest równoramienny (7); zatem, kąty НОА’, HOA są równe. 
A że kat HOA’ = BOY, więc katy AOX, BOY są równe. 
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Gdyby dano zągadnienie: Przejść z punktu A do B najkrótszą 


droga dotykajaca linii prostej XY ; 

rozwiązanie byłęby to samo. 

Aby tego т trzeba okazać że, biorąc punkt P jakikol- 
wiek na XY, summą АО +- OB jest mniejsza od AP + PB. Owoż, 
pochyła AP=PA' i АО = OA'; zatem AP + PB = PA' + BP, 
a zaś ЛО + ОВ = BA’) A że linia prosta ВА’ jest mniejsza od ła- 
manej ВР +PA', więę droga AQ+- ОВ, krótsza od wszelkiej 
innej AP -+ PB, jest en. p możebna z punktu A do B, doty- 
kająca linii prostej XY. 


2° Jeśli dane punkta, jako B i A', leżą z obydwóch stron 
linii XY, wtedy linia prosta BOA' rozwiązuje oba zagadnienia. 


WNIOSEK. — 2 tego co poprzedza wynika oczywiście następujące 
twierdzenie. 

Ze wszysthich trójkątów mających spólną podstawę AB, i wierz- 
chołek na linii prostej XY, trójkąt obwodu minimum jest ten w któ 
rym boki przy wierzchołku tworzą kąty równe z linią XY. 


UwAGA.— Z punktu O, wypro айту prostopadłę ON do ХҮ; 
katy NOA, NOB, oczywiście rówħe, nazywają się w Fizyce, jeden 
katem wpadnięcia a drugi katem odbicia. 

Otoż, ciało sprężyste które, idaę w kierunku AO, uderza linię 
XY, odbija się od niej w kierunku;OB, tak że kąt odbicia NOB 
równa się katowi wpadnięcia AON. 


To się stosuje do głosu, ciepła i światła. 


ZAGADNIENIE DV. 


Mając dane dwa punkta A i B, zewnątrz linii prostej XY, zna- 
leźć na tej linii punkt О taki żeby różnica dróg AO i OBbyła naj- 
większa możebna. 


1° Jeśli dane punkta A i Bleżą z obydwóch stron prostej ХҮ; 
z punktu A spuśćmy prostopadłę AK na ХҮ; przedłużmy ją 
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А, а ilością KA' równą AK, і poprowadźmy 
prostę +A'B która przetnie linię ХҮ 
а «ы Ү w punkcie О. Powiedam że różnica 
АО — BO jest szukaną. 


„pó 
Jakoż, weźmy jakikolwiek punktp na XY ; będzie 
AP—BP=PA' —PB, ajzaś АО — ВО = BA". 
Owoż, w trójkącie BPA', bok, BA' > РА'— 


więc różnica АО — BO, większa od wszelkiej innej AP — BP, jest 
największa możebna. 


2° Jeśli dane punkta, jako A i B' leżą z jednej strony linii XY, 
wtedy linia prosta АВ'О rozwiązuje zagadnienie; albowiem 
różnica dróg AO — B'O = АВ’, a zaś AP — B'P CAB". 


| 
ZAGADNIENIE |V. 


Przez punkt A,dany w kącie ВСР, poprowadzić linię prostą EF, 
tok żeby jej odcinki AE, AF, zawarte między tym punktem i ramio- 


nami kata, były równe. | 


4 Przez punkt A poprowadź prostę Аб rowno- 


legła do GD; weź GE EG, i przez punkta E, A 

pociągnij prostę КАЕ która będzie szukaną. Bo, 
w trójkącie ЕСЕ, ан AG równoległa do СЕ, 
przechodzi przez środek boku CE, więc dzieli 
0 6 E. B bok EF na dwie równe części. 


} 
| 


TWIERDZENIA DO DOWODZENIA. 


4. Zewnątrz linii prostej AB wzięto 

punkt С tak żeby było АС = AB. 
Dowieśdź że, biorąc trzy punkta D, D’, D” 
na linii AB, będzie 1° DC > DB, 
2* a> DB, 3° D'C <D'B. 
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2. Linia wielokątna wypukła jest mniejsza od wszelkiej linii która ją ze 
wszech stron otacza. 


З. Summa linij które łączą wierzchołki trójkąta z punktem wewnętrz- 
nym, jest mniejsza od obwodu, a większa od jego połowy, 

l. W czworoboku wypukłym, obwód jest większy od summy przekąt- 
nych, a mniejszy od tejże sammy podwójnej. 

5. Dwójsieczne katów wierzchołk em przeciwległych, sa w linii prostej. 


6. Jeśli, w trójkącie prostokgtnym| sa z boków jest połową przeciw- 
prostokątnej, wtedy kat przeciwległy | temu bokowi jest połową drugiego 
kata ostrego. 4 


I nawzajem, jeśli, w охо, jeden kat ostry jest połowa 
drugiego, wtedy bok przeciwległy pierwszemu jest połową przeciwprosto- 
katnej. ; 

7. W trójkącie równoramicanym, samia prostopadłych, spuszczonych 
z punktu podstawy na dwa inne boki, jest ilością stałą. 

UWAGA. — Jeśli punkt jest wzięty na przedłużeniu podstawy, wiedy ró- 
żnica prostopadłych jest tą samą ilością stałą. 

Ztąd wynika że podstawa trójkąta równoratpiennego jest miejscem geome- 
tycznem punktów, których summa algebryczna odległości, od dwóch ra- 
mion kata przy wierzchołku, równa się, prostopadłej spuszczonej ze skraj- 
ności podstawy na ramie przeciwległe. i 


8. W trójkącie równobocznym, summa trzech prostopadłych spuszczo- 
"nych z punktu wewnętrznego na boki, równa się wysokości trójkąta. 
UWAGA. — Jeśli punkt jest zewnątrz trójkata, 
algebryczną tych prostopadłych, to jest : uważać j 
jako odjemne. 


edy trzeba brać summę 
e jako dodatne a inne 


9. Linie łączące środki boków cworokąta jakiegokolwiek tworzą równole- 
głobok, którego przekątne spotykają się we środku wr łączącej środki 
przekątnych tego czworokąta. 


10. W wielokącie mającym n boków liczba wszystlich przekątnych wyraża 
się formułą z 28 

41, Dowieśdź że można układać posadzkę: 1° z trójkątów równobo- 
cznych. — 297 kwadratów. — 3" Z sześciokątów foremnych. — Pokazać 
że nie można z innych figur foremnych, branych oddzielnie, ułożyć po- 
sadzki. * 
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12. Dowieśdź że można ułożyć posadzkę, biorąc : 4° Trójkąty równobo- 
czne z kwadratami, albo z sześciokątami foremnemi, albo jeszcze z dwuna- 
stokątami foremnemi. — 2° Kwadraty z ośmiokatami foremnemi. — 3° Pię 
ciokąty foremne z kwadratami ukośnemi których kąt ostry jest 5 kata pro- 
stego. — 4? Ріесіокаіу i dziesięciokaty foremne. 5° — Sześciokąty foremne 
z kwadratami ukośnemi których kąt ostry jest з kąta prostego. — 6° Trój- 
katy, kwadraty i sześciokąty foremne, wszystkie trzy razem. 


43. Jeśli cztery proste ОА, OB, OC, OD, z jednego wychodzące punktu, 
tworzą katy takie że pierwszy równa się trzeciemu adrugi czwartemu ; te 
kąty sa wierzchołkiem przeciwległe. 


14. W trójkącie prostokątnym ABC, w którym kąt ostry В jest połową 
ostrego С, ze środka przeciwprostokątnej wyprowadzono prosiopadłę aż do 
spotkania Е z bokiem AC przedłużonym. Dowieśdź że ЛЕ = АС. 

15. W każdym trójkącie АВС, dwójsieczna AD kąta A przeciwleglego 
podstawie, tworzy z wysokością AE kąt DAE, równy połowie różnicy ką- 
tów Bi С przy podstawie. 

16. W trójkącie prostokątnym ABC, ośródkowa AD  przeciwprosto- 
katnej BG i odpowiedająca wysokość AE tworzą kat DAE równy różnicy 
katów B i С. 

17. Ramiona dwóch katów jakichkolwiek ACB, AC’B przechodzą przez 
dwa punkta stałe А, B; poprowadzono dwójsieczne tych kątów, które się 

A 
spotykaja w punkcie О. Dowieśdź że kąt COC’ == 286 . 

18. W czworoboku wypukłym, 1° dwójsieczne dwóch kątów, przy- 
ległych jednemu bokowi, przecinają się pod кает równym połowie sum- 
my dwóch innych katów ; 2° dwójsieczne dwóch katów przeciwległych 
przecinają się pod katem równym połowie różnicy dwóch innych. 


19. W czworoboku ABCD, mającym kąt wklęsły С, poprowadzono dwój - 
sieczne BO, DO; dowieśdź że kąt BOD = 12.800, 


20. W czworoboku dwójsieczne katów utworzonych bokami przeciw- 
ległemi przecinają się pod kątem który się równa połowie sammy katów 
przeciwległych. f 

24. Dowieśdź że równoległoboki wpisane w równoległobok są z nim 
spółśrodkowe. 

22. Dowieśdź że można wpisać w prostokąt równoległoboki mające 
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boki równoległe do jego przekątnych, i że obwody tych równoległoboków 
są równe. 

28. Na bokach AB i AE, pięciokąta foremnego ABCDE, wykreślono 
pięciokąty foremne ABMNP, AILM'NP/. Dowieśdź że boki NP i NP! за 
w linii prostej. 

24. W trójkącie, boki równe mają ośródkowe równe, a bok mniejszy 
ma ośródkowę większą. I NAWZAJEM. 


25. W trójkącie, kat jest prosty, rozwarty albo ostry, według jak 
ośródkowa boku przeciwległego równa się jego połowie, jest od niej 
mniejsza albo większa. I NAWZAJEM. 


26. W trójkącie, ośró lkowa jednego boku jest mniejsza od połowy sum- 
my dwóch innych, a większa od połowy przewyżki tej sammy nad trzecim 
bokiem. 


27. W trójkącie, summa trzech ośródkowych jest mniejsza od obwodu 
a większa od jego połowy. 


28. Trójkąt jest równoramienny gdy ośródkowa jednego boku jest 
dwójsieczną kata przeciwległego. 

29. Na bilardzie prostokątnym, popchnięto bilę równolegle do prze- 
Капле], Dowieśdź że po dwóch odbiciach, ta bila będzie się toczyła równo- 
legle do tej samej przekątnej. 


30. Dowieśdź, że w czworoboku krzyżowym, różnica dwóch kątów, 
leżących z obydwóch stron punktu przecięcia, równa się różnicy dwóch 
innych, 


31. Wielokąt mający środek, ma parzystą liezbę boków ; i boki prze- 
ciwne są równe i równoległe. 


52. Jeśli na jednem ramieniu kata ABC wezmiemy długości BD i BE, 
a na drugiem długości odpowiednio równe BD’, ВЕ’, і nakreślimy proste 


DE’, ED’, te liniie przetną się па dwójsiecznej kąta. Z tąd sposób kreślenia 
dwójsiecznej kąta za pomocą samego liniała. 


33. W trójkącie ABC, przez wierzchołek A poprowadzono prosię AD 
która tworzy z ramieniem AB kąt BAD=C, i prostę AE która tworzy 
z ramieniem AC kąt CAE = B. Dowieśdź że trójkąt DAE jest równora- 
mienny, 


34. Jesli przez punkt podstawy trójkąta równoramiennego poprowadzi 
się równoległe do dwóch boków, to one utworzą z temi bokami równole- 
globok majacy obwód stały. 
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Wysłowić twierdzenie tak żeby obejmowało przypadek w którym punki 
leży na kierunku podstawy ale zewnątrz. 

35. Między trójkątami równej podstawy i równej wysokości, trójkąt 
równoramienny ma najmniejszy obwód. 

36. W trójkącie ABC, wzięto na ramienia AB kąta A dlugość AB 
równą bokowi АС, а na ramieniu AC długość AC’ równą bokowi AB, i po- 
prowadzono prostę B/C! która przecina bok BG w punkcie р ^ Dowieśdź że 
AD jest dwójsieczną kąta A. 

97. W trójkącie АВС, 1% Przez punkt przecięcia K dwójsiecznej 
kala A i dwójsiecznych kątów В, С albo ich spełnień, poprowadzono równo- 
ległę DE do boku BG; dowieśdź że DE równa się summie odcinków BD 
i GE. 2? Przez punkt przecięcia K’ dwójsiecznej spełnienia kata А i dwój- 
siecznych katów B, С albo ich spełnień, poprowadzono równoległę D'E’ do 
boku BC, która przecina ramiona АВ і AG kąta A albo ich przedłużenia 
w punktach D’, E’ ; dowieśdź że D'E’ równa się różnicy odcinków рв’ 
i. CE’. 

38. W trapezie prostokątnym ABCD, połączono wierzchołki А, В katów 
prostych ze środkiem Е boku przeciwleglego GD. Dowieśdź że trójkąt ABE 
jest równoramienny. 

39. Sa dane dwie równoległe: z punktu A jednej spuszczona 
pochylę AB i prostopadłę AG na drugą. Wiedząc że sieczna BED spotyka 
AG w punkcie E tak że ED == 2AB, dowieśdź że kąt DBC jest jedną trzecią 
kąta АВС, 

до. Jeśli z punktu A spuścimy, na linię prostą jakąkolwiek, prostopadłę 
ABi pochyłe AG, AD, AE z jednej strony tej prostopadłej, tak żeby 
kat ВАС = CAD = DAE; wtedy ВС < CD < DE. 

11. W trójkącie ABC poprowadzono dwójsieczne AO, BO, GO trzech 
katów ; przedłużono BO aż do spotkania w punkcie D z bokiem АС, i 
spuszczono prostopadłę ОЕ na AG. Dowieśdź że katy AOE i COD są równe. 

до. W równoległoboku ABCD punkta Ё i F ва środkami boków prze- 
ciwieglych AB i GD. Dowieśdź że BE i DE dzielą przekątnę АС na trzy 
równe części, 

лз. Dwójsieczna kątów mających ramiona równolegle albo prosto- 
padłe, każde do każdego, są także równoległe albo prostopadłe jeśli te 
kąty są równe; a zaś odwrotnie, jesli są spełniające. 


дд. Dowieśdź że w Wapezie równoramiennym (który ma boki nieró- 
wnolegie równe) kąty przeciwległe są spełniające: 
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до. Dwójsieczne katów czworoboku wypuklego tworzą czworobo 
majacy katy przeciwległe spełniające. Jeśli pierwszy czworobok jest równo- 
ległobokiem wtedy drugi jest prostokątem, którego przekątne są równoległe 
do boków pierwszego i równe ich różnicy. A jeśli pierwszy czworobok jest 

prostokątem, to drugi jest kwadratem. 


46. Przez wzy dane punkta poprowadzić trzy równoległe, tak żeby ich 
odległości wzajemne miały się jako liczby 4, 2, 3. 


47. Znając położenie dwóch równoległych, poprowadzić, przez punkt 
dany na ich płasczyznie, siecznę tak żeby jej odcinek, zawarty między 
temi równologłemi, miał długość żądaną. 


48. Majac dane dwie równolegle i punkt na ich płasczyznie, po- 
prowadzić przez ten punkt siecznę tak żeby summa albo różnica jej od- 
cinków zawartych między punktem i każdą z równoległych, była równa 
dane jlinii. 

49. W kąt dany wpisać linię prostą długości danej i równoległa do linii 
danej. 

50. Mając dane dwie linie równoległe AB, CD i punkt O, poprowadzić 
przez ten punkt siecznę OMN, tak żeby summa albo różnica odcinków 
OM, ON równała się linii danej. 


51. Dwa punkta A i B są dane w kącie COD. Przejść z punktu A do B 
najkrótszą drogą, dotykając obydwóch ramion kąta. 


52, Dwa punkta A i В leżą w trójkącie CDE. Przejść z A do B najkrótszą 
droga dotykając trzech boków trójkąta. 


53. Na bilardzie prostokątnym stoją dwie bile A i B. Jak trzeba uderzyć 
bilę A żeby, dotknąwszy czterech boków bilardu, spotkała bilę В? 


54. Mając dany punkt D na ramieniu BA kąta ABC, znaleźć па tem 
ramieniu, drugi punkt E taki żeby jego odległości od punktu D i od dru- 
giego ramienia BC były równe. 

55. Mając dany kąt A, z punktu D, wziętego na jednem ramieniu, spusz- 
czono prostopadłę ВС na drugie АС; potem ze spodka С prostopadię GD na 
АВ; i tak dalej. Znaleźć linię równą summie tych prostopadłych. 

56, W trójkącie ABC, poprowadzić równoleglę DE do danej prostej 
MN, tak żeby część wpisana РЕ tej równoległej równała się summie odcin- 
ków BD-- CE. > 

57. Mając dane dwa punkta M, N z jednej strony linii prostej AB : zna- 
leźć na tej linii punkt О taki żeby kąt MOA był połową kaia ХОВ, 
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58. Wykreślić czworokąt, znając jego cztery bokii kąt dwóch boków 
przeciwległych. 

59. Wykreślić pięciokat, mając dane środki jego boków. 

60. Znaleźć najmniejszy wielownik dwóch linij prostych. 

Dowieśdź że dwie proste niespółmierne nie mają najmniejszego wie- 
lownika. 

61. Dwa punkta А і Bsą dane z obydwóch stron dwóch prostych ró- 
wnoległych. Przejść z punktu A do B najkrótszą drogą, i taką żeby część 
drogi, zawarta między temi równoległemi, miała kierunek dany. 

62. Dwa miasta A i B, przedzielone kilkoma rzekami, chcą zbudo- 
wać mosty i drogę przejścia. W jakich punktach trzeba stawiać mosty, aby 
mieć drogę najkrótszą możebną ? pamiętając że mosty muszą być prostopadłe 
do prądu rzeki. 
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KSIEGA DRUGA 
KOŁO I MIARA KATÓW. 


OKREŚLENIE 1. — OKRĄG jest to linia krzywa płaska i zamknięta, 
której wszystkie punkta за równo oddalone od punktu we- 
wnętrznego nazwanego środkiem. 

Kozo jest część płasczyzny ograniczona okręgiem. Ale często 
daje się imie koła nawet okręgowi. 


sa 


& A П. — Wszelka prosta OA, łącząca środek О 
( 0 z punktem A okręgu, nazywa się promieniem. 
e A N Wynika z określenia że wszystkie promienie 

SA jednego koła są równe. — Zatem, 


Dwa koła równego promienia przystają do siebie i sa równe. 


= Oznacza się koło zwykle jedną litera jego środka, albo dwiema 
literami promienia zaczynając od środka, i mówi się: koło O,albo 
koło ОА. 


П. — Część okręgu, jako AHB, nazywa się łukiem koła. Prc- 
sła AB łącząca skrajności łuku jest cięciwą. A zaś prosta GH, 
łącząca środek cięciwy ze środkiem łuku, nazywa się strzałą. 


UwaGA. — Każda cięciwa AB podpasuje dwa łuki AHB, ACB ; ale zwy. 
kle, przez łuk podpasany daną cięciwą trzeba rozumieć mniejszy z dwóch ; 
chyba że wyraźnie inaczej zastrzeżono, 


IV. — Wszelka cięciwa AOC przechodząca przez środek koła О 
nazywa się średnicą. Wszystkie średnice jednego koła są równe, 


jako złożone z o promien 


V. —('tęść koła АВНА, zawarta między łukiem i jego cię- 
ciwą, naz, "a się odcinkiem koła, 
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VI. — Część koła AOBH, zawarta między dwoma promieniami 
i łukiem, nazywa się wycinkiem. Łuk AHB jest podstawa wycinka. 


VII. — Wszelka prosta MS przecinająca kolo jest sieczną. 


к. ҮШ. — Słyczna koła jest linia prosta MT 
в Z УА majaca jeden tylko punkt M spólny z okrę. 
ге \ ла giem; ten punkt M nazywa się punktem 
\ RR zetknięcia. 

\ \ 5 

йз \ л Jeśli obrócimy siecznę МА około punktu М 
И» tak żeby drugi punkt przecięcia A zeszedł 
с się z pierwszym, wtedy, sieczna przejdzie 
przez położenia MA, MA',... i stanie się MT. Ta prosta MT 
nazywa się styczna. 

Zatem ogólnie, styczną do linii krzywej w danym punkcie jest 
ostatnie położenie jakie bierze steczna przechodząca przez ten punkt 
i przez punkt sąsiedni, gdy ten drugi, zbliżając się do pierwszego, 
z nim się schodzi. 

IX. — Dwa okręgi są sieczne gdy таја dwa punkta spólne. 

Dwa okręgi są styczne do siebie, gdy таја jeden tylko punkt 
spólny. 

A, ogólnie, dwie krzywe są styczne do siebie w danym punkcie, 
gdy mają spólną stycznę w tym punkcie. 


X. — Normalna do linii krzywej w danym punkcie jest pros- 
topadła do stycznej w tym punkcie, jako MD. 


XI. — Kat dwóch cięciw, mający wierzchołek na okręgu, na- 
zywa się wpisanym, jako DMS. 


XII. — Kąt, którego ramiona sa styczne do okręgu, nazywa 
się opłsanym, jako BCH. 


XII. — Wielokąt jest wpisany w koło gdy wa жш wierz- 
chołki na okręgu. 


Nawzaiem, koło jest wtedy opisane na wielokącie. 
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XIV. — Wielokąt jest opisany na kole gdy wszystkie jego boki 
są styczne do okręgu. 
Nawzajem, koło jest wtedy wpisane w wielokąt. а 


TWIERDZENIE 1 


Okrag jest linia wypukłą. 


To znaczy że linia prosta nie może spotykać okręgu w więcej 
niż dwóch punktach. Jakoż, gdyby jakakolwiek prosta spotykała 
okrąg we trzech punktach ; łącząc te punkta ze środkiem koła, 
możnaby z jednego punktu spuścić na jedną prostę trzy pochyłe 
równe; co niemożebne (I, 7, wn. 2). 


ŁUKI I CIĘCIWY. 


TWIERDZENIE II. 


Srednica jest największą cięciwą koła. 


Każda średnica dzieli koło i jego okrąg na dwie równe cześci. 


AG TR 8 4° Niech będzie cięciwa jakakolwiek AB. 
POS шд Poprowadźmy średnicę AC i promień OB. 
Ej бб ЈЕ W Irójkacie АОВ mamy: 


N 
\ M A0++0B > АВ; więc średnica АС > АВ. 


2° Połóżmy odcinek EFBA na odcinku EFC, tak” żeby miały 
spólną średnicę EF; łuk EABF przystanie do łuku FCE, bo ich 
punkta są równo oddalone od środka koła О. Więc średnica EF 
dzieli okrąg i koło na dwie równe części. 


TWIERDZENIE II. 


W jednem кош albo We dwóch kołach równych: 


47 Łuki równe są podpasane cięciwami równemi. 


2° Luk mniejszy jest podpasany cięciwą mniejsza. 
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I NAWZAJEM. (Byle oba łuki były mniejsze od półokręgu). 


1° Niech będzie koło О, w którem łuk АСВ 
jest równy łukowi ЕСЕ; powiedam że cięciwa 
AB jest równa cięciwie EF. Jakoż, jeśli na 
okręgu O', równym okręgowi О, weźmiemy 
łuk A'C'B' równy łukowi ACB; i położymy 
okrąg O na okręgu O', tak żeby środek О padł 
па 0' і punkt A padł па A'; łuk АСВ przy- 
stanie do swego równego A'C'B', i punkt В 
padnie na B'. Zatem cięciwa AB jest równa 
cięciwie A'B', Dowiedzie się podobnie że cię- 
ciwa EF jest równa cięciwie A'B'. Więc cię- 
ciwy ABi EF, równe każda cięciwie A'B', są 
równe między sobą. 


2° Jeśli w kole O łuk EGF jest mniejszy od łuku ABD, powie- 
dam że cięciwa EF jest mniejsza od cięciwy AD. Jakoż, na więk- 
szym łuku ABD weźmy łuk AB równy łukowi EF; cięciwy AB, 
EF będą równe (1°). Poprowadźmy promienie ОА, OB, OD. Dwa 
trójkąty АОВ, AOD mają bok ОА spólny, bok OB równy OD 
jako promienie jednego koła, a kąt zawarty АОВ mniejszy od 
kata AOD ; zatem bok AB jest mniejszy od AD (I, 11). Więc cię- 
ciwa EF jest mniejsza od cięciwy AB. 


NAWZAJEM, w jednem kole albo we dwóch kołach równych: 


1° Cięciwy równe podpasują łuki równe, 29 Cięciwa mniejsza 
podpasuje tuk mniejszy. 


Obie wzajemnice są przez się widoczne. 


UWAGA. — Powyższe twierdzenie, jakośmy zastrzegli, przypuszcza oba 
łuki mniejsze od półokręgu. Gdy przeciwnie, oba łuki są większe od pół- 
okręgu, wtedy twierdzenie w sensie odwrotnym jest prawdziwe, to jest: łuk 
mniejszy ma cięciwę większą ; i nawzajem, cięciwić mniejszej udpowiedla 


uk większy. 
~ 
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TWIERDZENIE IV. 


Średnica prostopadła do cięciwy dzieli tę cięciwę i oba jej łuki 
na dwie równe cześci. 


Niech będzie średnica DE prostopadła do cięciwy AB. Popro- 
wadźmy promienie OA, OB, i cięciwy DA, 
A DB. * 

Pochyłe ОА, OB, równe jako promienie 
pm A jednego koła, są równo oddalone od spodka 
BĘ dał z: JA С prostopadłej OC ; więc punkt C jest środ- 

R ~ 28 kiem cięciwy АВ. Ztąd wynika że cięciwy 
DA, DB, równo oddalone od spodka pros- 
topadłej, są równe ; więc łuki DA, DB, podpasane temi cięci: 
wami, są równe. 
Teraz, ponieważ półokręgi DAE, DBE są równe, i łuki DA, DB 
są równe ; ich różnice łuki AE, BE są także równe. 


— 


UwAGA.— Środek koła O, środek cięciwyC, środek Dłuku ADB, 
i środek E łuku AEB, leżą па jednej linii prostopadłej do cię- 
ciwy ; co czyni pięć oddzielnych warunków. Owoż, dwa warunki 
wyznaczają linię prostą; zatem, wszelka prosta, zadość czyniąca 
dwom z pięciu wymienionych warunków, uczyni temsamem za- 
dość trzem innym. Itak, linia łącząca środek cięciwy ze środkiem 
jednego łuku jest prostopadłą do cięciwy, przechodzi przez środek 
koła i przez środek drugiego łuku ; ete. 

Te pięć warunków, brane po dwa, dają dziesięć wysłowień ; 
przeto twierdzenie powyższe ma dziewięć wzajemnic. 


WNIOSEK. — Miejscem geometrycznem środków cięciw równole- 
głych jest średnica prostopadła do ich kierunku. 


я OKREŚLENIE XV. — Dwa punkta A 
| i B nazywają się symetrycznemi wzglę- 
XK————Y dem linii prostej XY, zwanej osią sy- 
Е; metryi, gdy ta oś jest prostopadła we 
| środku O linii AB która je łaczy. 
B 
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Dwie figury sa symetryczne wzglęnem osi, gdy każdy punki 
jednej figury ma swój symetryczny w drugiej. 
Zatem, na mocy powyższego twierdzenia ; 


KOŁO JEST FIGURĄ SYMETRYCZNĄ, ł każda średnica jest jego osa 


symetryt. 


TWIERDZENIE V. 


W kole, cięciwy równe są równo oddalone od jego środka, a cie- 
siwa większa leży bliżej tego środka, I NAWZAJEM. 


1° Niech będa w kole О dwie cięciwy równe AB, CD. Ich odle- 
KE głością od środka O są prostopadłe OH, OK. 

б ай N а А 
NA f ү Aby dowieśdź że te prostopadłe są rówre, 


\ \ . . . ЭП 
| 1:2) | poprowadźmy promienie ОА i ОС, Dwa tmj- 
= 1717 / kąty prostokątne AOH, СОК są równe; bo 

мк mają przeciwprostokątne ОА, ОС równe jako 


r promienie, i boki AH, CK równe jako połowy 
cięciw równych z założenia. Więc prostopadłe OH, OK sa 
równe. 


2° Niech będzie cięciwa CE większa od cięciwy АБ; powiedam 
że cięciwa CE jest bliżej środka О niż AB. Jakoż, na luku CDE, 
większym od łuku AB, weźmy łuk CD równy łukowi AB. Cię- 
ciwy CD i AB są równe ; zatem równo oddalone od środka О, 
Więc dość okazać żecięciwa CE jest bliżej środka O niż CD. 
Spuśćmy tedy prostopadłe ОТ, OK na te cięciwy. Ponieważ śro- 
dek K cięciwy CD i środek koła O leżą z obydwóch stron cięciwy 
CE, ta cięciwa przecina linię OK w punkcie N; zatem ON jest 
mniejsze od OK. A że prostopadła Ol jest mniejsza od pochyłej 
ON ; więc tem bardziej prostopadła 01 jest mniejsza od prosto 
padłej OK. Со dowodzi że cięciwa CE jest bliżej środka koła O, 
niż cięciwa AB. 


SK) + һ , 
NAWZAJEM, cieciwy równo oddalone od środka koła sa równe, a 
cięciwa mniej oddalona od tego środka jest wieksza, 
Со przez się widoczne. 
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UwAGA. — Najmniejsza z cięciw, przechodzących przez punkt A dany 
w kole, jest prostopadła DE do średnicy BAG w tym 
punkcie. 


/ Jakoż, przez punkt A poprowadźmy cięciwę FG 
| i spuścmy na nią prostopadłę ОН. Ponieważ prosto- 
m padła ОА do DE, jako pochyła względem ОП, jest 


od niej większa, cięciwa DE jest mniejsza od wszel- 
kiej innej FG ; więc tacięciwa jest najmniejsza mo- 
żebną w punkcie A koła. 


"STYCZNA I NORMALNA. 


'TWIEADZENIE VI. 


Prostopadla na skrajności promienia jest styczna do koła. 


| NAWZAJEM. 
w 


в Niech będzie prostopadła AQ na skrajności 

“© Еее promienia ОА ; połączmy jakikolwiek jej punkt 

| C ze środkiem koła О. Pochyła OC jest więk- 

ol- | sza od promienia ОА ; to dowodzi że punkt С 

Хе N y leży poza okręgiem. Więc prosta AC, mająca 

1 jeden tylko punkt A spólny z okręgiem, jest 
Í styczną do niego. 


Í 


NAWZAJEM, styczna do koła jest prostopadła do promienia 
w punkcie zetknięcia. 

Niech będzie AC styczna do koła w punkcie A. Ponieważ 
wszelki inny punkt C tej stycznej leży za kołem, promień 
zetknięcia ОА, jako najkrótsza droga ze środka koła О do 
stycznej AC, jest prostopadły do tej linii. 

WNIOSEK Í. — Przez punkt dany na okręgu można zawsze popro- 
wadzić stycznę koła, ale tylko jedna. 

IL. — Styczna kota jest równoległa do cięciw które średnica, 
przechodząca przez punkt zetknięcia, dzieli na dwie rówae części. 
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IH. — Linia prosta jest styczna koła, sieczna, albo leży zewnatrz 
koła, według jak jej odległość od środka tego koła jest równa 
promieniowi, od niego mniejsza albo większa. 


А. m UWAGA. — Ogólne określenie stycznej (Ok. VIII) 
łatwo prowadzi do powyższego twierdzenia. Jakoż, 
przez punkt A okręgu O, poprowadźmy cięciwę AB, 
i złączmy jej środek С ze środkiem koła, prostą СО 
В kióra będzie prostopadła do AB jakkolwiek blisko 

punki B dojdzie do A. Owoż, gdy punkt B schodzi 

się z punktem sąsiednim A, sieczna AB staje się styczną 
AT, a prostopadła OC promieniem ОА; więc styczna AT jest prostopadła do 
promienia w punkcie zetknięcia. 


Uważajmy teraz że linia prosta AB może mieć tylko jeden punkt spólny 
С z krzywą DCE, a nie być do niej styczną; 
albo jako prosta MN, przecinać krzywę МРОО, 
i być do niej styczną w punkcie O. To dowo- 

— dzi że pierwsze określenie stycznej nie jest 

A" konieczne ani dostateczne; proste i dobre 

dla kola i dla krzywych wypukłych zamknię- 
tych, nie stosuje się koniecznie do innych linij; gdy przeciwnie, drugie 
określenie jest ogólne; a co ważniejsze jeszcze, pokazuje że w każdym 
punkcie linii krzywej można poprowadzić stycznę. 


Z poprzedzającego twierdzenia wynika że wszelka prosta prze- 
chodząca przez środek koła, jest N0RMALNĄ do okręgu w obydwóch 
punktach przecięcia. 

Zatem, przez każdy punkt A płasczyzny koła, można popro- 
wadzić do okręgu O dwie normalne AB і AC, mające jeden kie- 
runek; jako wskazuje figura poniżej. 


TWIERDZENIE VII. 
Jeśli z jednego punktu A poprowadzimy do koła obie normal- 
ne AB i AC, i pochyłe AD, AE, AG, wtedy 
49 Dwie pochyte równa oddalone od jednej normalnej sa równe. 
20 Wszelka pochyła jest mniejsza od jednej normalnej a większa 


od drugiej. 
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3° Z dwóch pochyłych ta jest mniejsza która się mniej oddala 
od normalnej mniejszej. 


I NAWZAJEM. 


Со do 1°, Niech będą dwie pochyłe AD, AE równo oddalone od 


BL normalnej AB, to jest mające łuki BD, 
Кас R BE równe; powiedam że te pochyłe 
[| i b D <A. IN. 4 równe. Jakoż, jeśli położymy figurę 
er Кү]. A ABD na ABE, obracając około AB, 
<3 X А łuk BD przystanie do swego równego 

Е 


BE; więc pochyłe AD i AE są równe. 

2° W dwóch trójkątach AOD mamy: 
w większym, AD<A0+0D, i AD>O0A—OD; > 
w mniejszym, AD<A0+-0D, i AD>0D—0A. 

Owoż, OB=O0D=0C; więc, uważając zarazem oba trój- 
katy AOD, otrzymujemy 

AD<AC, i AD>AB. 
To jest: pochyła AD jest mniejsza od normalnej większej AC, 


a większa od normalnej mniejszej AB. 


3° Jeśli łuk BE jest mniejszy od BG, pochyła AE jest mniejsza 
od AG. Jakoż, na łuku BG, weźmy łuk BD równy łukowi BE; 
pochyła AE jest równa AD. Owoż dwa trójkąty AOD, AOG mają 
kąt AOD mniejszy od kąta AOG, a te kąty są zawarte między 
bokami równemi każdy każdemu; więc bok AD jest mniejszy 
od AG; to jest pochyła AE jest mniejsza od AG. 


Wzajemnice są oczywiste. 


WNIOSEK. -—— Przez jeden punkt dwie tylko pochyłe równe do 
okregu poprowadzić można. 


OKREŚLENIE XVI. — ODLEGŁOŚCIĄ punktu od okręgu jest normalna 
mniejsza z tego punktu wychodząca. Odległością dwóch okręgów 
jest spólna normalna mniejsza, jako najkrótsza droga. 
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TWIERDZENIE VIII. 
Dwie równoległe przejmują na okręgu łuki równe. 


Dwie równoległe mogą być obie sieczne, albo jedna siecna 
a druga styczna, albo też cbie styczne do koła. 


F ~p 1° Równoległe AB, CD obie sieczne. Po- 
« . prowadźmy średnicę EF prostopadłą spdnę 


RC do siecznych АВ i CD. 
| e ! 
с ЕН Ng Mamy łuk EA = ЕВ i łuk ЕС =). 

——=———_ Odejmując stronami, otrzymujemy: 


Łuk EC—KA=BD—EB. Więc łuk AC=BD. 


2° Równoległe Ср, EG, jedna sieczna druga styczna, są pros- 
topadłe do średnicy EF, przechodzącej przez punkt zetknięcia; 
więc łuk EC = Ер, 


3° Równoległe KG, FH obie styczne, są prostopadłe na skraj- 
nościach tej samej średnicy EF; więc łuki EAF, EBF, за równe, 
jako półokręgi. 


TWIERDZENIE IX. 


Przez trzy punkta, nie leżące w linii prostej, można zawsze popro- 
wadzić okrąg ; ale tylko jeden. 


To znaczy, że istnieje punkt, i tylko jeden, równo oddalony od 
trzech punktów A, B, б, danych nie w linn 
prostej. Jakoż, punkt równo oddalony od A 
i B, znajduje się tylko na prostopadłej DH, 
wyprowadzonej ze środka prostej AB; bo ta 
prostopadła jest miejscem geometrycznem 
punktów równo oddalonych od skrajności linii 
prostej AB. Tak samo, punkt równo oddalony od B iC leży 
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na prostopadłej EK wyprowadzonej ze środka prostej ВС. Owoż, 
dwie proste DH, EK mogą się przecinać w jednym tylko punkcie ; 
i przecinają się istotnie w pewnym punkcie О; bo są prostopadłe 
do dwóch prostych AB, BC spotykajacych się. Więc istnieje 
punkt O, i tylko jeden, równo oddalony od trzech punktów 
A, B, С, nie w linii prostej. 

Zatem, okrąg nakreślony z punktu O jako środka, promie- 
niem ОА, przechodzi przez trzy punkta A, В, C, i jest jedynym. 


To twierdzenie pokazuje że : 
Trzy punkta, nie w linie prostej, wyznaczają okrąg. 


WNIosEk. — Dwa okręgi mające trzy punkta spólne przystają 
do siebie. 


TWIERDZENIE X. 


Na każdym trójkącie można opisać okrąg, i wpisać w niego 
okrąg. 


Pierwsza część tego twierdzenia jest oczywista, na mocy po- 
przedzającego. 
A бо do drugiej, uważajmy że wszelki 
AN punkt wewnątrz kąta, równo oddalony od 
A A ramion, leży na dwójsiecznej tego kąta. 
k Owoż, dwójsieczne trzech kątów trójką- 
A KZ М ta АВС spotykają się wewnątrz, i tylko 
A | JNA w jednym punkcie O, który jest równo od- 
Bo W €dalony od jego boków ; więc okrąg, nakreś- 
lony z punktu O jako środka, promieniem równym prostopadłej 
OD, jest jedynym który dotknie wewnętrznie wszystkich trzech 
boków trójkala АВС, to jest będzie wpisany w ten trójkąt. 
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ZETKNIĘCIE KÓŁ. 
"TWIERDZENIE ХІ. 


Gdy się dwa okręgi przecinają, linia łącząca ich środki jest pros- 
topadłą do cięciwy spólnej, i dzieli ją na dwie równe części. 


EZ, Niech реда A i B punkta przecięć 
f — dwóch kół О, O'. Ponieważ każdy 
‚‚_ ze środków 0, O' jest równo odda- 
0 | o | lony od punktów A, B, linia środ- 
к sh ków O, O' jest prostopadła do cię- 
W ciwy spólnej AB, i przechodzi przez 

jej środek С (I, 8). 


WNIOSEK. — Przypuśćmy że okrąg O', mający dwa punkta A, B 
spólne z okręgiem O, obraca się około punktu A, tak że punkt B 
zbliża się do A. W tym obrocie, linia środków ОО’ jest prosto- 
padłą do siecznej AB, i przechodzi przez śródek С cięciwy AB, 
jakkolwiek blisko punkt B dochodzi do АО, gdy punkt В 
schodzi się z A, linia środków przechodzi przez A, i sieczna AB 
staje się styczną spólną w punkcie A ; wtedy dwa okręgi O, О' 
stają się stycznemi w tym punkcie. Więc, 


Gdy dwa okręgi są styczne, ich punkt zetknięcia leży na linii 
środków, i styczna spólna jest prostopadła do tej linii. 


WNIOSEK I. — Punkta przecięcia dwóch okręgów są symetryczne 
względem linii środków. 


Dwa oddzielne okręgi mogą mieć dwa punkta spólne, to jest 
przecinać się; albo mieć tylko jeden punkt spólny, to jest być 
styczne zewnętrznie albo wewnętrznie ; albo nakoniec nie mieć 
żadnego punktu spólnego, to jest być zewnątrz albo wewnątrz 
jeden drugiego. Zatem, dwa okręgi mogą mieć względem siebie 
tylko pięć różnych położeń. 
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TWIERDZENIE XXIV. 


19 Jeśli dwa okręgi są ZEWNETRZNE względem siebie, odległość 
ich środków jest większa od summy promieni. 

2 Jeśli dwa okręgi są STYCZNE ZEWNĘTRZNIE, odległość ich środ- 
ków równa się summie promieni. 

5° Jeśli dwa okręgi PRZEGINAJĄ SIE, odległość ich środków jest 
mniejsza od summy promieni a większa od ich różnicy. 

це Jeśli dwa okręgi sa STYCZNE WEWNĘTRZNIE, odległość ich środ- 
ków równa się różnicy promieni. 

5° Jeśli dwa okręgi sa WEWNATRZ JEDEN DRUGIEGO, odległość ich 
środków jest mniejsza od różnicy promieni. 


I NAWZAJEM. 


Jakoż, 


1° W kołach zewnętrznych О, O', jest 

widoczne 
00' =0A + AA' + А'0'; 

więe 00' > 0OA--0'A'. 

2° W kołach stycznych zewnętrznie, 
punkt zetknięcia A leży na linii środ- 
ków OG'; 

więc 00' = ОА + ОА. 

3° W kołach siecznych, jeden z punk- 
tów spólnych A i środki kół О, О" two- 
rzą wójkąt АОО' w którym, przypuszcza- 
jac promień ОА >> О'А, mamy: 
00'<OA-LO'A, i 00'>0A—0'. 


цо W kołach stycznych wewnętrznie, środ- 
ki kół O, O' i punkt zetknięcia A są w linii 
a prostej; 
więc 00! == ОА а О'А, 
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р 0 5° Jeśli okręgi О, O' są wewnątrz jeden dru- 
/ ү gigo, wtedy 
a 9 00' = ОА — О'А' — A'A; 
Те więc U0 < ОА —0'А'. 


Wzajemnice tych pięciu paragrafów są widoczne (l, 7. uw.). 


METODA GRANIC. 
Dla lepszego zrozumienia rzeczy zacznijmy od przykładu. 
Р ттс утик ү үчү үрчү e a | 


Niech będzie linia prosta AB podzielona w punkcie С na dwie 
równe części; niech będą następnie: D środek linii ВС, E środek 
linii BD, i tak dalej nieograniczenie, dzieląc ciągle na połowę. 
Widać oczywiście że, im więcej wyobrazimy wykonanych dzia- 
łań, tem bardziej środek ostatniej połowy zbliży się do skrajności 
В; ale jej nigdy nie dosięgnie. 

Otoż, linie АС, AD, AE,.. wyrażające summę coraz większej 
liczby wziętych połówek są ilościami zmiennemi ; a ilość stała AB, 
do której one ciągle dążą, i od której mogą się różnić tak malo 
jak się podoba, jest ich GRANICA. 


— 5 — 

Ilości niespółmierne, jako V 2, V 5,........ log. 3 (podsta- 
wy 10), są granicami ilości spółmiernych coraz bardziej do nich 
przybliżonych. 

Zrozumiawszy tedy dobrze, że 

GRANICĄ ilości zmiennej jest ilość stała do której ona dąży nieskoń- 
czenie, choć jej nigdy nie dosięga; nie tradno pojąć następujące 
zasady na których się opiera cała, tak ważna metoda granic 
której często w tem dziele używać będziemy. 

I ZASADA GŁÓWNA. — Gdy dwie ilości zmienne są ciagle równe, 
zbliżając się do swych granie, te granice są także równe. 

Bo inaczej jedna ilość zmienna miałaby dwie granice; co nie- 
dorzeczne. 
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II ZASADA. — Granica summy ilości zmiennych, w liczbie skoń- 
czonej, jest summa granie tych ilosci, 

Niech będą А, В, С ilości zmienne; a, b, с odpowiedające 
granice; a zaś a, , у, ilości dodatne albo odjemne które się moga 
stać mniejszemi od wszelkiej ilości danej, i takie że 

A =а + a, B = b +- В, С=е +5, 

Mamy : А+В =0 =a 0-04 оа В – 5. 

Owoż, summa а + $ — у, trzech ilości tak małych jak się ро: 
doba, może stać się mniejszą od wszelkiej danej wielkości; więc 
granicą summy А +- В — C jest summa granic a + b — с. 

1 ZASADA. — Granicą wieloczynu, skończonej liczby czynników, 
Jest wieloczyn granie tych czynników. 

Niech będą ilości 


A—a—=a 
В — 2 = 
1 — ё= y 


Pomnóżmy pierwszą równość przez wieloczyn BC, drugą 
przez Ca, trzecią przez ab ;.... będzie 
+ АВС — BCa = BCa 
BCa — Cab == (af 
Dab — abc = aby 
Dodając i redukując, otrzymujemy 
АВС — abe = ВСа + Сав -praby 
Owoż, na mocy poprzedzającej zasady, druga strona równości 
ma za granicę zero; więc granicą wieloczynu ABC jest wieloczyn 
granie abc, to jest | 
gr. (ABC) = gr.A X gr. В х д". С. 


IV ZASADA. — Granicą tlorazu dwóch ilości jest iloraz ich granic. 


Niech będą : A dzielna, B dzielnik, А iloraz; mamy oczywiście 


Mocą A 
A=B xg? więc gr. A=gr.B хог. р. 

; 7 А 07А 

Zkąd wynika 9. 5 = Е‘ 
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MIARA KĄTÓW, 


TWIERDZENIE ХШ. 


W jednem kole, albo w kotach równych, katy równe mające wierz- 
chołek we środku koła przejmują na okręgu łuki równe. I NAWZAJEM. 

Niech będą dwa koła równe С i F. Jeśli 
katy środkowe АСВ, DFE są równe, łuki AB 
i DE objęte między ich ramionami sa także 
równe. Jakoż, połóżmy koło С na kole F, tak 
żeby kąt środkowy ACB przystał do swego 
równego DFE ; wtedy okręgi tych kół równych 
przystaną do siebie ; zatem punkt A padnie 
na D i punkt B na E. Więc łuki AB, DE 
МАР Кя przystają do siebie i są równe. 


Do. г Е NAWZAJEM, Jeśli łuki AB i DE за równe, katy 
środkowe АСВ, DFE które je obejmuja są także równe. 

Połóżmy okrąg CA na okręgu równym FD, tak żeby łuk AB 
przystał do swego równego DE; wtedy środek С padnie па Е; 
zatem promień CA przystanie do FD і promień СВ do FE. Więc 
kąty ACH, DFE są równe. 

WNlIosEkK. — Wynika ztąd oczywiście że, W jednem kole albo 
wę dwóch kołach równych, dwa wycinki równe mają podstawy równe. 
I nawzajem. 


"TWIERDZENIE XIV, 


W jednem kole ubo w dwóch kołach równych, kąty środkowe moją 
się jako łuki zawarte między ich ramionami, 


+. . 
Niech będą dwa kąty środkowe АОВ, AOC. Powiedam że ich 
stosunek równa się stosunkowi łuków objętych AB, AC; 
AA AOC АС 
to jest: АОВ АВ 
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Dwa przypadki rozróżnić należy, według jak łuki objęte sa 
spółmierne albo niespółmierne. 


1° Jeśli łuki AB, AC są spółmierne, przypuśćmy, dla utkwienia 


5 


AG: _ 
AB 87 


PA Wyobraźmy łuk AC podzielony na 5 ró- 
wnych częsci; łuk AB będzie zawierał 3 z tych 


części; zatem, jeśli przez punkta podziału 
| i poprowadzimy promienie, podzielimy kat 


myśli, że się mają jako liczby 315; będzie 


A AOC na 5 równych katów, z których 3 będą 
się mieściły zupełnie w kącie АОВ, 

i będzie o = >. 

AOB. 3 А 


; ? AOC. ax AB ż 
Więc stosunek kątów A0B | stosunek łuków АБ? oba wyrażone 


AOC АС 
AOB AB 

2° Przypuśćmy że łuki AB i AC są niespółmierne między sobą, 
pamiętając dobrze że stosunkiem dwóch ilości niespółmiernych jest 
granica stosunków ilości spółmiernych, które się do nich nieograni- 


кй Š, sa równe; to j 
tą samą liczba z sę równe; to jest 


czenie i coraz więcej przybliżają. 


е чыры Jeśli więc podzielimy łuk AB na pewną 
ГА N liczbę równych części, i poniesiemy jedną 
> \ z nich na łuk AC, tyle razy ile można, ostatni 
uż NY punkt podziału C' padnie przed С; zatem 
AN ү." dwa łuki spółmierne АС’ і AB będą, na mo- 
mó cy 1°, proporcyonalne do edpowiedających 

! r" 

katów АОС", AOB; to jest będzie КОЕ =" 


Uważajmy teraz że, im na więcej równych części podzielimy 
łuk AB, tem ostatni punkt podziału padnie bliżej punktu C, i 
może paśdź tak blizko jak się podoba, chociaż go nigdy nie do- 
sięgnie; bo dwa łuki AB i AC są niespółmierne między sobą. 
Ztąd wynika że łuk AC jest granica łuków AC’, AC”,... Więc sto- 


U " 


sunek łuków КБ jest granicą stosunków i 3 pa łuków spół- 


i AR 
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miernych coraz bardziej przybliżonych ; a temsamem stosunek 
AOC' AOC" 
АОВ? AOB 
wiedających tym łukom. Owoż, na mocy 1°, stosunki spółmierne 
katów środkowych i łuków odpowiedających są ciągle równe, 
dążąc do swych granic; więc te granice są równe (zasada 1), 
to jest 400 = АС. 
AOB 

Co dowodzi że, jakiekolwiek są łuki, spółmierne albo niespół- 
mierne, katy środkowe są proporcyonalne do łuków zawartych mię- 
dzy ich ramionami, 


A 2 ; ; 
kątów pA jest granicą stosunków katów odpo- 


Uwaca Il. — Wszystko co się powiedziało o kątach środkowych 
stosuje się do wycinków kołowych. 

Powtarzając rozuraow anie poprzedzające, łatwo znajdziemy że: 

W jednem kole, albo we dwóch kołach równych, dwa wycinki 
mają się jako łuki ich podstawy. 


TWIERDZENIE XV. 


Kat środkowy ma za miarę tuk zawarty między jego ramionami. 


KZ sg То znaczy że , wszelki kąt AOB ma tę samą 
/ „4 miarę cołuk AB zawarty między jego ramio- 
| 0 ү nami, na okręgu nakreślonym z jego wierz- 
\ s chołka jako środka, promieniem jakimkolwiek 

м__ 24€ АО; byle za jedność kąta wzięto kąt środkowy 


który obejmuje na tym okręgu łuk wybrany za jedność łuku. 
Niech będzie do zmierzenia kąt AOB, który obejmuje łuk AB 
na okręgu promienia ОА. Jeśli weźmiemy kąt АОС za jedność 
kata i łuk KĘ AC za jedność łuku, miarą kąta АОВ 
OB 
będzie stosunek А08 406 
dwa stosunki ва równe, na mocy poprzedzającego twierdzenia ; 
więc miara kata środkowego AOB równa się miarze łuku AB za- 
wartego między jego ramionami. To się wyraża krócej, chociaż 
mniej jasno, mówiąc: kat środkowy ma za miarę łuk zawarty mię- 
dzy jego ramionami 


, a miarą łuku AB stosunek А Owoż, te 
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Zwykle bierze się kąt prosty za jedność kata; w tym razie 
jednością łuku jest ćwierć okręgu czyli ćwiercian, jako łuk odpo- 
wiedający katówi prostemu. 

Dladogodności obliczania łuków, podzielono, od niepamiętnych 
czasów, okrąg koła na 350 równych części które nazwano s/o- 
pniami, każdy stopień na 60 minut, każdą minutę na 60 sekund, 
każdą sekundę na 60 fercyj. Wedle takiego podziału mówi się : 
np. w roku 1867 równik ziemski czyni z ekliptyką kat A który ma 
23 stopni 27 minut 25 sekund... a pisze się: kąt A—=23*27/25'. 

Wiedząc że jedność łuku czyli ćwiercian zawiera 90°, łatwo 
jest, mając kat dany w stopniach, minutach i sekundach, znaleźć 
jego stosunek do kąta prostego ; dość tylko podzielić tę ostatnią 
summe przez 90 stopni, w yraziwszy, ma się rozumieć, wszystko 
w stopniach albo w sekundach. I tak, kąt 23027/25" równa się 


84445 6 ЖА... А 
334006 557——— kąta prostego, w prawie zz: A cokolwiek więcej niż 7 


lego kąta. 

Na końcu xvm? wieku, chciano wprowadzić podział dziesiętny 
okręgu; jedność łuków, to jest ćwierć okręgu, podzielono na 100 
stopni, każdy stopień na 100 minut, minutę na 100 sekund, etc. ; 


ale uczeni, aby nie zrywać z przeszłością, nie przyjęli nowego 
podziału. 


TWIERDZENIE XVI. 


Kat wpisany w koło ma za miare połowę łuku zawartego między 


AL jego ramionami. 
на | | \ \ 4° Przypuśćmy najpierwej środek koła О we- 
| o \ j wnątrz kąta wpisanego ACB. .Poprowadźmy 


| \ Z srednieę CD i promień OA. W trójkącie równo- 
cj —% _ ramiennym AOC, kąt zewnętrzny AOD, równy 
m sumie dwóch katów А--АСР, równa się dwa 
ОУ “тау wziętemu kątowi ACD. Owoż kąt AOD, jako 
| | środkowy, ma za miarę łuk objęty AD; więc 
| / kąt ACD, jego połowa, ma za miarę połowę tego 
| | „ łuku AD, 
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Dowiedzie się podobnie że kąt DCB ma za miarę połowę łuku 
DB. Zatem kąt wpisany ACB, równy summie kątów ACD--DCB, 
ma za miarę połowę summy łuków AD-- DB, to jest połowę 
łuku AB. 

2° Przypuśćmy teraz że środek koła jest zewnątrz kąta wpisa- 
nego ACB, i poprowadźmy średnicę CD. Kąt ACD ma za miarę 


pół łuku AD, a zaś kąt BCD pół łuku BD; więc kat ACB, jako 


D BD AB 
różnica tych kątów, ma za miarę różnicę — — —, to jest —. 


Więc wszelki kąt wpisany w koło ma za miarę połowę łuku 
zawartego między jego ramionami. 

Wyrosek 1, — Wszystkie kąty ACB, AC'B, AC'B... wpisane 
w jeden odcinek koła ва równe: bo mają za 
miarę połowę tego samego łuku AB zawar- 


/ Z ҳ tego między ich ramionami 
AŚ № y I. — Wszelki kat ADB wpisany w półkole 
A Гв jest prosty, bo ma za miarę połowę pół- 
NAWE okręgu, czyli ćwiercian. 


Kąt wpisany w koło jest ostry albo roz- 


warty, według jak obejmuje łuk mniejszy 
R N, albo większy od półokręgu. 


А UWAGA. — W trójkącie prostokątnym АВС, ośród- 
Ne g: kowa OC przeciwprostokątnej AB jest jej połowa. 
Мг a 


I nawzajem. 


TWIERDZENIE XVII. 


Kat ACB utworzony styczną i cięciwa ma za miarę połowę łuku 
AKC zawartego między jego ramionami. 


E с p Przez punkt zetknięcia C, poprowadźmy 


Z BRO średnicę CD. Kąt prosty DCB ma za miarę 
GD, +1 (5 połowę półokręgu DAG, a zaś kąt wpisa- 
gg А Je ny AGD, połowę łuku AD ; więc różnica 
| \ katów ПСВ — DCA, czyli kat АСВ, ma za 
| ZA miarę różnicę luk DAG __ luk DA to | 
5 : nice —— OR 02: Jest 
połowę łuku ае АКС. 
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Dowiedzie się podohnie że kąt ACE ma za miarę pół łu- 
ku ADC. 


UwAGA. — To twierdzenie jest następstwem poprzedzającego. Jakoż, Ка! 
wpisany ACK ma za miarę połowę łuku AK, jakkolwiek blizko punkt K leży 
punktu C; owoż, gdy punkt K schodzi się z С, sieczna CK staje się styczną 
CB ; więc kat ACB ma za miarę połowę tuku АКС, 


TWIERDZENIE XVIII. 


Kat ACB dwóch siecznych, spotykajacych się wewnątrz koła, ma 
za miarę połowę summy łuków АВ i DE, zuwartych między jego 
ramionami i przedłużeniem tych ramion. 


Połączmy BD. W trójkącie BGD Ка! ze- 
wnętrzny ACB równa się summie dwóch ką- 
tów wpisanych B i D, których odpowiedające 


\ s „DE a : 

ы \ J miary są = i "а, więc kąt ACB ma za miarę 

Азы Шы RRÓERĘĆ >. | 
"rege to jest połowę summy łuków obję- 


tych między ramionami i ich przedłużeniem. 


TWIERDZENIE XIX. 
at ACB dwóch siecznych, spotykających się zewnątrz koła, ma za 


miarę połowę różnicy łuków АВ i DE zawartych miedzy jego ra- 
mionami, 


í 


/ | 
A~n tyeh między jego ramionami, 


L Połączmy BD. W trójkącie BCD kąt we- 
wnętrzny ACB jest różnicą kata zewnętrznego 
ADB i wewnętrznego B, które, jako wpisane, 


A А + Аз. ВЕ : 
к mają za miarę F i ў ; więc kat С ma za miarę 


5, A B—DE Е JE A ; 
‚ ET Лә to jest połowę różnicy łuków obję- 
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Uwaca. — Jedna z siecmych albo nawet obie moga stać się 
stycznemi ; kąt utworzony temi liniami ma zawsze za miarę po- 
łowę różnicy łuków zawartych między jego ramionami ; co łatwo 
widzieć, uważając stycznę jako granicę położeń siecznej. — Można 
także powtórzyć dowodzenie poprzedzające. s ' 


WNIOSEK I. — Kat НСК opisany na kole ma za miarę połowę 
różnicy łuków HAK i HDK zawartych między jego ramionami. 


П. — Ка! BDC, spełnienie kąta wpisanego ADB, nazywa się 
zawpisanym, і ma za miarę połowę summy łuków AHD i BKD. 


Ш. — Kąt KOL, spełnienie kąta ópisanego HCK, nazywa się 
zaopisanym, i ma za miarę łuk HDR. 


"TWIERDZENIE ХХ, 


Miejscem geometrycznem wierzchołka kąta С, którego ramiona 
przechodza przez dwa punkta state A, B, jest łuk koła ACB. 


Przez trzy punkta A, В, © poprowadźmy 
okrąg. Wszystkie katy АСВ ADB..., wpisane 
w odcinek koła АСВ, за równe kąatowi C; 
a, na mocy dwóch poprzedzających twier- 
dzeń, żaden kąt, którego ramiona przechodzą 
przez punkta A i B ponad cięciwą AB, nie 
może się równać kątowi С, jeśli nie jest 
wpisany w odcinek koła ACB. Więc miejscem 
WA geometrycznem wierzchołka kąta C, OPARTEGO 

c na ciectwie АВ, jest łuk koła АСВ. 


Łuk AKB jest miejscem geometrycznem wierzchołka kąta 
spełniającego kąt C. 


Uwaca.— Z każdego punktu € łuku koła ACB widać cięciwę AB 
dod katem równym kątowi ACB, a z punktu wziętego zewnątrz 
albo wewnątrz odcinka koła ACB widać tę samą cięciwę AB pod 
katem mniejszym albo większym od kata ACB. To wszystko sto- 
suje się do odcinka koła, równego odcinkowi ACB, nakreślo- 
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nego z drugiej stróny cięciwy АВ. Ztad wynika że miejsce geome- 
tryczne punktów, z których widać daną prostę AB pod katem danym, 
składa się z dwóch równych tuków koła przechodzacych przez skraj- 
ności A B tej prostej. 


ZAGADNIENIA. 


ZAGADNIENIE 1. 


Рой zielić dana proste AB na dwie równe części. , 


Ый Ze skrajności A i B prostej AB, jako 
SASS šrodków, jednym promieniem większym 
od połowy odległości AB, nakreśl dwa 
łuki kół które się przetną w dwóch punk- 
tach б, D (12, 3°, wz.). Po czem, popro- 


zed. 
А | Ho wadź prostę CD która podzieli AB na dwie 
| równe części w punkcie O (1. 8). 
| WNIOSEK. — Powyższe wykreślenie daje 
de sposób wyprowadzenia prostopadłej ze 
D środka danej prostej AB. 


UwaGA 1.— Powtarzając to wykreślenie, można podzielić daną 
prostę na 4, 8, 16,... a ogólnie, na 2а równych części. 


ZAGADNIENIE II. 
Przez punkt dany poprowadzić prostopadłę do prostej danej. 
19 Punkt dany A leży na danej prostej BC. 


R Z punktu A jako środka, nakreśl jakim- 
| kolwiek promieniem dwa łuki kół przeci- 
nające prostę BC w punktach D i E. Z tych 

аг) = Wr punktów jako „środków, promieniem 
większym od połowy odległości DE, na- 
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kreśl dwa łuki kół przecinające się w punkcie О. Prosta ОА 
będzie prostopadłą do BC. 

Jakoż, każdy z punktów A i O jest równo oddalony od oby- 
dwóch skrajności D i ЕЁ; więc prosta OA jest prostopadła do ВС 
we środku prostej DE. 


9° Punkt dany A jest skrajnościa danej prostej АВ. 


Z punktu zewnętrznego O nakreśl okrąg 
przechodzący przez punkt A, i przecina- 
jacy prostę AB w drugim punkcie С. Po- 
„prowadź średnicę CD, i potem prostę DA 
która będzie prostopadłą żądaną ; bo kąt 
CAD wpisany w półkole jest prosty. 


DAUN. 


3° Punkt dany A leży zewnątrz danej prostej ВС. 


\ Z punktu A jako środka,i promieniem 
je przyzwoitym, nakreśl łuk koła przecinający 
Boe © proste BC w dwóch punktach DiE.Z tych 


ostatnich jako środków, promieniem więk- 
szym od połowy odległości DE, nakreśl dwa łuki kół przecina- 
jace się w G. Prosta AG będzie prostopadłą szukaną, bo każdy 


A z punktów A iG jest równo oddalony od skraj- 
ności linii DE. 
Albo krócej. Z dwóch punktów D, E jako śro- 
В р PĘGN ków, wziętych przyzwoicie na prostej BC, na- 
| kreśl promieniami DA, EA, dwa łuki kół które 
4 się przetną w punktach A і К. Prosta AK bę- 
K dzie prostopadła do prostej BC (11). 


hs Punkt dany A leży zewnątrz danej prostej ВС i ku jej 
skrajności, 
D Z punktów Р, Е jako środków, wziętych 
|| przyzwoicie na prostej BC, nakreśl dwa łuki 
B——-—G Ja przechodzące przez A, które się przetną 
Bi w drugim punkcie G. Cięciwa spólna AG bę- 
A 


dzie prostopadła do prostej ВС. 
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ZAGADNIENIE Ш. 


Na prostej BC w danym punkcie A wykreślić kat równy da- 
nemu K. 


› 6 С 
Ye N Z wierzchołka kata danego 
ANN 0 \ K jako środka, jakimkolwiek 
\ Ż | promieniem KL, nakreśl łuk 


p 
Ga "TER L koła przecinający ramiona 


tego kąta w punktach LiN; potem, z punktu A jako środka, i 
tym samym promieniem, nakreśl łuk koła DF przecinający w D 
prosię BC. Weź cyrklem długość cięciwy LN, i tą otwartością 
cyrkla nakreśl, z punktu D jako środka, łuk koła przecinający 
w E łuk РЕ; kat DAE będzie żądany. 

Bo kąty środkowe DAE i K, obejmujące łuki równe jednego 
promienia, są równe. 


ZAGADNIENIE IV. 


Przez punkt dany A poprowadzić równoległę do prostej da- 
nej BC. p 


Pierwsze rozwiązanie, — Z punktu A jako środka, dostateczną 


A E Je otwartością cyrkla, nakreśl łuk koła 
ера ГЕ DE, przecinający w D daną prostę BC; 
/ | : . 
4.4 punkta D jako środka, tą samą otwar- 
B Є D ù 


tością cyrkla, nakreśl drugi łuk koła AG 
który przejdzie przez A i przetnie w G prostę ВС. Weż cyrklem 
długość cięciwy AG i tą otwartością nakresl, z punktu D jako 
środka, łuk koła przecinający w H łuk DE ; poprowadź nakoniec 
prostę AH, która będzie żądaną równoległa. 


Jakoż, prowadząc cięciwy AG i DH, mamy równoległobok 
AGDH ; więc prosta AH jest równoległa do BC. 
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` E Drugie rozwiązanie.— Przez dany punkt A 
>, poprowadź jakakolwiek siecznę AD która 
R p c przetnie w D daną prostę BC, i na AD zrób 

©, kąt DAE równy kątowi ADB. Prosta AE 
jest równoległa do BC, bo te dwie linie tworzą z sieczną AD kąty 
DAE, ADB naprzemianległe wewnętrzne równe. 


Trzecie rozwiązanie. — Można także, za pomocą węgielnicy i 
liniału, kreślić równoległe ; jakośmy to już pokazali (1. zag. 1). 


ZAGADNIENIE V. 


Przez punkt A poprowadzić linię prostą któraby czyniła z daną 
prostą BC kąt równy danemu K. 


Jeśli punkt A jest dany na prostej ВС, proste AG i AH, czyniące 
р z prostą ВС kąty BAG, САН równe danemu К 
к> e y rozwiązują zagadnienie. 
u. = Jeśli punkt A jest dany zewnątrz prostej 
28 ЖЛ BC, wtedy przez A poprowadź równoległę 
"0 X +" рк do BG, ina DE w punkcie A zrób kąty 
D— —A-——e DAG і EAH równe danemu К. Linie proste 
3—4 и © Аб і AH rozwiążą zagadnienie; bo kąty 
naprzeciwległe wewnętrzne AGC i DAG, AHB i EAH, równe mię- 
dzy sobą, są równe danemu kątowi К. 


ZAGADNIENIE VI. 
Podzielić kąt, albo tuk koła, na dwie równe części. 


А. 4° Niech będzie dany kat ВАС. Z jego wierz- 
Җ chołka A jako środka, nakreśl łuk koła przecinający 
AI J€ ramiona w punktach В i C. Z tych dwóch punktów 
(E/ jako środków, i promieniem przywoitym, nakreśl 
\ / dwa łuki kół przecinające się w punktach р i Е. 
Po czem, poprowadź prostę AD która będzie dwój- 

sieczną Каа А. 
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Jakoż, jeśli połączymy BD, CD, dwa trójkąty ADB, ADC będą 
równe ; więc kąty DAB, DAC są równe. 

2° Niech będzie dany łuk koła BC. Ze skrajności B i С tego 
łuku jako środków, i promieniem przyzwoitym, nakreśl dwą łuki 
kół przecinające się w punktach D i E. Prosta DE będzie pros- 
topadła we środku cięciwy łuku BC, i podzieli ten łuk, w punk- 
cie F, na dwie równe części (4). 


Uwaga. — Powtarzając to wykreślenie, można podzielić kąt 
albo łuk koła na 2” równych części. 


ZAGADNIENIE VII. 
Podzielić kąt prosty na trzy równe części. 
s ` 


Z wierzchołka kąta prostego A jako środka, 
| „7% nakreśl łuk koła przecinający ramiona w punk- 
/ в tach Bi С. Z punktu В jako środka, tym samym 
lazi dj promieniem BA, przetnij łuk BC w punkcie р. 
A в Kat GAD będzie trzecią częścią kąta prostego. 


Jakoż, połącz AD, BD; trójkąt ABD jest oczywiście równobo- 
czny ; zatem kąt ВАР = zp. A więc kąt CAD = gp; etc. 


UWAGA. — To zagadnienie jest szczególnym. przypadkiem ogólnego zaga- 
dnienia TRÓJDZIELENIA KĄTA, to jęst: podzielenia kąta na trzy równe 
części, którego za pomocą samego liniału i cyrkla rozwiązać nie można. 


ZAGADNIENIE ҮШ. 


Przez trzy punkta A, B, ©, nie leżące w linii prostej, poprowadzić 
okrąg koła. 


х Z punktów A i В jako środków, і jednym 
i ү, promieniem, nakreśl dwa łuki kół przecina- 
| у £ „, Jace się w E i F; z punktów Bi С jako środ- 


/ 
N 


в P, ków, jednym promieniem, nakreśl także dwa 
е * YW łuki kół przecinające się w Gi H. Linie pros- 
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te EF i GH przetną się we środku О koła szukanego którego 
promieniem jest odległość ОА (9). 

UwAGA. — Opisać koło na danym trójkącie АВС jest to samo 
zagadnienie. 

Powyższe wykreślenie służy do znalezienia środka koła, albo 
środka łuku koła. 


„ 
Zdarza się niekiedy że łuk koła, przechodzący przez trzy dare 


punkta А, В, С, ma promień zanadto wielki aby go cyrklem na- 
kreślić można. Wtedy otrzymuje się ten łuk przez punkta, nastę- 
pującym, praktycznym sposobem, który może służyć na gruncie. 

Przez punkt A pociągnij jakąkolwiek prostę AD pod AB, i przez 
punkt С pociągnij prostę CD ponad CB, tak żeby czyniła kąt BCD 
równy kątowi BAD. Punkt przecięcia D tych dwóch prostych bę- 
_ dzie leżał na łuku koła ABC. Jakoż, w trójkątach ABC, ADC 
summy kątów przy podstawie АС są oczywiście równe ; wiec 
trzecie kąty B i D są równe (l, 25, wn. 4). A że ramiona tych 
katów przechodzą przez te same punkta A i С, więc ich wierz- 
chołki B i D leżą na jednym łuku koła ABC. 

Takim sposobem znajduje się inne punkta łuku. Dla ułatwienia 
rysunku kątów równych, kreśli się z punktów A i С јако środków, 
jednym promieniem, dwa łuki kół MF i NG na których się ozna: 
cza, począwszy od punktów przecięć M i N z cięciwami AB i BC, 
na obie strony, pewną liczbę równych części, dostatecznie 
małych aby punkta szukanego łuku były blizko jeden drugiego. 

Można łatwo poprowadzić styczne do łuku AC na obydwóch 
jego skrajnościach A i С. Jakoż, jeśli zrobimy kąt BAF równy 
kątowi ВСА, i kat DCG równy kątowi DAC, proste AFi CG będą 
stycznemi żądanemi. 
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Mając jedną stycznę łatwo wyznaczyć inną. I tak, aby otrzymać 
stycznę łuku AC w punkcie B, dość wyprowadzić ze środka cię- 
ciwy AB prostopadłę aż do spotkania ze styczną AF; linia ła- 
стаса punkt spotkania z punktem B, będzie styozną szukaną. 
ZAGADNIENIE IX. 
Wpisać koło w dany trójkąt АВС. 


Nakreśl dwójsieczne kątów wewnętrznych A i В. Te linie prze- 


tną się w punkcie K równo oddalonym od trzech boków trójkąta. 
Więc koło nakreślone ze środka K promieniem równym prosto- 
padłej KD, będzie wpisane w trójkąt АВС. 

Uwaga. — To zagadnienie jest szczególnym tylko przypadkiem 
następującego : 

Nakreślić koło styczne do trzech prostych przecinających się po dwie. 

Niech będą trzy proste AB, AC, BC przecinające się w punk- 
tach А,В,С. Poprowadźmy dwójsieczne katów wewnętrznych i 
zewnętrznych trójkąta ABC. Te dwójsieczne spotkają się w czte- 


rech punktach K K' K” K" równo oddalonych od trzech linij 
danych (I, 15. uw.). Więc koła nakreślone z tych punktów jako 
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środków, i promieniami równemi odległościom KD, KH, K'L, 
К'"М, tych środków od linij danych, będą styczne do tych linij. 
Zagadnienie ma cztery rozwiązania. Jednem z nich jest koło 
KD styczne wewnątrz, czyli wpisane w trójkąt ABC który tworzą 
trzy dane proste; trzema zaś innemi są koła К'Н, K'L, K'"M sty- 
czne zewnątrz tych linij, i dlatego nazywają się zawpisanemi. 
Środek każdego z tych czterech kół jest punktem spotkania 
trzech wysokości, w trójkącie którego wierzchołkami są trzy inne 
środki a spodkami tych wysokości wierzchołki trójkąta ABC. 


UwAGA. — Między bokami trójkąta АВС i odcinkami wyznaczonemi 
przez punkta zetknięć D, E, F, G, H, L, M,... czterech kół stycznych są 
pewne związki które znać trzeba Oznaczając przez a, b, c boki, przez 2p 
obwód trójkąta ABC, шашу; 

АВ 4-В6 -HCG-++CA= AH--AW'-=2AH; więc АН =p. 

AF +- BD + CE=p, albo AF'-a=p; д4 AF=p—a. 

AN==AM!'=p —b==BF, AL=AL'=p - с== СЕ. 
FH==AH—AF=a; NL'=p — BN =a. 
LM =BL/'+- CM —a=b+-c. 
DG = BD — BG=p — b— (p -- c) = c—b. 
BG = BH = p—c=QD. 


# 


Podobnie o innych odcinkach. 
ZAGADNIENIE X. 


Na danej prostej AB, nakreślić odcinek koła obejmujący kąt da- 
ny К; to jest, nakreślić odcinek taki żeby wszystkie kąty w niego 


M. wpisane równały się danemu. 

а: 
p Р Е > Przy skrajności A danej prostej AB, zrób 
/ ap kąt BAC równy danemu К, poprowadź pros- 
> | “у  topadłę АО do AC, i prostopadłę DE we 
“= 7" środku prostej AB. Z punktu spotkania O tych 
dwóch prostopadłych jako środka, i promie- 

j pa р 

Жыны c niem ОА, nakreśl łuk koła AMB, który przej- 


dzie przez skrajności А, В, i wyznaczy szukany odcinek AMB. 
Jakoż, prosta AC, prostopadła na skrajności promienia, jest 
styczną do okręgu О; przeto kąt BAC, utworzony styczną i cię- 
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ciwą, ma za miarę połowę łuku objętego AB. A że wszelki 
kąt M, wpisany w odcinek AMB, ma za miarę tę samą połowę 
"łuku AB; więc kat M = ВАС = К. 
ZAGADNIENIE XI. 
Mając dane dwa katy A i B trójkąta znaleźć trzeci. 


Nakreśl linię prostą jakąkolwiek DE, i przy 


y 
| dwóch jej punktach D i E zrób kąt D=A, 
f E =B: trzeci kąt F trójkąta DEF będzie szu- 
Въ. Капут. 


ZAGADNIENIE ХИ. 


Wystawić trójkąt znając jeden bok i dwa katy. 


a— 4° Jeśli dwa dane kąty B i С są przyległe bo- 
Bs A kowi danemu a; weź linię prostą BC = a, 
є“— / \ i przy jej skrajnościach zrób kąt АВС = В, 


/ \ i kąt АСВ = С. Linie proste BA, CA przetną 
( ——4 się w punkcie A, i trójkąt АВС będzie szukany. 

2° Jeśli dwa dane kąty nie są: oba przyległe danemu bokowi, 
wtedy wyznacza się trzeci kąt trójkąta (zag. 11), i zagadnienie 
przywodzi się do pierwszego przypadku. 


Uwaga. — Zagadnienie jest oczywiście niemożebne, gdy summa 
dwóch danych kątów nie jest mniejsza od dwóch katów prostych. 


ZAGADNIENIE XIII. 


Wystawić trójkąt którego są wiadome dwa boki a, b, i kąt C mig- 
dzy niemi zawarty. ` 


CE ИР Nakreśl linię prostą jakąkolwiek CX. Przy 

y punkcie С zrób kąt XCY równy danemu С; weź 

кже СА =a, i CB= b; połącz AB. Trójkąt ACB 
== u ~X jest oczywiście trójkątem szukanym. 


http://rcin.org.pl 


84 KSIEGA DRUGA. 


ZAGADNIENIE XIV. 


W ystawić trójkąt majac dane dwa boki a, b, i kat A przeciwległy 
bokowi a. 


s 5 Zrób kąt BAC = A; na jednem ramieniu 
m——a— weź АС = Di z punktu С jako środka, pro- 
R mieniem równym bokowi przeciwległemu a, 
А йы nakreśl łuk który przetnie ramie AB w punk- 


"WAX „ cie В; trójkąt АВС będzie szukany. 
Dyskusya. — Dyskutować zagadnienie jestto 

a/ i Na szukać jakim warunkom powinny zadość czy- 

/ \ nić ilości dane, aby to zagadnienie było mo- 

A m R  żebne, i ile mieć może rozwiązań. 

Trzy różne przedstawiają się tu przypadki. 

19 Gdy bok a >b, wtedy, jakikolwiek jest kąt A, łuk koła na- 
kreślony z punktu С jako środka, promieniem a który jest więk- 
szy od boku GA a temsamem większy od prostopadłej CH, prze- 
tnie ramie AB, w punkcie B. Więc w tym przypadku zagadnienie 
ma zawsze jedno rozwiązanie, trójkąt ABC. 

2° Gdy bok a = 0, szukany trójkąt jest równoramienny ; więc 
kąt dany A musi być ostry. Ten warunek konieczny jest dosta- 
teczny, albowiem łuk koła nakreślony z ‘punktu С jako środka, 
promieniem a który jest większy od prostopadłej CH, przecina 
ramie AB w punktach A i B, i trójkąt ACB jest jedynem rozwią” 
zaniem. 


С 3° Gdy bok a < b, trzeba żeby kąt A 
^_^ \ u był ostry ; bo inaczej trójkąt nie byłby 
Pa ŚW mos możebny (I, 17). W tym przypadku, jeśli 
A Bo В ок przeciwległy a jest większy od pros- 
Д“ topadłej CH,łuk koła nakroślony z punk- 
tu С jako środka, promieniem a, spotyka 
i samo rąmie AB w-dwóch punktach B 
| i B'; i dwa trójkąty ABC, АВ'С, rozwią- 
S = wo zują zagadnienie. 
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Jeśli zaś bok przeciwległy a jest równy prostopadłej CH, wtedy 
łuk nakreślony z punktu С promieniem a, jest styczny do ra- 
- mienia AB w punkcie H; i trójkąt ACH jest jedynem rozwią- 
zaniem. . 

Nakoniec, jeśli bok przeciwległy a jest mniejszy od prostopa- 
dłej CH, szukany trójkąt nie istnieje. 

Jako widać, w. tym trzecim przypadku, zagadnienie może 
mieć dwa rozwiązania, albo tylko jedno, albo nawet nie mieć 
żadnego. 


ZAGADNIENIE XV. 


W ystawić trójkąt znając jego trzy boki a, b, с. 


а- Weź linię prostą BE = a; z punktu B jako 

b- ; TEA R 

га środka, promieniem równym bokowi c, na- 
AŻ kreśl łuk koła; z punktu C jako środka, pro- 

z И mieniem równym bokowi б, nakreśl drugi łuk 


koła który przetnie pierwszy w punkcie A. 
Trójkąt ABC rozwiąże zagadnienie. 


UwaGA: — Aby trójkąt był możebny, trzeba i dość jest żeby 
łuki kół nakreślone z punktów B i С jako środków, promieniami 
ci b, przecinały się; co wymaga żeby odległość tych środków, 
czyli prosta a, była mniejsza od summy promieni b i e, a większa 
od ich różnicy; to jesta < b + ¢ i a>b—c albo a > c—b. 


Więc, aby można wystawić trójkąt znając dane trzy boki, trzeba i 
dość jest żeby największy z boków był mniejszy ód summy dwóch 
innych. 


ZAGADNIENIE XVI. 


Wystawić równoległobok, mając dane dwa boki L i M, i kat K mig- 
dzy niemi zawarty. 


Zrób kąt A równy danemu К (zag. 5.),i na jego ramionach 
weź długość AB równą danemu bokowi L, i długość AD równa 
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.————, drugiemu bokowi M. Z punktu В jako środka, 
Wa rak promieniem L, nakreśl łuk koła; z punkta D 
/ © jako środka, promieniem M, nakreśl drugi łuk 
/ koła który przetnie pierwszy w punkcie С. Po- 
A B łącz BiG, DiC. Czworokąt ABCD będzie szuka- 
nym równoległobokiem ; bo ma boki przeciwległe równe między 
sobą, a te boki i katy są równe danym. 
UwaGA. — Jeśli kąt dany jest prosty, równoległobok będzie prostokątem ; 
a będzie ukośnikiem jeśli dane boki są równe. 


ZAGADNIENIE XVII. 
Zbudować kwadrat znajac jego bok AB. 


D_ Z punktów A i B jako środków, promie- 
/ | М, niem AB nakreśl łuki kół które się przetną 
\ м С. 2 punktu С jako środka, tym samym 
| promieniem, nakreśl łuk koła ABD, i popro-_ 
/ wadź średnicę ACD. Prosta BD jest prosto 
padła do AB i przecina łuk ACE w punkcie E 
2° В który jest jednym z wierzchłoków szukanego 
kwadratu. Więc, jeśli z punktu E jako środka, promieniem EB, 
nakreślisz łuk koła który przetnie łuk ВС w punkcie F, czworo - 
kat ABEF będzie oczywiście żądanym kwadratem. 


UwaGA. — Jako sprawdzenie cięciwy CE і CF powinny być 
równe. 


ZAGADNIENIE XVIII. 
Wystawić trapez znając cztery jego boki a, b, e, d. 


б бе». Niech będzie ABCD szukany trapez. Jeśli 
/ IN g przez skrajność С podstawy mniejszej, popro- 
M; wadzimy równoległę CE do boku AD, rozło- 

ушу trapez na równoległobok АЕСР i na trój- 
kąt BCE. W tym ostatnim wiadome są boki, to jest ВС b, CE=/, 
ВЕ= a — с. 
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Więc, aby rozwiązać zagadnienie, dość jest wykreślić trójkąt 
mający za boki trzy linie %, d, a — c, i potem dopełnić równole- 
głoboku AECD. 

Dyskusya. W każdym wielokącie największy bok jest mniej- 
szy od summy wszystkich innych. Ten warunek konieczny jest 
dostateczny w trapezie. 

Jakoż, niech będą boki a, b, с, d trapezu w porządku wiel- 
kości a>b>c>d, i przypuśćmy a<b+c+d. 

Jeśli weźmiemy za podstawy trapezu a i d, największy i naj- 
mniejszy z danych boków, 

będzie oczywiście a—d<b+c i a—d>b—c. 

Со dowodzi że można wystawić trójkąt mający trzy boki а — 0, 
b, e, i temsamem wystawić odpowiedający trapez. 

Uważajmy teraz że, jeśli a — b œ ¢ — d, to także a—c>b— d; 
albo przeciwnie, jeśli a — b < с — 4, to także a— c < b—d. 
Ztąd wynika że, albo trapez mający podstawy a i b i trapez 
mający podstawy a i c są oba razem możebne ; albo przeciwnie, 
trapezy mające podstawy, jeden d i c a drugi d i b są możebne. 

Nakoniec, gdy a—b=c—d, totakże a—c=b—d; 
wtedy żaden z ostatnich trapezów nie istnieje. 

Więc zagadnienie ma ogólnie trzy rozwiązania, albo tylko je- 
dno ; a może nawet nie mieć żadnego. 


ZAGADNIENIE XIX. 
Przez dany punkt A poprowadzić stycznę do koła danego O. 
Trzeba odróżnić dwa przypadki. 


T 1° Jeśli punkt A jest na okręgu ; ze 
śś skrajności Aypromienia ОА wyprowadź 
жй A prostopadłę AT, która będzie styczną 
szukaną (6). 

ри се 2° Dany punkt A jest zewnątrz koła 0. 

w. Przypuśćmy zagadnienie rozwiązane, ! 

| 0 niech będzie AB styczna do koła О 
N 2 w punkcie B. Ponieważ styczna koła jest 
prostopadła na skrajności promienia, 
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kąt ABO jest prosty. Więc punkt zetktęcia B leży na okręgu na- 
kreślonym na odległości АО jako średnicy, i także na danym 
okręgu 0; więc leży na przecięciu tych dwóch okręgów. To po- 
kazuje że zagadnienie ma dwa rozwiązania, i tylko dwa. 

Aby je otrzymać, dość nakreślić na odległości AQ jako śre- 
dnicy, okrąg który przetnie okrąg O w dwóch punktach B, C. 
Proste AB i АС będą dwiema szukanemi stycznemi. 


WNIOSEK. — Trójkąty prostokątne ABO, ACO, mające przeciw- 
prostokątnę АО spólną, i dwa boki ОВ, ОС równe jako promienie 
koła O, są równe. Ztąd wynika że 

Dwie styczne koła AB i AC, wychodzące z jednego punktu, sa 
równe ; prosta АО, która łączy ten punkt ze środkiem kota, jest dwój- 
sieczną kąta ВАС dwóch stycznych, i dwójsieczna kąta BOC dwóch 
promieni przechodzących przez punkta zetknięć ; nakoniec punkta ze- 


~ 


tknięć B i C sa SYMETRYCZNE wzgledem prostej АО. 
ZAGADNIENIE XX. 


Poprowadzić stycznę spólną dwom kołom danym. 


Przypuśćmy zagadnienie rozwiązane, i niech będzie : 


=) : 1° AA’ styczna zewnętrzna do 
ГО NA dwóch kół O, 0”. Poprowadź- 
| (60, —6%—>>s шу promienie zetknięć ОА, 
NR У O'A', i równoległęO'C do stycz- 
в пеј AA'. Czworobok АСО'А' 


jest APE więc ОС = ОА — О'А', і prosta O'C jest 
styczną do koła OC. Wszystko tedy przywodzi się do wyznaczenia 
punktu styczności С. Ten zaś punkt znajduje się poprostu nastę- 
pującem wykreśleniem : 


Ze środka koła O', promieniem równym różnicy ОА — О'А' 
promieni dwóch kół danych, nakreśl koło OC, i na odległości 00' 
środków tych kół jako średnicy, nakreśl drugie koło które prze- 
tnie pierwsze w punktach.C i D ; po czem, poprowadź promienie 
OCA i ODB, i do nich odpowiednio równoległe promienie O'A' i 
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O'B'. Nakoniec, poprowadź proste АА'і ВВ’ które będą szuka- 
nemi stycznemi zewnętrznie. 

Jako widzimy, dwie styczne zewnętrzne AA', BB' są o tyle mo- 
żebne o ile ze środka koła O' można poprowadzić dwie styczne 
do koła OC. Owoż te ostatnie wymagają żeby punkt O' nie padał 
wewnątrz koła OC, to jest żeby było 00/ >> ОА — О'А’. 

Więc, jeśli dwa dane koła O i 0 nie są wewnątrż jedno dru- 
giego, można zawsze poprowadzić do nich dwie styczne ze- 
wnętrzne spólne. Ale, gdy dwa dane koła są styczne wewnętrz- 
nie, w tym przypadku mają tylko jedną stycznę zewnętrzną 
spólną. 


Pw." 2° Niech będzie teraz AA' styczna 
A o wewnętrzna spólna dwom kołom О, 0'. 
| A \ iA N Poprowadźmy promienie zetknięć ОА, 


| 07 И" j) 0'A',irównoległę O'G do stycznej АА’. 

Ka Wy N Czworobok ACO'A' jest prostokątem ; 

więc ОС= ОА + O'A', i prosta O'C' 

jest styczną do koła OC. Ztąd wynika następujące wykreśle- 
nie : 

Ze środka koła О, promieniem równym summie ОА + О'А' 
promieni kół danych, nakreśl koło OC, i na odległości 00' 
środków tych kół jako średnicy, nakreśl drugie koło które prze- 
tnie pierwsze w punktach С i D; po czem, poprowadź promie- 
nie OC i OD, i do nich odpowiednio równoległe promienie O'A' 
i O'B'. Nakoniec, poprowadź proste AA' i BB! które będą szuka- 
nemi stycznemi wewnętrznemi. 

Wykreślenie daje ogólnie dwie styczne wewnętrzne, byle 
było 00' > ОА +-0'A'. To pokazuje że, ару do dwóch kół da- 


nych można było poprowadzić dwie styczne wewnętrzne spólne, 
trzeba i dość jest żeby te koła były zewnętrzne. Ale, gdy dwa 
dane koła są styczne zewnętrznie, w tym przypadku: mają tylko 
jedną stycznę wewnętrzną spólną. 

Z tego wszystkiego wynika że : 

19 Dwa koła zewnętrzne mają cztery spólne styczne: dwie 
zewnętrzne i dwie wewnętrzne. 
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2° Dwa koła styczne zewnętrznie mają trz; y spólne styczne : 
dwie zewnętrzne i jedną wewnętrzną (fig. 1). 


Бу 4 {8 шы 
3° Dwa koła sieczne mają dwie spólne styczne zewnętrzne (fig. 2). 
4* Dwa koła styczne wewnętrznie mają tylko jedną spólną sty- 
cznę zewnętrzną (fig. 3). 
5° Dwa koła wewnątrz jedno drugiego nie mają żadnej stycznej 
spólnej. 


UwaGA. — Dwa koła stanowią układ symetryczny względem 
linii środków ; więc ich spólne styczne spotykają się na tej linii, 
zewnętrzne zewnątrz dwóch kół, a wewnętrzne między niemi. 


CZWOROBOK WPISALNY I OPISALNY. 


OKREŚLENIE XVII. — Układ czterech 
linij prostych, z których każda spotyka 
wszystkie inne, nazywa się czworobo- 
kiem zupełnym ; i tak, figura АВСРЕЕ, 
utworzona ze czterech prostych AB, BC, 
GD, AD które się spotykają w sześciu 

F punktach A, В, C, D, E, F, jest 
czworobokiem zupełnym. 

To nazwisko pochodzi złąd że w czworoboku zupełnym znaj- 
duje się czworobok wypukły ABCD, czworobok wklęsły AECF' 
i czworobok krzyżowy BEDFB. 

Czworobok zupełny ma trzy przekątne AC, BD, EF które na- 
leżą do trzech jego czworoboków. 
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Wielokąt mający wszystkie boki styczne do koła, ale leżący 
zewnątrz tego koła, nazywać będziemy zaopisanym. 


TWIERDZENIE XXI. 


W czworoboku WYPUKŁYM wpisanym w koło kąty przeciwległe sa 
spełniające. — I NAWZAJEM. 


+. W czworoboku wpisanym ABCD, kąty prze- 
ŚNIEG ok ciwległe A i C mają za odpowiedające miary 
Б.) połowę łuku ВСР і połowę łuku BAD ; summa 
| | tych miar czyni półokrąg ; więc kąty przeciw- . 
AL Dror ległe А i С są spełniające. Tak samo katy B i D 
o są spełniające. 


NAWZAJEM, czworobok ABCD, mający katy przeciwległe А i С 
spełniające, jest wpisulnym. 

Jakoż, przez trzy wierzchołki A, В, С, poprowadźmy koło. 
Kąt wpisany ABC ma za miarę połowę łuku AEC zawartego 
między jego ramionami ; zatem kąt ADC, jego spełnienie z zalo- 
żenia, ma za miarę połowę łuku АВС, i dlatego musi być wpi- 
sany w odcinek koła AEC. Więc czworobok ABCD jest wpisany 
w koło АВС. 


WNIOSEK. — Prostokąt i trapez równoramienny sa czworobokami 
wpisalnemi, 


UwaGA. — W czworoboku krzyżowym wpi- 
sanym ABCD kąty przeciwległe, jako A i С, 
sa równe, | NAWZAJEM. 


TWIERDZENIE XXII. 


W czworoboku opisanym na kole, summa dwóch boków przeciwle- 
głych, równa się summie dwóch innych. 


Niech będzie ABCD czworobok wypukły albo wklęsły opisany 
na kole, i G, Н, K, L punkta zetknięć ; mamy AG =AL, 
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A BG = BH, CK =CH, DK — DL. 
ГА m Ztąd, dodając stronami, otrzy- 


DD A 
є/ mujemy 
Ą |, AB + CD=AD +-BC. 
/ | NAWZAJEM, czworobok ABCD 
BE 6 jest opisalny, gdy sammy bo- 
ków przeciwległych, AB + CD 
| i AD + BC, są równe. 
NA Bo, jeśli tak nie jest, można 
кй | JĄ zawsze wpisać koło które zos- 
А; bys зв tawi zewnątrz jeden z boków, 
| jako CD; wtedy, poprowa- 
dziwszy stycznę СЮ’, będzie · 
R — w czworoboku opisanym ABCD' 
/ | | AB +- С0' = AD! + BC; 
/ \ | / Ale z założenia 
KORĘ 7 AB ++ CD =AD + BC; 

B c ztąd, odejmując stronami wy- 
wodzimy (CD—CD' =DD'. Ten wynik pokazuje że bok DD' 
jest zero ; czyli że bok CD jest styczny do koła wpisanego. Więc 
czworobok ABCD jest opisalny. 

WNIOSEK. — Ukośnik jest opisalny. 


TWIERDZENIE XXIII. 


W czworoboku zaopisanym na kole, różnica dwóch boków przeciw- 
ległych równa się różnicy dwóch innych. 


A PZW 2 
л Albo wyraźniej , w czworoboku zaopisanym 
/ na kole summy boków tworzących kąty zaopi- 
pl sane są równe. 
fag N c w Jakoż, 1° uważając czworobok wypukły za- 
Y К ғ opisany ABCD, mamy 
7 TL AG=AL, ВН = Вб, СК =CH, DL =DK; 
4 \ zkąd wynika ` 
ч Аб — BG + BH — CH = AL— DL + DK- CK; 
— więc AB + BC = AD + CD. 
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2° W czworoboku wklęsłym АЕСЕ zaopisanym, znajdujemy 
AG — AL = о, ЕК — EG=0, CK — СН =о, FL- ЕН =0. 

Ztąd, dodając, wynika е 
AE -EC -- АР — СЕ =0 albo АЕ + EC = AF + СЕ. 
3° Nakoniec, w czworoboku krzyżowym ВЕРЕ AOR. 2 jest 
Ва — ВН = о, EK — Еб==о, DK — DL = о, ЕЪ—ЕН=о; 
Кай otrzymujemy ВЕ as ED= DF +- BE. _ 


UWAGA. — Wzajemnice dwóch ostatnich paragrafów są prawdziwe, 
to jest: Czworóbok wklęsły albo krzyżowy jest zaopisalny gdy różnica 
dwóch boków przeciwległych równa się różnicy dwóch innych. . 

Ale wzajemnica pierwszego paragrafu nie jest prawdziwa, Jakoż, w ró- 
wnoległoboku różnice dwóch boków przeciwległych są równe, a przecież 
równoległobok nie jest zaopisalny na kole. 


TWIERDZENIE XXIV. 

Część stycznej ruchomej, zawarta między dwiema stycznemi sta- 
temi, jakiekolwiek bierze położenie, jest widziana ze środka kota pod 
tym samym kątem albo pod katem spełniającym. 

a 


> 
РХ Niech będą dwie styczne stałe 
M АВ! AC w punktach D i E koła, 
| | Odróżniamy trzy oddzielne poło- 

żenia stycznej ruchomej, to jest : 
ы | 1° odcinek MN w kącie opisanym 
YA PA | BAC, 2° PQ w kącie zaopisanym 

з 7 ЕМ, 5 САР, i 3° położenie niższe RS. 

в/\ > = Хе 1° Kąt MON, pod którym widać 
rÁ e 0% A 79 ze środka kołaO odcinek ММ stycz- 
a MAS A У пеў ruchomej, jest stały jakiekol- 


wiek ta styczna bierze położenie w kącie BAC. Jakoż, пагу - 
wając F punkt zetkięcia stycznej MN, mamy kąt МОЕ = MOD, 
i kat NOF = NOE (zag. 19, wn.) : zatem kąt MON jest połową 
kata DOE; a że ten ostatni nie zależy od położenia stycznej MN ; 
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więc kat MON jest ten sam dla wszystkich położeń stycznej MN 
w kącie ВАС. 


2° Uważajmy w kacie zaopisanym САР stycznę ruchomą PQ 
która dotyka koła w punkcie G. Kąt POQ, pod którym widać od- 
cinek PQ ze środka koła O ‚ jest różnicą katów POG i QOG. Owoż, 
kąt POG jest połową kąta DOG, a kąt -QOG połową kąta ЕОС; 
więc kat POQ jest połową różnicy kątów DOG i EOG, to jest ró- 
wna się połowie kąta stałego DOE. 7 Р 


3° Nakoniec uważajmy stycznę ruchomą RS której punkt ze- 
tknięcia H, jest na łuku niższym DHE. Kąt ROH jest połową 
kąta DOH, a kąt HOS połową kąta EOH; zatem kąt ROS jest po- 
łową summy katów DOH i EOH; ja że ta summa katów z kątem 
DOE czyni cztery kąty proste, więc kąt ROS, rów ny połowie sum- 
my katów DOH+- EOH jest spełnieniem połowy kąta s stałego DOE, 
czyli jest spełnieniem kąta MON. _—_ s 

Jeśli styczne stałe BDiCE за równoległe, katy MON, POQ i ROS 
są PRS 

UWAGA. - — Obwód trójkąta AMN jest stały jakiek wiek styczna ruchoma 
MN ma położenie w kącie MAN. Bo MF=MD i NE = ХЕ: więc 
AM-- ММ 4 АХ = 240. © + m 

Dowiedzie się podobnie że w trójkącie Айз, AR ++ AS — RS = 2AD; 
tak samo w trójkącie APQ, PQ + AQ — AP =2AD. 


4 ! ' ; 
DALSZY CIĄG ZAGADNIEŃ KSIĘGI DRUGIEJ. 
4 
| ZAGADNIENIE ХХІ. 
М SE 
Poprowadzić dwójsiecznę kata dwóch linij prostych AB i CD, któ- 
rych punkt spotkania nie jest oznaczony. ` 
. с Poprowadź jakąkolwiek siecznę HK, i nakreśl 
£ | 


Gp | dwójsieczne HM, KM kątów wewnętiznych; 

m | punkt ich spotkania,M, jako równo odddalong 
od ramion HA, HK, KC, należy do dwójsiecznej 
Р; ч | kąta linij AB i CD. Nakteśl jeszcze dwójsieczne 
) | HN i KN; punkt ich sp kania N należy także 
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do dwójsiecznej | szukanej. Więc prosta MN jest szukaną dwój- 
sieczną. 


ZAGADNIENIE XXII. 

> 
Wykreślić trójkąt, znając podstawę, kąt przeciwległy i wysokość 
odpowiedająca. \ ‚ә? 


e 
E. яг. 
—— | Na linii AB, równej podstawie,  wykreśl 


\ odcinek koła obejmujący kąt równy danemu 
56) "e (zag. 10). Ż punktu A wyprowadź do pod- 
Ę | ү” 2) sławy prosto adłę AH równą danej wyso- 
№ > —/ kości; przez punkt H poprowadź równole- 
5 głę Ср do pod awy, i punkta С, D, wktórych 

ta опор rzecina Зак odcii a, połącz ze skrajnościami 
podstawy; d s, równe EA ABD rozwiążą zagadnienie. 

s e 


ZAGADNIENIE XXIII. “ = zz 
> я | . - 

Zbudować trójkąt, znając bok, kąt przeciwległy, i summę albo 

różnicę dwóch innych boków. - \ . 


\ 
„D 4° Niech będzie naprzód trójkąt АВС 
/ | w którym wiadome за: bok ВС, kąt pr przeciw- 
| legły A i summa boków AB -+ АС. 


А nei ГЕ >rzedłużmy bok ван weźmy długość AD 

X X | równą bokowi АС. kącie równora- 

я / "o miennym ACD, kąt zewnętrzny BAC = 2D; 
B с co pokazuje że kąt D jest połową danego 


kata A. Więc trójkąt BCD, w którym boki BC, BD, i kąt D są 
wiadome, wykreśli się sposobem już znanym (zag. 14). Po czem 
dość wyprowadzić, ze środka E boku CD, prostopadłę EA która 
wyznaczy wierzchołek А ; i trójkąt ABG rozwiąże zagadnienie, 
które może mieć drugie rozwiązanie ; albo nie mieć żadnego, 

2° Niech będzie teraz “ бука ABC, w którym "RER są : 
bok BC, kąt przeciwległy A, i róż піса boków АВ — 
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A, Na boku AB, weźmy długość AD równą bo” 
A kowi AC. W trójkącie prostokątnym ADE, kąt 

/ | \ zewnętrzny BDC = 1P + + A.Więc trójkąt BCD, 
/. 4 w którym są wiadome: bok ВС, kąt przeciw- 
A pi "h *lęgły D i bok BD, wykreśli się jako wia- 
-,domo; po czem dość wyprowadzić, ze środka 
Бї ср, ME EA która wyznaczy wierzchołek А; i trój- 

kat ABC będzieszukany. Może być drugie rozwiązanie, albo żadne. 


UWAGA. — Oznaczając przez A, B, C, jako zwykle, kąty trójkąta АВС 
mamy w trójkącie BCD, na mocy 1° 
kąt BCD = ВСА + AGD=C--;A ; 
a że w trójkącie АВС kat +A=1p —{В—{С; 
więc, dodając stronami, znajdziemy, | 
kąt ВСЮ = 4р + ;(0—B). 
Podobnie w trójkącie BCD, mamy na mocy 2° 
kat BCD = ВСА — РСА =C— 1P+-3A. 
Ale, w trójkącie ABC, „Кк ;A=1P —5B—;C; 
więc, dodając stronami, otrzymamy 
kat BCD =; (C —B). 
_ Та uwaga może służyć w zagadnieniach w których wiadome są : różnica 
dwóch kątów trójkąta, i summa albo różnica boków przeciwległych. 


© ZAGADNIENIE XXIV. 
ARE 
Zbudować trójkąt, znając dwójsiecznę kata, ośródkowę boku 
przeciwległego, А wysokość oapowiedajacą.  . 


-aKo Przypuśćmy zagadnienie rozwiązane, niech 


, będzie w trójkącie АВС, dwójsieczna CD 
„o kąta, ośródkowa СК boku przeciwległego 


\ i | АВ, i wysokość CH trójkąta odpowiedająca 
Ае кё " temu bokowi. Opiszmy koło natrójkącie ABC. 
PR Widzimy zaraz że średnica, przechodząca 


przez K, spotyka przedłużoną dwójsiecznę CD, we środku E 
łuku AEB. Owoż, w trójkącie równoramiennym СОЕ, kąt OCE 
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jest równy katowi СЕО, a ten ostatni równy kątowi DCH. 
Więc dwójsieczna CD kąta ACB jest dwójsieczną kata OCH, utwo- 
rzonego przez promień OC i wysokość CH. 

Ztąd wynika rozwiązanie zagadnienia : wykreśl trójkąt prosto- 
Кашу CHK, mający ośródkowę CK za przeciwprostokątnę, a 
wysokość CH za jeden z boków ; z punktu K wyprowadź prosto- 
padłę KO do KH, i z wierzchołka С jako środka, promieniem 
równym dwójsiecznej CD, nakreśl łuk koła, który przetnie 
bok KH w punkcie Р: potem zrób kąt DCO równy DCH, prze- 
cięcie ramienia СО z prostopadłą KO wyznaczy środek koła O, 
i promień OC: nakoniec nakreśl koło OC które przetnie prostę 
KH w punktach A, B, i da szukany trójkąt ABC. 


Uwaga. — Czytelnik, uważając że kąt ECF jest prosty, albo że CE jest 
cięciwą koła opisanego, znajdzie łatwo inne rozwiązania. 


ZAGADNIENIE XXV. 


Przez punkt A, spólny dwom okręgom О, О', poprowadzić siecz- 
nę BAC, tak żeby jej część BO, zawarta między temi okręgami, była 
równa linii danej. 

Przypuśćmy zagadnienie rozwiązane, i niech będzie najpierwej 
cięciwa BC, summa dwóch cięciw AB i AC, równa danej linii. 


poz Ze środków kół О, ©! spuśćmy 
BA. D 3\7 7. prostopadłe OD, O'E na ВС, i przez 
ВЕ. "W = ла Ja punkt O' poprowadźmy równoległę 
\ E- "Jw | O'H do BC. Prosta НО! równa się 
ia 8, и połowie cięciwyBC. Więc, aby roz- 
Kaz "— 


wiązać zagadnienie, trzeba wykreślić 
trójkąt prostokątny ОНО’, mający odległość 00' środków dwóch 
kół danych za przeciwprostokątnę, i bok НО’ równy połowie 
linii danej; po czem, przez punkt A poprowadzić, równolegle 
do НО”, cięciwę BC która będzie linia żądaną. 

Ten przypadek ma drugie rozwiązanie cięciwę B'C'. 

Przypuśćmy powtóre że cięciwa BC, która czyni różnicę dwóch 
cięciw AB i AC, równa się danej linii. 
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LR M Jeśli ze środków kół O, О! spus- 

© 8 cimy prostopadłe OD, O'E na ВС, i 

а ES х ` przez O! poprowadzimy równoległę О'Н 

Í 20] | do ВС; prosta О'Н będzie równa poło- 

| Je | wie cięciwy BC; i zagadnienie roz- 

N sie NSS /, wiążesię jako w poprzedzającym przy- 

мт 2/ В padku. 

НИМ 5ш 


Теп przypadek ma także drugie rozwiązanie, cięciwę B'C'. 


WNlosEk. — Prostopadła ВО’ do OD jest największą możebną, 
czyli maximum, gdy się równa odległości 00'. Więc cięciwa ВС 
jest maximum gdy jest równoległa do linii środków kół 00'. 


ZAGADNIENIE XXVI. 


Wykreślić trójkąt równoboczny, mający obwód największy może- 
bny i którego boki przechodzą przez trzy punkta А, В, С. 


każ R Niech będzie trójkąt szukany PQR. Wierz- 
x X гр  chołek kąta P leży na łuku odcinka koła, 
КА / yA ) który obejmuje kąt 609, i jest opisany na AB. 


é ГҮ VE Tak samo wierzchołek kąta Q leży także 
sę 4 c na odcinku koła który obejmuje kąt 60°, 
`/ i jest opisany na AC. Jeśli więc na AB i AC 
3 jako cięciwach opiszemy odcinki koła obej- 
mujące kąt 60°, i przez A poprowadzimy cięciwę PQ największą 
możebną (zag. 25), a potem poprowadzimy proste PB i QC które 
się przetną w punkcie R; otrzymamy trójkąt równoboczny PQR, 
mający obwód największy możebny, i którego boki przechodzą 
przez trzy punkta A, B, C. 


ZAGADNIENIE XXVII. 


Nakreślić koło styczne do linii prostej АВ, і do koła O w danym 
punkcie С. 


Przypuśćmy zagadnienie rozwiązane; i niech będzie X szukane 
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koło, stycznedo prostej AB, 
N i do koła O w punkcie C. 
| Poprowadźmy przez С spól- 
2 0 |/ ną stycznę CD do kół Oi X, 
А ) która przetnie AB w punk- 
> cie D. Środek koła X leży na 
DEEP С: [2 а Za. prostej ОС, іпа dwójsiecznej 
А B > DX kąta stycznych DC, DB. 
Więc, jeśli poprowadzimy prostę OC i dwójsiecznę DX kątaCDB ; 
punkt przecięcia tych linij wyznaczy środek koła X і jego pro- 
mień XC. Otrzymujemy tym sposobem koło styczne zewnętrznie. 

Jeśli zaś poprowadzimy dwójsiecznę DY kąta CDA, jej przecię- 
cie z prostą OC wyznaczy śrobek Y i promień YC koła które 
będzie szyczne otaczające. 

Jako widzimy, zagadnienie ma dwa rozwiązania; albo tylko 
jedno, jeśli punkt zetknięcia C leży na średnicy koła O, prostopa- 
Че) do AB. Ale, gdy prosta AB jest styczną koła w punkcie С, 
wtedy zagadnienie jest niewyznaczone, to jest wtedy wszystkie 
koła styczne w punkcie C do koła О są zarazem styczne do tej 
prostej AB. Nakoniec, gdy prosta AB jest sieczną koła O w punk- 
cie C, zagadnienie jest niemożebne. 


ZAGADNIENIE XXVIII. 


Nakreślić koło styczne do koła O, i styczne do linii prostej AB 
w danym punkcie С. 

к Niech będzie koło XC, styczne 

zewnętrznie do koła O i do prostej AB 

w punkcie С. Jego środek X znaj- 


| E | duje się na prostopadłej CX do AB. 
|, | Е x Owoż, odległość środka koła X od 
\ p /) | środka koła О równa się summie 
NO si promieni tych kół ; więc, jeśli na 

= N= t) К, prostopadłej CX, weźmiemy odle- 

wau Е Т głość CH równą promieniowi OD 


koła danego, środek X będzie równo 


ddalony od „punktów О i H, a 
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przeto będzie się znajdował na prostopadłej wyprowadzonej ze 
środka prostej OH, Ztąd wynika że przecięcie tej prostopadłej 
z prostopadłą CX wyznacza środek szukanego koła X, i jego pro- 
mień XC. 

Podobnie rozumując, widzimy że, jeśli na prostopadłej CX, weż- 
miemy odległość CK równą promieniowi OD, i ze środka pros- 
tej OK wyprowadzimy prostopadłę, to ona przetnie СХ i wyzna- 
czy środek Y koła stycznego otaczającego, i jego promień YC. 

Zagadnienie ma ogólnie dwa rozwiązania; ale może być niewy- 
znaczone, a nawet niemożebne. 


UWAGA. — Czytelnik, uważając że punkta zetknięć С, D, i skrajność E 
średnicy prostopadłej do AB, leżą w linii prostej, znajdzie łatwo środek 
koła X i jego promieni. Tak samo, punkta С, F, G leżą w linii prostej ; co 
daje koła styczne Y. 


ZAGADNIENIE XXIX. 


Przez punkt A poprowadzić koło, danego promienia, styczne do 
koła О. 


3 N Nazwijmy, dla skrócenia, R promień koła 
p~ { A wiadomego O, a zaś d długość promienia da- 
( ^c oA nego. Trzeba odróżnić dwa przypadki: 
ЗЕ”, \ 1° Punkt A jest dany zewnątrz koła O. 
\% Z punktu A jako środka, promieniem 4 
Z zakreśl łuk koła, i ze środka О, promieniem 
rf N równym summie R 4- d zakreśl drugi łuk 
WA | koła. Ogólnie te dwałuki przetną się w punk- 
żyć А tach В, B', które będą środkami dwóch kół 
„4 stycznych zewnętrznie do koła О. 
| с | Jeśli d > R, z punktu A jako środka, pro- 
ę / mieniem d nakreśl łuk koła, i ze środka O, 
— promieniem równym różnicy d — R, nakreśl 
drugi łuk ER Te dwa łuki, ogólnie mówiąc, przecinają się 
w dwóch punktach С i C' które są środkami dwóch kół otaczaja- 
cych, stycznych do koła O. 
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X Jeśli punkt A jest dany wewnątrz koła O, trzeba żeby dłu- 
f gość d była mniejsza od R. 
Am A R” Wtedy z punktu A, promieniem D, nakreśl 
| Juk koła, ze środka О promieniem równym 
(— różnicy R — d, nakreśl drugi łuk koła. Jeśli 
NK 57 te dwa łuki przecinają się w punktach E i Е’, 
= te punkta są środkami dwóch kół stycznych 
wewnętrznie do koła O. 
Zostławiamy czytelnikowi dyskusyę zagadnienia, które może 
mieć cztery rozwiązania, albo tylko trzy, dwa, jedno; a nawet nie 
mieć żadnego. 


ZAGADNIENIE XXX. 


Majac dane na płasczyznie trzy punkta A, B, С, znależć czwarty 
z którego widać odległości AC i ВС pod katami wiadomemi. 


T z € К 
2 A, 7 u 
/ ONE / ą | СЕЗ; Al \ N 
Т (i) —% | A С л рь Е №) 
\ A | o - A) W / \ — W 
. % z RR / żę | e 
5 


Przypuśćmy zagadnienie rozwiązane, i niech będzie w ką- 
cie ACB punkt szukany D (fig. 4). Ponieważ z tego punktu odle- 
głości AC i BC mają być widziane pod kątami danemi ADC = « 
і BDC = {; więc, aby wyznaczyć punkt D, dość nakreślić na li- 
niach АС i BC jako cięciwach, odcinki kół które obejmują odpo- 
wiedające katy о i$; punkt przecięcia łuków tych odcinków 
bęflzie żądanym punktem D. 

Zagadnienie ma tylko jedno rozwiązanie, które nie zawsze jest 
możebne. Jakoż, łuki rzeczonych odcinków kół mogą się przeci- 
паб w kącie ACB, co właśnie daje powyższe rozwiązanie; albo 
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się przecinać poza tym katem, albo też być styczne w punkcie С, 
co pokazuje że szukany punkt D nie istnieje w kącie D. 

Jeśli summa kątów a + 8 + С = ар, jako na fig. 2, odcinki 
kół mają spólną stycznę ST, i oczywiście zagadnienie jest niemo- 
żebne. 

А jeśli summa kątów a + 6 + С ==2P, jako na fig. 5, odcinki 
kół за styczne w punkcie C; wtedy, albo oba koła, dające te od- 
cinki, schodzą się w jedno koło АСВ, i zagadnienie jest niewy- 
znaczone, to jest każdy punkt D, leżący na łuku AB rozwiązuje 
zagadnienie ; albo te dwa koła styczne są oddzielne, i zagadnienie 
jest niemożebne. 


Fu b Е? 

Gdyby szukano punktu D w kącie A'CB', który jest wierzchoł- 
kiem przeciwległy katowi АСВ, rozumowanie byłoby podobne 
powyższemu, fiy. 1. 

Nakoniec można także szukać punktu D poza kątem ACB, jako 
pokazuje fig. 2. W tem położeniu wiadome są katy ADC = <, 
i BDC = В; ztąd kąt ADB = ß — а. Więc szukany punkt D jest 
punktem z którego widać odległości AB i AC pod kątami wiado- 
memi; co właśnie przywodzi do pierwszego przypadku. 

Szczegółowa dyskussya tego zagadnienia należy do Trygono- 
metryi. 


ZAGADNIENIE XXXI. 


Mając dane dwa wielokaty równe, znaleźć na ich płasczyznie 
punkt taki żeby, obracając około niego jeden z tych wielokątów, 
można byto sprowadzić na drugi i wykonać przystawienie. 


Niech będa dwa wielokaty równe ABCDE, A'B'C'D'E' w któ- 
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pd Е rych bok AB = АВ, BC = BU... 
aj Ne / > ikat A= A', kąt B= В... Popro- 
н. | (A c) wadźmy proste АА', ВВ’, i z ich środ- 

A tg 05, ków wyprowadźmy prostopadłe НО, 


JK /w КО które się przetną w szukanym 
| punkcie О. Jakoż, połąaczmy ОА, OB, 
і ОА’, OB'. Trójkąty АОА’, BOB' są 
równoramienne; zatem trójkąty ОАВ, 
oY OA'B' mające trzy boki równe każdy 
każdemu, są równe. Więc, jeśli obró- 

cimy figurę ОАВСРЕ około punktu O, tak żeby bok OA poszedł 
po ОЛ’, trójkąt OAB przystanie do swojego równego OA'B'. Ztąd 
wynika że kąt ABC pierwszego wielokąta przystaje do swojego 
równego А'В'С' w drugim wielokącie ; zatem punkt С pada па C'; 
i tak dalej. Więc te dwa wielokąty równe przystają do siebie. 


UwaGA. — Gdy boki odpowiedne AB, A'B' są równoległe i 
skierowane w jedną stronę, wtedy prostopadłe НО, KO ѕа równo- 
legie. W tym przypadku, wykona się przystawanie dwóch wie- 
lokatów równych ruchem przeniesienia, to jest posuwając jeden 
wielokąt ku drugiemu tak żeby wierzchołki np. A, B, C opisały 
linie proste, równe i równoległe, AA', BB', СС’... 

Gdy dwa wielokąty równe są przewrócone, wtedy nie można 
wykonać ich przystawania ani ruchem wirowym, (około punktu), 
ani ruchem przeniesienia. 


ZAGADNIENIE XXXII. 


Znaleźć największą spólna miarę dwóch linij prostych, i wyzna- 
czyć ich stosunek liczebny. 


Spólną miarą dwóch linij AB, CD, jest linia która się w nich 


mieści dokładną liczbę razy, to jest bez reszty 
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Ponieważ największa spólna miara tych dwóch linij nie może 
przewyższać mniejszej CD, probujemy czy CD nie mieści się do- 
kładnie w AB. 

Przenieśmy więc GD na AB tyle razy ile można, i przypuśćmy, 
dla utkwienia myśli, że 

АВ =20D--EB; 


Powiedam że największa spólna miara między AB i QD jest ta 
sama co między CD i EB. 

Jakoż, wszelka prosta mieszcząca się dokładnie w AB i GD 
dzieli 2 СЮ czyli AE, zatem dzieli EB; więc ta linia jest spólną 
miarą między CD i EB. Nawzajem, wszelka linia mieszcząca się 
dokładnie w CD i EB dzieli 20D czyli AE, zatem dzieli AB; 
więc ta linia jest spólną miarą między AB i GD. Ponieważ tedy 
«wszystkie spólne miary między AB i С” są te same co między CD 
i EB, więc największa spólna miara tych trzech linij jest także 
ta sama. 

Przenieśmy teraz resztę EB na dzielnik QD, i przypuśćmy że 

CD =3 EB +-FD. 

Dowiedzionoby, jako wyżej, że największa spólna miara trzech 
linij CD, EB, FD jest ta sama. 

Ponieśmy FD na EB, i przypuśćmy że 

EB—=2FD + GB. 

Nakoniec, ponieśmy GB na FD, i dajmy że się mieści dokładnie 

cztery razy, to jest: 
| FD =4 GB. 

Więc linia GB jest największą spólną miarą dwóch linij da- 
nych AB, QD. 

Aby znaleźć stosunek liczebny linij AB i CD, podstawmy 
wartości wyrażone w linii BG. 

Idąc w górę, otrzymujemy równości : 

EB = 2 (4GB) + GB =9 BG. 
CD = 3 (9BG) + 4 BG—= 31 BG. 
AB=— 2 (31 BG) + 9BG = 71 BG. 
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Zatem stosunek dwóch linij danych, wyrażony liczebnie, 


" AB u 
PE рй 
Uwaca. — Metoda znalezienia największej spólnej miary 


dwóch linij danych jest właśnie ta sama która służy do znalezie- 
nia największego spólnego dzielnika dwóch liczb. Należy jednakże 
dowieśdź że, tak działając, dochodzi się zawsze do reszty zero, 
gdy dwie linie dane są spółmierne ; a przeciwnie, do reszt coraz 
mniejszych, nieograniczenie, gdy dwie linie dane są niespoł- 
mierne, 

Nazwijmy, dla skrócenia, A i B dwie linie dane; R,, R}, В,.... 
reszty po sobie idące ; Q,, Qa, Q;... ilorazy odpowiedające :. 
będzie: A=BQ, +Е,, B=R,Q,--lt,, R,=R,0Q,--R,; etc. 

Uważajmy teraz że reszta jest zawsze mniejsza od połowy 


dzielnej, R, <5; albowiem, jeśli dzielnik jest mniejszy od po- 


łowy dzielnej, to tem bardziej reszta ; a jeśli dzielnik jest większy 
od połowy dzielnej, to oczywiście reszta jest od niej mniejsza. 
Na mocy tego, mamy: 


B R хе. B 
R, < 5» R, <3; R< z» a tem bardziej R, < 
"ech B 
Następnie R, = A: AC więc „< = 


Jako widać, reszty maleją coraz bardziej ; więc, jeśli dwie linie 
dane А, B mają spólna miarę, postępując wedle metody, doj- 
dziemy koniecznie do reszty zero ; bo inaczej, spólna miara tych 
linij, dzieląc wszystkie reszty, musiałaby dielić resztę mniejszą od 
wszelkiej ilości danej ; co niedorzeczne. 

Gdy dwie linie są niespółmierne, wtedy, otrzymawszy resztę 
przyzwoicie małą, można na tem działaniu poprzestać, i wziąć 
znalezioną resztę za spólną miarę przybliżoną ; co da stosunek li- 
czebny przybliżony. 

Dla uniknienia zbyt małych linij, dobrze jest dwoić albo troić 
dwie reszty po sobie idące; co ułatwi ich porównanie, nie prze- 
inaczając bynajmniej największej spolnej miary. 
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Aby znaleźć największa spólna miare dwóch kątów, dość jest, zich 
wierzchołków jako środków, i jednym promieniem, nakreślić łuki 
kół zawarte między ramionami tych kątów, i szukać największej 
spólnej miary łuków, sposobem wyłożonym powyżej. 


ZADANIA. 


y nakreślono, м 
promieniem AO, łuk koła BOC ; ze środka О promienient 50%, пікгейойо 
drugi łuk koła który M Wi pierwszy w punktach B i С; poprowadzono 
proste OB, OC które spotykają okrąg O w punktach D i E. Dowieśdź że proste 
AD i AC sa styczne do koła O. 


63. — Z punktu A jako środka, wziętego zewnątrz koła o 


UWAGA. — To twierdzenie daje sposób opisowy prowadzenia stycznej do 
koła, który gdzie indziej zastosować się może ; ten któryśmy wyłożyli 
w zag. XIX jest sposobem у to jest opartym na miarze kąta. 

61. — W trójkącie prostokątnym, średnica koła wpisanego równa się 
przewyżce sammy boków kąta prostego nad przeciwprostokątną. 

65. — Dwa trójkąty sa równe gdy mają bok, kąt preciwległy i jego 
dwójsiecznę, odpowiednio równe. 

66, — Trójkąt mający dwie dwójsieczne równe, jest równoramienny, 

67. — Trójkąt ABC jest wpisany w koło; trzy jego wysokości spotykają 
się w H, wewnątrz albo zewnątrz koła; prostopadła AH spotyka bok DC 
w D,a okrąg w E. Dowieśdź że ЮН == DE, Tak samo o dwóch innych. 

68. — Między wszystkiemi trójkatami, mającemi równą podstawę i 
równy kąt przy wierzchołku, trójkąt równoramienny jest największy i ma 
obwód największy możebny. 

69. — Okrąg przechodzący przez dwa wierzchołki trójkąta i przez punkt 
spotkania trzech wysokości równa się okręgowi opisanemu. 

70. — Dowieśdź że trzy wysokości trójkąta są dwójsiecznemi katów 
w trójkącie który ma za wierzchołki spodki tych wysokości, 1 NAWZAJEM. 

71. — W trójkącie wpisanym w koło, odległość środka kola od środka 
jednego z boków jest połową odległości wierzchołka, przeciwiegłego bo- 
kowi, od punktu spotkania trzech wysokości. 


72, — Dowieśdź że najmniejsza linia, zawarta w kącie, jaka przez punkt 
w 
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dwójsiecznej lego kala poprowadzić można, jest prostopadła do dwój- 
siecznej. 

73. — Dowieśdź że 1° wielokąt równoboczny wpisany w koło jest 
równokąatny. 

2° Wielokąt równokatny opisany na kole jest równoboczny. 


Wzajemnice tych dwóch twierdzeń wtedy tylko są prawdziwe gdy wielo - 
katy mają nieparzystą liczbę boków. 


74. — Są dane w kole dwie cięciwy równoległe AB, CD; przez skraj- 
ności A i B poprowadzono sieczne jakiekolwiek AEF i BGH, które spotykają 
cięciwę CD w punktach E, G, a okrąg w punktach F, H. Dowieśdź że cztery 
punkta E, F, H, G sa na jednym okręgu. 


75. — Przez punkt zetknięcia dwóch kół poprowadzono dwie sieczne ; 
dowieśdź że cięciwy łączące ich skrajności sa równoległe. і 


76. — Są dane dwa koła przecinające się w punktach А, В; przez punkt 5 
płasczyzny poprowadzono dwie sieczne SGAD, SEDF. Dówieśdź że cięciwy 
CE, DF są równoległe. 


77. — Z punktu danego na płasczyznie koła poprowadzono ciąg siecznych 
do tego koła. Dowieśdź że środki cięciw są na jednym okręgu. 


78. — Gdy trzy koła за styczne po dwa, wtedy trzy styczne punktów 
zetknięcia spotykają się w jednym punkcie. 

79. — Przez punkt A poprowadzono, do prostej MN, dwie jakiekol- 
wiek proste AB, AG; i, do tych ostatnich, wyprowadzono z punktów 
przecięć В, С, prostopadłe BD, CD; potem, z tego samego punktu A, 
poprowadzono znowu do MN dwie proste АВ’, АС”, tak żeby kąty BAW, 
CAC! były równe ; z punktów przecięć B'i С wyprowadzono do АВ’, АС” 
prostopadłe B'D/, C/D. Dowieśdź że punkta A, D, D sa w linii prostej. 

80. — Na dwóch bokach trójkąta, jako średnicach, nakreślono okręgi. 
Dowieśdź że te dwa okręgi przecinają się na trzecim boku trójkąta. 

81. — Sa dane dwa koła O, O! styczne wewnętrznie w punkcie A. Do- 


koła O poprowadzono stycznę ВС w punkcie D, która przecina koło O! 
w punktach В, C. Dowieśdź że prosta AD jest dwójsieczną kata ВАС. 


82. — Podzielono cięciwękoha na trzy równe części. Dowieśdź że promie- 
nie przechodząceprzez punkta podzialu nie dzielą luku na trzy części równe. 
83. — Na stycznej koła O w punkcie A, wzięto dwa punkia В, С, i po- 


prowadzono styczne BD, CE w punktach D, E; połączono punkta zelknięć 
AD i AE. Dowieśdź że katy ВОС i DAE sa równe. 
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84. — Z punktu A poprowadzono do koła O stycznę AB, i promieniem 
AB nakreślono łuk koła który przecina prostę OA w punkcie C. Dowieśdź 
że punkta B, C, są w linii prostej z jedną skrajnością średnicy DE prosto- 
padłej do OA. 


85. — Jest dany trójkąt АВС prostokątny w A. Na prostę jakąkolwiek BD, 
która spotyka w D ramie AC, spuszczono prostopadłę CE która spotyka w E 
ramię AB. Dowieśdź że linia prosta DE jest prostopadła do przeciwprosto- 
katnej BC. 


86. — Przez punkt przecięcia A dwóch okręgów, poprowadzono dwie 
sieczne jakiekolwiek BAC, DAE. Dowieśdź że sieczne BD, CE, spotykają się 
pod katem stałym. 


87. — Przez środek P danej cięciwy MN koła, poprowadzono dwie cię- 
ciwy APB, CPD, i łącząc ich skrajności, utworzono czworokąt. Dowieśdź 
że dwa boki przeciwległe tego czworokąta spotykają daną cięciwę w dwóch 
punktach równo oddalonych od jej środka E. 


F8$. — Przez każdy wierzchołek trójkąta i środki dwóch boków przyle- 
głych poprowadzono okrąg. Dowieśdź że te trzy okręgi przecinają się 
w jednym punkcie. 

89. — W danem kole O nakreślono dwie średnice prostopadłe AB, СО; 
przez punkt B poprowadzono siecznę BE która spotyka średnicę CD 
w punkcie F; przez punkta A i E poprowadzono styczne które się spo- 
tykają w punkcie б, Dowieśdź że prosta FG jest prostopadłą do GD. 

90. — Przez punkt A, wzięty zewnatrz kola O, poprowadzono średnicę 
АОВ i siecznę ADE. Dowieśdź że, jeśli odcinek zewnętrzny АС siecznej 
równa się promieniowi, wtedy kat COA jest jedną trzecią kąta DOB. 


91. — Na przedłużonym promieniu ОА, wzięto punki B tak że BA równa 
się promieniowi Ол, i z tego punktu B spuszczono prostopadłę BD na 
stycznę jakąkolwiek CD; połączono AD. Dowieśdź że kąt ADB jest jedną 
trzecią kąta DAO. 


92. — Przez punkt A płasczyzny koła O poprowadzono jakakolwiek 
siecznę AGD, średnicę AO i prostopadłę AB do tej średnicy ; przez punkta 
CiD poprowadzono styczne CE i DF które spotykają prostopadłę AB 
w punktach E i F. Dowieśdź że odległości AE, AF są równe. 

93, — Dwa koła przecinają się w dwóch punktach A i B; przez punkt A 
poprowadzono dwie sieczne jakiekolwiek CAD, BAF, i przez ich skrajności 
sieczne DE, FC które się spotykają w punkcie S. Dowieśdź że kat 5 jest 
stały. 
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94 — Jest dany trójkąt ABC; z punktu jakiegokolwiek O jego płasczy- 
zny, spuszczono na boki trzy prostopadłe OD, OE, OF, i polączono ich 
spodki; na trójkątach ODE, ODF, OEF opisano okręgi, Dowieśdź że środki 
tych trzech okręgów są wierzcholkami trójkąta którego obwód jest połową 
obwodu trójkąta danego. 


95. — Na trójkącie równobocznym АВС opisano skrąg, i połączono 
punkt M tego okręgu z wierzchołkami. Dowieśdź że największa ze trzech 
cięciw, dajmy na to MA, równa się summie dwóch innych, MB -- MC. 

I NAWZAJEM, jeśli punkt M, połączony z trzema wierzchołkami A, B, © 
trójkąta równobocznego, daje np. MA=MB + MC, ten punkt leży na 
okręgu ABC. 


96. — Na bokach trójkąta ABC, nakreślono zewnętrznie trójkąty równo- 
Капе ABC’, ACB’, BCA’. Dowieśdź 1° że proste AA’, BW, СС' są równe ; 
2° że się spotykają w jednym punkcie ; 3° że z tego punktu widać boki trój- 
kąta АВС pod tym samym katem. 


97. — W czworobok wpisano cztery koła, tak że każde jest styczne 
do trzech boków ; dowieśdź że środki tych czterech kół są na jednym 
okręgu. 


. 

Tak samo, jeśli cztery kola są zawpisane w czworobok, to jest jeśli każde 
jest styczne do jednego z boków i do przedłużenia dwóch boków przyle- 
głych, środki tych kół Jeża na jednym okręgu. 

98. — Na każdym boku czworokąła ABCD wpisalnego, jako cięciwie, 
nakreślono okrąg; te cztery okręgi przecinają się w czterech punktach L, 
M, N, P różnych od A, B, C, D. Dowieśdź że czworokąt LMNP jest 
wpisalny. 

99. — Dówieśdź że, w czworoboku zupełnym, koła opisane na jego czte- 
rech trójkatach ABC, ADE, BCE, BCF przechodzą przez jeden punkt, i że 
ten punkt i cztery środki kół ва na jednym okręgu. 

100. — Spodki prostopadłych spuszczonych na boki trójkąta, z jednego 
punktu wziętego na okręgu opisanym, są w linii prostej, 

101. — Nazywając K środek kola wpisanego w trójkąt АВС, К', К”, К”, 
środki kół zawpisanych w katy A, B, C; dowieśdź że 4° koło opisane na 
trójkącie przechodzi przez środki prostych KK’, КК”, KK”/, 2 punkta B, С, 
K, K’ są na jednym okręgu, którego środek jest na przecięciu linii KK’ 
z okręgiem opisanym ; 3° punkta B, С, K”, K™ są na jednym okręgu, któ- 
rego środek jest na przecięciu linii K“K™ z okręgiem opisanym. 


102. W — trójkącie wpisanym w koło punkt spotkania trzech wysokości, 
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środek jednego boku i skrajność średnicy przechodzącej przez wierzchłek 
przeciwległy bokowi, leżą w linii prostej, 

103. — Oznaczając przez R promień koła opisanego na trójkącie АЗС; 
i przez r,r’, r”, r”/ promienie kół wpisanego i zawpisanych ; przez д, д! 87 
prostopadłe spuszczone na boki ze środka koła opisanego ; przez s, s, s” 
strzałyto jest odcinki tych prostopadłych zawarte między bokami і okręgem 
opisanym : dowieśdź że 

pły" | r! =4R--r 
94-97407 Rr 
ssip =2f — r. 

Uwaga. — Gdy środek koła opisanego pada zewnątrz trójkąta, wedy 
trzeba brać jedne prostopadłe dodatnie a drugie odjemnie. 

104. — Środki trzech boków trójkąta, spodki trzech wysokości, i średki 
odcinków, łączących punkt spoikania tych wysokości z wierzchołkami tój- 
kąta, stanowią dziewięć punktów które leżą na jednym okręgu koła. Pronień 
tego koła, kióre nazwano kołem dziewięciu punktów, jest połową pronie- 
nia koła opisanego, a jego środek jest we środka linii łączącej punkt 
spotkania trzech wysokości ze środkiem koła opisanego. Koło dziewięciu 
punktów dotyka wewnętrznie koła wpisanego w trójkąt a zewnętrznie trech 
kół zawpisanych. 

105, — Poj rowadzić stycznę koła równoległą do prostej danej. 

106. — Jaka najkrótsza droga z A do B, dotykająca okręgu О? 


107. — Mając dane trzy punkta А, B, C, znaleźć czwarty M taki żeby 
summa odległości MA + MB +- MC była najmniejszą możebną. 


108. — Przez punkt A, dany w kole, poprowadzić cięciwę BAC, tak żeby 
jej odcinki AB, AC czyniły różnicę daną. 

109. — Mając dane na równinie cztery punkta A, В, С, D, nie leżące 
w linii prostej, poprowadzić drogę kołową, tak żeby przechodziła w równej 
odległości od tych punktów. 

110, — Nakreślić okrąg, danego promienia, styczny w punkcie danyn do 
prostej danej, albo do okręgu danego ; albo też styczny do dwóch prosych 
danych, ałbo styczny do dwóch kół danych. 

141. — Nakreślić koło styczne do dwóch prostych, albo do dwóch kół 
danych, ałbo do prostej i do koła, znając jeden punkt zetknięcia. 


112, — Przez punkt A, poprowadzić koło styczne do danej prostej BC, 
takie żeby średnica przechodząca przez A tworzyła z tą prostą kąt równy 
danemu. 
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119. — Mając dane z położenia dwie linie proste, wykreślić okrąg, danego 
promienia, któryby przejmował na tych liniach dwie cięciwy długościdanej. 

114. — Podzielić łuk kola na dwie części, takie żeby summa albo różnica 
ich cięciw równała się linii danej, 

115. — Przez punkt dany na płasczyznie kąta poprowadzić linię prostą, 
taką żeby tworzyła z ramionami kąta trójkąt mający obwód deny. 

146. — Mając dane dwa ckręgi, poprowadzić spólną siecznę, tak żeby 
cięciwy na niej przejęte równały się liniom danym. 

Przypadek szczególny gdy sieczna jest styczną do jednego z dwóch 
okręgów. 

117. — Z danego punktu jako środka, nakreślić koło przecinające daną 
prostę, tak żeby jeden z jego odcinków mógł obejmować kąt dany. 

118, — 5а dane cztery punkta A, В, С, D, Nakreślić koło przechodzące 
przez A i B, tak żeby styczne wychodzące z Gi D były równe. 

119. — Jakie jest miejsce geometryczne środków kół, które przecinają 
pod kątem prostym szereg kół stycznych w jednym punkcie ? 

120. — Znaleźć miejsce geometryczne środka linii prostej, mającej dlu- 
gość daną, która się opiera na dwóch liniach prostokątnych. . 

191. — Z punktu zmiennego C na okręgu O spuszczono, na daną śre- 
dnicę AB, prostopadłę CD, i wzięto na promieniu OC odcinek OM równy 
prostopadłej CD. Jakie jest miejsce punktu М? 

122, — Sa dane dwie równoległe AB, СР i sieczna prostopadła EF która 
je spotyka w punktach O iP; w kącie AOE poprowadzono przez O siecz- 
nę OG która spotyka GD w punkcie G; na ramieniu OA wzięto odcinek 
OH = OP a na ramieniu OE odcinek OK = OG, i połączono HK Jakie jest 
miejsce punktu przecięć M linij OG i HK? 

123. — W poprzedzającem zagadnieniu wziąć odcinek ОН =0G, 
ОК == ОР, i szukać miejsca punktów przecięć linij OP i HK. 


124. — Niech będzie w kole O średnica AB, przez jej skrajność B popro- 
wadzono siecznę BCD, na której wzięto CD = BC i połączono DC i CA. Jakie 
jest miejsce punktu przecięcia prostych GA i DO? 

425, — Mając dane trzy punkta ‚ A, В, © w linii prostej; przez jeden 
z nich np. С poprowadzono jakąkolwiek prostę CD na której wzięto punkt M, 
tak żeby kąt AMD był równy katowi ВМС, Jakie jest miejsce punktu M? 


126. — Są dane dwa punkta A, B, i prostopadła AG do AB. Połączono 
punkt B z punktem D wziętym na linii AC, i na AD jako średnicy, nakre- 
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ślono półokrąg który przecina BD w punkcie M. Znaleźć miejsce punktu M, 
gdy punkt D posuwa się po AC. 

127. — W dane koło wpisaito trójkąty spólnej podstawy ; znaleźć miejsce 
środków kó} wpisanych w te trójkąty. 

128. — Do okręgu wpisanego w kat, poprowadzić stycznę, tak żeby jej 
część, zawarta w tym kącie, miała długość daną. 

129. — Znaleźć miejsce geometryczne punktu z którego poprowadzone 
styczne do okręgu danego tworzą kąt dany. 

180. — Skrajność A łuku koła AB polączono ze wszystkiemi jego 
punktami С, D, E,... cięciwami АС, AD,... które przedłużono ich dłu - 
gościami, to jest wzięto CG'/=CA, DD' = DA, EE'=PFA ...Jakie jest miejsce 
punktów С, D/, E/... ? 

131. — Dana jest w kole cięciwa AB; przez jej skrajność A poprowadzono 
jakakolwiek siecznę AC, na której wzięto, wewnątrz albo zewnątrz koła, 
odcinek CM równy cięciwie CB. Jakie jest miejsce punktu М? 


132. — Kąt prosty obraca się około swojego wierzchołka, a jego ramiona 
przecinają okrąg ; jakie jest miejsce środka cięciw które łączą punkta 
przecięć ? 

183. — Z punkta jakiegokolwiek С, wziętego na średnicy stałej AB 
koła O, poprowadzono stycznę GD , i, na dwójsiecznę kata ACD, spusczono 
prostopadłę OM. Jakie jest miejsce punktu M 

134. — Przez skrajność A promienia koła ОА, poprowadzono jakąkolwiek 
siecznę ABC, która spotyka w punkcie С średnicę GO prostopadia do ОА; 
w punkcie В poprowadzono stycznę BM; a przez środek Н prostej СО į 
przez A, poprowadzono siecznę AH która spotyka w M stycznę ВМ. Jakie 
jest miejsce geometryczne punktu M? 

135. — Dano koło O i punkt A na jego płasczyznie. Znaleźć miejsce 
środków linij prostych które łączą punkt A z różnemi punktami okręgu О, 

136. — Okrąg toczy się wewnątrz koła promienia podwójnego ; jakie 
miejsce opisuje punkt tego okręgu ? 

137. — Znając podstawę trójkąta i różnicę boków przyległych, znaleźć 
miejsce spodka prostopadłych, spuszczonych z jednej skrajności podstawy na 
dwójsieczne katów przy wierzchołku, 

138.— Jest dany trójkąt prostokątny ABG przy A; prostopadła DE do 
przeciwprostokątnej przecina рок ABw D а bok АС w F; poprowadzon) 
proste ED i BF które się przecinają w M. Znaleźć miejsce punktu М, 
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139. — Znaleźć miejsce geometryczne punktu spotkania trzech wyso- 
kości, w trójkatach które mają spólną podslawę równy kąt prz 
wierzchołku. 

110. — Mając dane trzy proste wychodzące z jednego punktu, przez 
punkt dany na jednej z nich, poprowadzić siecznę tak żeby te trzy proste 
dzieliły ją na dwie równe części. 

141 — Mając dane dwa punkta A,B, z jednej strony linii prostej MN, 
znaleźć na tej linii punkt z którego widać odległość AB, pod katem naj- 
większym możebnym. 

142. — Mając dane dwa punkta A, B, oba zewnątrz albo wewnątrz 
okręgu O, znaleźć na tej linii punkt z którego widać odległość AB pod 
kątem największym albo najmniejszym możebnym. 

143. — W trójkącie ABC poprowadzić siecznę DI; tak żeby część wpisa- 
nia DE miała długość daną i równała się summie odcinków BD -- CE. 

144. — Zbudować trójkąt prostokątny mający obwód dany, i w którymby 
summa przeciwprostokątnej i wysokości odpowiedającej była największą 
możebną, albo w którymby dwójsieczna kąta prostego była maximum. 

145. — Zbudować trójkąt prostokątny, znając dwie ośródkowe. 

146. — Zbudować trójkąt prostokątny, znając jeden bok kata prostego, i 
summę albo różnicę przeciwprostokątnej i drugiego boku. 

147. — Zbudować trójkąt prostokątny, znając kąt ostry 1 przewyżkę 
przeciwprostokątnej nad jednym bokiem kąta prostego. 

1148. — Zbudować trójkat równoramienny, znając położenie jego wierz- 
chołka A, i wiedząc że skrajności Bi С podstawy, leżą na dwóch danych 
równoległych DE, FG, z któremi ta podstawa czyni kat dany. 

149. — Zbudować trójkąt, znając trzy ośrodkowe. 

150. — Zbudować trójkąt, mając obwód i kąty. 

151. — Zbudować trójkąt, mając dwa kąty i promień kola wpisanego. 

152. — Zbudować trójkąt, którego wiadome są: jeden bok, summa 
albo różnica dwóch innych, i promień jednego ze czterech kół, wpisa- 
nego i zawpisanych, albo promień koła opisanego. (Dziesięć zagadnień). 


153, — Zbudować trójkąt, mając bok albo kąt, promień koła opisanego i 
promień koła wpisanego albo zawpisanego w ten kąt. 


154, — Zbudować trójkąt, mając dane środki trzech ze czterech kół wpi- 
sanego i zawpisanych, 
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155. — Wykreślić boki trójkąta, znając środki i promienie dwóch 
ze czterech kół wpisanego i zawpisanych. 

156, — Zbudować trójkąt, znając summę albo różnicę dwóch boków 
i katy. 

157. — Zbudować trójkąt, znając jedną ośrodkowę і dwa kąty. 

158. — Zbudować trójkąt, znając bok, kat, i jedną ośrodkowę. (Cztery 
przypadki). 

159. — Zbudować trójkąt, znając jeden bok, jedną wysokość i jedną 
ośrodkowę ; (rozróżnić pięć przypadków). 

160. — Zbudować trójkąt, znając jeden kąt, jedną wysokość, i jedną 
ośrodkowę. (Odróżnić pięć przypadków). 

101. — Zbudować trójkąt, znając bok albo kat i dwie ośrodkowe. 

162. — Zbudować trójkąt, znając bok albo kąt i dwie wysokości. 

163. — Zbudować trójkąt, znając kąt, wysokość odpowiednią, i promień 
koła wpisanego. 

164. — Zbudować trójkąt, znając obwód, promienie kół opisanego i za- 
wpisanego, 

165. — Zbudować trójkąt, znajac obwód, różnicę promieni kół zawpisa- 
nego i wpisanego, i odległość środków tych kół. 

166. — Zbudować trójkąt, znając dwa boki, i różnicę kątów przeciw 
ległych. 

167. — Zbudować trójkąt, znając bok albo kąt, promień koła opisanego, 
i promień koła wpisanego albo promień jednego ze trzech kół zawpi 
sanych. 

168. — Zbudować trójkąt, znając bok, kat przeciwległy, i wiedząc że 
jeden z boków kąta jest połową drugiego. 

169, — Zbudować trójkąt, znając kąt, summę boków tego kąta i promień 
kola wpisanego. 

170. — Zbudować trójkąt, znając obwód, jeden kąt, i wysokość albo 
promień koła wpisanego. 

171. — Zbudować trójkąt, którego obwód i jeden kąt sa dane, i w któ- 
rymby wysokość, odpowiedająca temu katowi, byla największą możebną 

172, — Zbudować trójkąt; znając kąt, summę albo różnicę jego boków, i 
эште albo różnicę promieni kół, zawpisanego i wpisanego w ten kąt. 
(Gztery zagadnienia). 
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173. — Zbudować trójkąt, znając bok, sammę dwóch innych boków, i 


summę albo różnicę promieni kół, zawpisanego i „a w kąt tych 
dwóch boków. 


174. — Zbudować trójkąt, mając bok, różnicę katów przyległych, i 
summę albo różnicę dwóch innych boków. e 

175. — Zbudować trójkąt, znając bok, summę albo różnicę dwóch innych 
boków, i różnicę promieni kół zawpisanego i wpisanego w kąt tych dwóch 
boków. (Zobacz podobne zagadnienie w księdze III.) 

176. — Zbudować trójkąt, znając bok, albo różnicę dwóch boków, i pro- 
mienie kół wpisanego i zawpisanego w kąt tych dwóch boków. 

177. — Zbudować trójkąt, znając bok, promień koła opisanego, i summę 
promieni kół wpisanego i zawpisanego w kąt przeciwległy bokowi. 

178. — Zbudować trójkąt, znając obwód, kąt i jego dwójsiecznę. 

179. — Zbudować trójkąt, znając kąt, jego dwójsiecznę i jedna wysokość. 


180. — Zbudować rójkąt, znając dwójsiecznę kąta, wysokość odpowie- 
dającą, i promień koła wpisanego albo opisanego. 

181. - Zbudować trójkąt, znając spodki trzech wysokości. 

182. — Zbudować trójkąt, znając bok, kąt przyległy, i summę a/bo różnicę 
dwóch innych boków. 

183. — Zbudować trójkąt, znając dwa boki, i wiedząc że kat, przeciw- 
legły jednemu z nich, jest trzecią częścią kąta przeciwległego drugiemu. 


Dowieśdź że, dla możebności zagadnienia, trzeba żeby mniejszy z dwóch 
danych boków był większy od trzeciej części większego. 


184. — Zbudować trójkąt, znając kąty i przewyżkę dwóch boków nad 
trzecim. 


185. — Zbudować trójkąt, znając kąty i wiedząc że wierzchołki leżą na 
trzech równoległych danych. 


186. — Zbudować trójkąt, znając katy i wiedząc że wierzchołki leżą na 
trzech okręgach spółśrodkowych danych. 

187. — Zbudować trójkąt równoboczny, mający wierzchołki na trzech 
okręgach spółśrodkowych danych. 

188, W dany kwadrat wpisać trójkąt równoboczny, tak żeby jeden wierz 
chołek był jego wierzchołkiem. 


189. — Zbudować trójkąt równy danemu, którego boki przechodzą przez 
trzy punkta dane. 
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190. — Zbudować trójkąt, mając dany obwód, kąt z wielkości i z położe- 
nia, i punkt przez który przechodzi bok przeciwległy temu kątowi. 


191. — Zbudować trójkąt równy danemu, któregoby wierzchołki byly 
na trzech prostych danych. 


192. — Wpisać kwadrat w przestrzeń zawartą między dwoma kołami 
siecznemi. 


193. — W dane koło wpisać trójkąt mający boki równoległe do trzech 
prostych danych. 


194. — Mając dany trójkąt, nakreślić z jego wierzchołków jako środków, 
trzy koła styczne między sobą. 

195. — W dany trójkąt wpisać trójkąt którego wiadome są kąty i położe- 
nie jednego z wierzchołków. 

196. — Znając bok i kąt przeciwległy w trójkącie, znaleźć miejsce geo- 
metryczne środków kół wpisanego i zawpisanego w ten kąt. 


197. — Znaleźć na płasczyznie trójkąta punkt którego summa odległości 
od trzech boków jest minimum. 


198. — Zbudować kwadrat, mając summę albo różnicę przeciwprosto- 
katnej і роко, 


199. — Mając dane dwie przekątne zbudować równoległobok w którymby 
jeden kąt był podwójnym drugiego. 


200, — Zbudować równoległobok, znając kat i obie przekątne., 


901. — Zbudować równoległobok, znając kat, wysokość i jedną prze- 
каше. 


209, — Zbudować równoległobok, którego wiadome są jeden bok i kąt, 
i którego boki przechodzą przez cztery dane punkta, 


208, — Zbudować trapez, znając podstawy i przekątne. 


204. — W dane koło wpisać trapez, znając różnicę podstaw i wysokość, 
albo jedną przekątnę. 


205. — W dane koło wpisać trapez, znając summę albo różnicę podstaw, 
i jeden kąt albo bok. 


206. — Na danem kole opisać trapez którego wiadome sa dwa boki 
nierównoległe. 


207. — Na danem kole opisać ukośnik którego bok jest wiadomy. 
208. — Mając dane dwie równoległe і dwa punkta, poprowadzić przez 


c 
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te punkta dwie inne równoległe któreby, przecinając dwie pierwsze, two- 
rzyły z niemi ukośnik. 

209. — Mając dane cztery punkta, poprowadzić przez nie cztery linie 
proste któreby, przecinając się po dwie, tworzyły kwadrat albo ukośnik 
mający kąt dany. 

210. — Zbudować czworokąt, mając dane dwa kąty przeciwległe, obie 
przekątne i ich kąt. 


211. — Zbudować czworokąt, mając cztery boki, i kąt dwóch boków 
przeciwległych. 


212. — Zbudować czworokąt, znając cztery boki, i linię która łączy środki 
dwóch boków przeciwległych. 


213. — Mając dane boki wielokąta opisanego na kole, wyrachować odcinki 
tych boków, zawarte między wierzchołkami i punktami zetknięć. 


214. — Na danej cięciwie nakreślić okrąg, tak żeby dwa łuki odpowie- 
dające tej cięciwie były w stosunku 3 : 5. 

215, — Mając dane dwa okręgi zewnęlwzne, poprowadzić siecznę dłu- 
gości danej i równoległą do prostej danej. 

216. — Nakreślić trzy równe koła, styczne po dwa, i styczne wewnętrznie 
do koła danego. 


217. — Mając dane dwa okręgi spółśrodkowe, poprowadzić przez punkt 
dany spólną siecznę, tak żeby summa jej odcinków, zawartych między temi 
okręgami, równała się danej linii. Wyznaczyć maximum tej summy. 

218, — Mając dane dwa koła i linię prostą AB, Znaleźć na tej linii punkt 
taki, żeby styczne z niego poprowadzone do tych kół były równo nachylone 
na AB. 


219. — Jest dany okrąg i dwie średnice prostopadłe AA’, BB/. Przez 
skrajność A poprowadzono siecznę AGD, która przecina okrąg w punkcie G 
a średnicę BB’ w punkcie D. Przez punkt С, poprowadzono stycznę koła 
СМ, a przez D prostopadłę DM do średnicy BB’. Znaleźć miejsce geome- 
tyczne punktu przecięć M linii СМ i DM. 

220. — Nakręślić dwa koła styczne między sobą i styczne w danych 
punktach linii prostej, znając summę albo różnicę promieni tych kół. 

„221. — Mając dane trzy punkta А, В, С poprowadzić przez jeden z nich 
np. przez A, linię prostą tak żeby, spuszczając na nia z punktów В i С pro- 
slopadłe BF i CF, summa tych prostopadłych albo ich różnica była równa 
danej linii. и 
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222. — Mając dane dwa punkta A i B z jednej strony linii prostej MN, 
znaleźć na tej linii punkt O taki, żeby katy AOM i BON czyniły summę 
albo różnicę daną. (Dwa zagadnienia). 


223. — Mając dane koło, linię prostą i punkt leżący na niej, nakreślić 
koło styczne do tej prostej ym punkcie, któreby przecinało dane koło 
pod katem danym, a w szczególności pod kątem prostym. 


224. — Nakreślić koło danego promienia, któreby przecinało dane koło i 
linię prostą wedle danych cięciw. 


225. — Nakreślić koło danego promienia, któreby przecinało, pod kątami 
danemi, dwie proste albo dwa okręgi. 

226. — Mając daną z położenia linię prostą, i koło z położenia i wielkości 
nakreślić koło któreby przechodziło przez dwa dane punkta, i przecinało 
dane koło wedle cięciwy czyniącej z daną prostą kat równy danemu. 

227. — Niech będzie w trójkącie ABC ośrodkowa AD, dowieśdź że linia 
łacząca wierzchołek В ze środkiem tej ośrodkowej dzieli bok przeciwległy AC 
w stosunku 4 do 2. 


228. — Niech będzie prostokąt ABCD; w Irójkat АВС wpisano koło, które 
dotyka AB w E i BGw F ; po czem, poprowadzono EH równoległe do BC, 
i FK równoległe do AB. Dowieśdź że prostokąt HK jest połowa prosto- 
kata ABCD. 


229. -- Ze wszystkich Irójkatów, mających równy kąt przy wierzchołku 
i równy obwód, trójkąt równozamienny jest maximum a jego podstawa 
minimum. 

230. — Ze wszystkich trójkątów, mających równy kat przy wierzchołku 
i równą różnicę między summą boków tego kąta i podstawą, trójkąt równo- 
ramienny jest minimum i jego podstawa minimum. 
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PROPORCYONALNOŚĆ LINIJ, I PODOBIEŃSTWO 
WIELOKATÓW. 


OKREŚLENIE 1. — Przez wieloczyn odcinków linij prostych należy 
rozumieć wieloczyn liczb które mierzą te odcinki, czyli wieloczyn 
ich długości. 

Ztąd wynika że kwadratem linii prostej jest kwadrat liczby 
która ją mierzy. 

Dla zogólnienia wysłowień własności odcinkowych, wprowa- 

-dzono znaki 4 i —, mówiąc że wieloczyn albo stosunek dwóch 
odcinków jest dodatny albo odjemny, według jak te odcinki 
idą oba w jedną stronę albo oba w strony wprost przeciwne. 

I tak, niech będą punkta A, D, В, C leżące w linii prostej. 


wg —— F @ 


Jeśli weźmiemy za jedność lintjną odcinek AD który się mieści, 
dajmy na to, 3 razy w odcinku AB a 5 razy w odcinku AC, wielkość 
wieloczynu AB, АС wyrazi się przez wieloczyn liczb 3 .5, a war- 
tość stosunku Te przez stosunek х - 

Wprowadzając znaki więcej i mniej, powiemy że wieloczyny 
АВ.АС i ВА, СА sątych samych znaków, oba dodatne; a zaś 
wieloczyny АВ. AC i BA. AC są znaków przeciwnych, pierwszy 
dodatny drugi odjemny. 

Na mocy tej ugody piszemy 

АВ 5 ВА , АВ ô BA 
AC 5 СА w 
Jako widzimy, wartość wieloczynu albo stosunku odciuków jest 
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liczebna czyli samoista, gdy wyraża samą tylko wielkość tycł 


Nosa ide WB A sz 
ilości, jako АСС 572 ta wartość jest ałgebryczna gdy wyraża 
2 RE > AB 3 
zarazem wielkość i znak, jako = = — -. 
é CA 5 
Wiemy że równość dwóch stosunków nazywa się proporcya. 
Żeby dobrze rozumieć znaczenie proporcyi w geometryi, przy- 


puśćmy, na przykład, że cztery punkta A, В, С, D, w linii pros- 


А АВ Ар Е 
tej, даја dwa stosunki równe — і =* 0407, uważając samą 


BC GD 
tylko wartość liczebną tych stosunków, mamy proporcyę 
AB Ар 
BG бр 


W tej proporcyi jedność linijna, do której odnosimy wyrazy 
pierwszego stosunku, może być całkiem różna od tej którą mie- 
rzymy wyrazy drugiego stosunku. Ale jeśli, stosując własność 
fundamentalną proporcyj : wiełoczyn skrajnych równa się wielo- 
czynowi średnich, piszemy równość 
wtedy wszystkie cztery odcinki muszą się odnosić do tej samej 
jedności linijnej. W równości stosunków odcinki zostają wielkoś- 
ciami mianowanemi, a w równości wieloczynów le odcinki wyra- 
żają liczby oderwane. | 

Teraz, jeśli chcemy wyrazić, nie tylko równość liczebną sto- 

AB. AD 
sunków gi | c ale jeszcze kierunek odcinków, to jest poło- 
żenie punktów В i D względem A i С, używamy znaków +- 
albo —, i piszemy powyższą proporcyę jako następuje 
BA DA 


Widzimy tedy że, za pomocą znaków, zogólnia się geome- 
tryczne wyrażenia. 
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TWIERDZENIE 1. 


Wszelka równoległa do jednego z boków trójkata dzieli dwa inne 
na części proporcyonalne, 


Niech będzie, w trójkącie ABC prosta 
DE równoległa do boku BC; powiedam 
że ta równoległa dzieli boki AB i AC 
na odcinki proporcyonalne, to jest daje 

| AD АЕ 
proporcyę ph = CE” 

Jakoż, 4° jeśli odcinki AD i BD są 
spółmierne przypuśćmy, dla utkwienia 
AES a EEE A к KPE | U.) 
myśli, że się mają jako liczby 3 i 2, to jest że Ер ^$ 
Podzielmy bok AB na 5 równych części; na mocy przypusz- 
czenia, 3 ztych części będą się mieściły w odcinku AD a dwie 
w odcinku BD. Po czem, przez punkta podziału, poprowadźmy 
proste FG, HI, KL, równoległe do boku BC; te równoległe 
podzielą bok АС na 5 równych części, z których 3 będą się 
mieściły w odcinku AE, a zaś 2 w odcinku CE. 


Na dowodzenie tego, poprowadźmy przez punkta podziału, 
proste FN, HP,... równoległe do boku AC, które dopełnią równo- 
ległoboków FGIN, HIEP... Owoż, trójkąty AFG, FHN są równe; 
bo mają boki AF i FH równe z wykreślenia, katy przyległe A 
i HFN równe jako odpowiedające względem dwóch równo- 
ległych AG i FN, kąty AFG i FHN także równe jako odpowieda- 
jace względem dwóch równoległych FG i HI. Więc boki AG iGI 
są równe. A że, w równoległoboku FGIN, boki przeciwległe FN 
i GI są równe; więc bok AG jest równy GI. Dowiedzie się podo- 
bnie że bok GI jest równy IE; i tak dalej. Ztąd wynika że od- 
cinki AE i CE, złożone, pierwszy z 3AG a drugi z 2AG, mają się 


| АЕ 3 
а k A sę ` | е — Z 6 
jako liczby 3 i 2, czyli że GE 5 
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е . AD. AE , 5 Л 3 : 
Więc stosunki BD i СЕ? równe każdy trzeciemu 5 są równe 
» AD AE 
iędzy sobą, to jest A аы СЕ 
między sobą, to je вр GE 
+. 2° Jeśli odcinki AD i BD są niespół- 


mierne między sobą, wyobraźmy odci- 
nek AD podzielny na pewną liczbę ró- 
wnych części, i ponieśmy jedną z nich 


в A. E na odcinek BD, zaczynając od punktu D, 
„/ so, tyle razy ile się zmieścić może. Przy- 
W - чч сМ, puszczając że B' jest ostatnim punktem 
B GO podziału, poprowadźmy równoległę B'C' 


do boku BC. W trójkącie AB'C', odcinki AD i DB' są spółmierne; 
więc, na mocy 1°, mamy 

AD АЕ 

ү: Ж EG 

Owoż, jeśli podzielimy odcinek AD na większa liczbę równych 

części, mniejszych od ВВ’, i, zaczynając od punktu D, poniesiemy 
jedną z nich na odcinek DB tyle razy ile można; przynajmniej 
jeden z punktów podziału musi paśdź między punktami Bi B' 
przypuśćmy w В”. Więc znowu, prowadząc prostę ВС" równo- 
ległą do BC, będzie, na mocy 1°, 


AD _ AE 
DB Бб" 


To rozumowanie jasno pokazuje że, dzieląc odcinek AD na 
części dostatecznie małe, i przenosząc je na odcinek DB, można 
dojść z ostatnim punktem podziału tak blisko punktu B jak się 


podoba. Ztąd wnosimy że stosunki spółmierne Ар i że 


SB i SW ete., торас się różnić od stosunków niespółmier- 


Е = ке i : 
nych DR і ЕС ilością mniejszą od wszelkiej naznaczonej, таја 
te stosunki za odpowiedające granice. Owoż, stosunki spółmierne, 
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jakośmy dowiedli, są ciągle równe zbliżając się do swych gra- 
Ар, АБ, 


nic — DB ! ; więc te ostatnie sa równe. 


Więc, czy stosunki == - są spółmierne czy niespółmierne, 


i 
zaws; dają proporce Sw. 
awsze one dają proporcyę DB ~ ЕС 
WNIOSEK. — Z tej proporcyi wywodzi się, przez dodawanie, 
dwie następujące 
AD DB AD + DB 


— zz mm == 


KE CE ARTE EO" 


albo — = == i — = — 


iy Trzy powyższe proporcye są jeszcze 

w / prawdziwe, gdy równoległa DE do bo- 

ky ku BC leży zewnątrz trójkąta ABC, 
% jako widać na figurze naprzeciwko. 


| UwAGA. — Та і poprzedzająca figura jasno 
/ pokazują że : gdy punkta D i E leżą na bo- 
B ———— kach między wierzchołkami trójkąta, stosunki 
рл | ВА 
DB EC 
Di Е leżą na przedłażeniach boków, te stosunki за oba dodatne. 

Na tej uwadze opiera się dowodzenie następującego twierdzenia, które jest 
wzajemnicą powyższego. 


są oba odjemne ; a gdy punkta 


WZAJEMNICA, Wszelka. prosta, wyznaczająca na dwóch bokach 
trójkąta odcinki które dają stosunki równe z WIELKOŚCI I ZE ZNAKU, 
Jest równoległa do trzeciego boku. 

Niech będzie prosta DE, spotykająca boki AB i AC trójkąta ABC 
w punktach Di E (fg. powyższe); ta prosta będzie równoległa do 
boku BC, jeśli stosunki i > są równe i mają te same znaki. 

Jakoż, przez punkt D poprowadźmy równoległę DE' do bo- 
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ku ВС; ta linia spotka bok AC w pewnym punkcie Е’, i da 
proporcyę 


DA E'A 

B RE 
Ale z założenia ЦА к; więc SG EA 
o% D ЕС VYS EG EG 


Zważając na wartość algebryczną stosunków, to jest : bacząc 
najpierwej na ich znaki, z ostatniej równości wnosimy że punk- 
ta E'i E leżą oba na samych bokach trójkąta АВС, albo oba na 
ich przedłużeniach ; potem, uważając wartość liczebną tych sto- 
sunków, widzimy łatwo, że punkta E' i E leżą oba z jednej strony 
wierzchołka A. Więc, przez dodawanie w pierwszym przypadku 
а przez odciąganie w drugim, z powyższej równości wyprowa- 
dzamy następującą 

E'A ЕА 

Аб АЙП, 
która dowodzi że odcinki AE' i AE są równe, i w tym samym idą 
kierunku. Więc dwa punkta E' i E schodzą się w jeden, i prosta 
DE jest równoległa do boku BC. 


A UwaGA. — Gdyby dwa punkta DiF, 
РА. leżące na kierunkach boków trójkąta 
ŻA ABC, zadość czyniły liczebnie tylko pro- 


zd „O porcyi = A prosta DE nie by- 
A \ DB ЕС 
2 łaby koniecznie równoległa do BC. 
= aj у Jakoż, biorąc punkt D na boku AB 
> apunkt E na przedłużeniu boku АС, 
tak żeby było AD =2BD, i АЕ = 2СЕ, 
powyższa proporcya byłaby sprawdzona, ale prosta DE prze- 
cinałaby bok ВС. 
Ten przykład dowodzi nietylko użyteczności, ale nawet, mo- 
żnaby powiedzieć, niezbędnej potrzeby znaków w Geometryi. 


WNIOSEK II. — Z tego co poprzedza wynika ogólne twierdze- 
nie, którego zresztą wprost się dowiedziec powtarzając już wia- 
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dome rozumowanie. Oto wysłowienie rzeczonego twierdzenia 
które wszakże nie ma wzajemnicy. 


GL iy Równoległe AB, CD, EF... przej- 
r / Е. „AR mują na dwóch jakichkolwiek prostych 
D š ET 
A AC i BD odcinki proporcyonalne. 
r К ңы m m a 
A/ IN Г К Е BE" 


Ш. — Zównoległa EF do podstaw trapezu ABDC (fig. powyższa) 
dzieli boki nierównoległe AC i BD na części proporcyonalne. 1 NA- 
WZAJEM. 


Poprowadźmy równoległę CN do boku BD. W trójkącie ACN 


А А AE NP 
równoległa EP do boku AN daje a=" 
OwP ВЕ, i 0P Руни – «SE 


CE ре 
Wzajemnica oczywista. 
OKREŚLENIE, П. — Nazywa się rzutem punkta A na linii pros- 
tej XY zwanej osią, spodek a prostopadłej spuszczonej z punktu A 
na tę oś. 


> 


B Rzutem linii prostej na osi XY jest 
| miejsce geometryczne rzutów jej punk- 


A_ | 

} | tów na tej osi. Ztąd wynika że rzutem 
RO ME y prostej AB na osi XY jest odcinek аё, 

А ч 


zawarty między rzutami obydwóch skraj- 
ności A i B tej prostej. 
с 282 Niech będa BD і DF rzuty odcinków AC 
-—— | | гов prostej AE naosi BF. Proste АВ, GD, 
| | | EF, prostopadłe do BF, są równoległe ; więc, 
pn RAZA 


3 por  wtrapezie ABFE, mamy 
AC CE. 
BD DF 


To dowodzi że odcinki linii prostej są proporcyonalne do swoich 
rzutów na ost jakejkolwiek. 
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TWIERDZENIE Il. 


W każdym trójkącie, 1° dwójsieczna kąta dzieli bok przeciwległy 
na dwa odcinki proporcyonalne do boków im przyległych, 2° Dwój- 
steczna kąta zewnętrznego wyznacza na boku przeciwległym dwa od- 
cinki proporcyonalne do boków im przyległych. 


I NAWZAJEM. 
M 4° Niech będzie, w trój- 
б б, kącie АВС, dwójsieczna 
ANI AD kąta A. Powiedam że 
т RE | N ! a _ odcinki DB i DC sa pro- 
4 DNE | OE porcyonalne do boków 


im przyległych AB i AC. 
Jakoż, poprowadźmy równoległę CH do dwójsiecznej AD, bę- 
dzie w trójkącie BCH, 
DB AB 
DC AH 
Owoż, względem dwóch równoległych AD i CH, katy odpowie- 
dające BAD, BHC są równe, i kąty naprzemianległe wewnętrzne 
DAC, ACH są także równe ; ale katy BAD, DAC są równe z przy- 
czyny dwójsiecznej AD; więc kąty АНС, ACH są równe, a przeto 
boki AC i AH są równe. Zatem, podstawiając AC za AH w po- 
wyższej proporcyi, otrzymujemy 
DB AB 


2° Uważajmy teraz, w trójkącie ABC, dwójsiecznę AE kąta ze- 
wnętrznego САН. Jeśli poprowadzimy równoległę СК do dwój- 
siecznej AE, będzie w trójkącie ABE, 


EB __ АВ 
EC AK 


Owoż, względem dwóch równoległych СК i AE, kąty odpowie- ` 
dające EAH, СКА są równe, i kąty naprzemianległe wewnętrzne 
ЕАС, ACK są także równe. Ale kąty КАН, EAC są równe z przy- 
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czyny dwójsiecznej АЕ; więc katy AKC, ACK są równe, i tem- 
samem boki AC i AK są równe. Zatem, podstawiając AC za AK 
w powyższej proporcyi, otrzymujemy 


EB AB 4 
EC АС * 


NAWZAJEM, Jeśli w trójkącie ABC, prosta wychodząca z wierzchołka 
kata A, dzieli bok przeciwległy BC na części proporcyonalne do bo- 
ków przyległych, ta prosta jest dwójsieczną kata A węwnętrznego 
albo zewnętrznego, według jak spotyka sam bok przeciwległy kątowi 
albo jego przedłużenie. 

Niech będzie najpierwej, wewnątrz trójkąta ABC, prosta AD która 

AB kan 
GD" АС Owoż dwójsieczna kąta wewnętrz- 
nego A przecina bok ВС w pewnym punkcie D' i daje także pro- 


daje proporcy 


ad = АВ Z tych dwóch proporcyj wynika >. = BD 
porcyę бту" AG *V а NYEMA GET GD 
BD BD 


zkąd, przez dodawanie, wywodzimy BC BC 
Więc BD' = BD; co dowodzi że prosta AD jest dwójsieczną kąta 
wewnętrznego A. 

Niech będzie potem, zewnątrz trójkąta ABC, prosta AE która 
daje proporcyę i = iT Owoż dwójsieczna kąta zewnętrz- 
nego A spotyka także przedłużenie boku BC, w pewnym punk- 


cie E',i wyznacza proporcyę Z tych dwóch pro- 


EB АВ 
EG АС 

| „ BB BB .„., Mz Fr 20 
porcyj wynika trzecia BG ЕС która pokazuje że, jeśli 
E'B > EC to także ЕВ > ЕС, i na odwrot. To dowodzi że 
punkta E i E' są oba na tem samem przedłużeniu boku ИС, Zatem, 
przez odciąganie, z ostatniej proporcyi wywodzimy ЕЕ = БЕ: 
co daje Е'В == EB. Więc prosta AE jest dwójsieczną kąta ze- 
wnętrznego A. 
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PROPORCYA HARMQGNICZNA. 


Mówi się że trzy ilości a, b, с tworzą PROPORCYE HARMONICZNĄ, 
gdy przewyżka pierwszej nad drugą ma się do przewyżki drugiej 
nad trzecią, jako pierwsza ma się do drugiej; to jest 

а— a 


йү 
бо) b—c е 


Druga ilość b nazywa się średnia harmoniczną między a i с, 
jej wartość, na mocy określenia, jest 


4 дас: 1 1 (` 2). 


=; pr Кай wynika j= Ar + - 


Ostatnia równość pokazuje że odwrotność średniej harmonicznej 
dwóch ilości równa się średniej arytmetycznej ich odwrotności. 
; А Р 6—3 6 
Itak, trzy liczby 6, 3, 2 dają proporcyę harmoniczną к Ес 
х =з 
a liczba 3 jest średnią harmoniczną liczb 6 i 2 (*). 
srr o Mówi się że dwa punkta G i D dzielą 
harmonicznie linię prostą AB, gdy odcinki, 
liczone od tych punktów, dają proporcyę 
CA DA 
CB DB 
() Nazwisko proporcyi barmonicznej, nadane przez Greków, pochodzi z teoryi 
dźwięków muzycznych. Jakoż, aby struna dźwięczna wydała trzy tony : ul, mi, 
sol, które tworzą akord doskonały, harmonię, trzeba żeby drganie odbyło się 


2 
w trzech jej częściach proporcyonalnych do liczb 1, 2 "5 ; otóż, te liczby dają 


4 
= 1 
proporcyę те == —; która dlatego właśnie nazywa się harmoniczną. 
2 
CHE 3 


Nazywa się postępnią harmoniczną ciąg liczb z których każda jest średnią 
harmoniczną między dwiema sąsiedniemi ; jako 


4 4 a 4 1 1 
14" 3? 4” с" 


Mając dane dwa wyrazy sąsiednie а, b postępni harmonicznej, łatwo się tworzy 


ab 
następujące, zważając że określenie proporcyi harmonicznej daje c= эъ 
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która jest harmoniczną, Jakoż, pisząc tę proporcyę jako po- 
kazuje figura, to jest: 


> 
DA — DC _ DA, 


DC — DB DB* 
otrzymujemy trzy odcinki DA, DO, DB, które tworzą proporcyę 
harmoniczną. 

Punkta C i D nazywają się sprzężonemi harmonicznemi wzglę- 
dem linii AB, a ich odległość CD jest średnią harmoniczną odle- 
głości DA i DB. 

NAWZAJEM, punkta A i B są sprzężonemi harmonicznemi wzglę- 
dem linii CD; albowiem powyższą proporcyę można pisać : 

BD FAD .  AD— AB Ар 

— == —— czyli < = —; 

CB, АС АВ — АС АС 
со daje trzy odcinki AD, AB, АС, tworzące proporcyę harmo- 
niczną. 

Cztery punkta w linii prostej, jako A, С, B, D, tworzą propor- 
cyę harmoniczną, czyli jako się mówi, stanowia układ harmoniczny, 
gdy wieloczyn odcinków skrajnych AC, BD równa się wieloczy- 
nowi odcinka średniego CB przez całą linię AD. 

Jakoż, z równości AC.BD = CB.AD wynika proporcya har- 
СА _ DA 
GB BD 

UwaGA. — Z porównania proporcyj (1) i (2) twierdzenia II, 
otrzymujemy proporcyę harmoniczną 

DB ЕВ 
| DC EC 
która pokazuje że, w każdym trójkącie, dwójsieczna kąta i dwójsie- 
czna jego spełnienia dzielą bok przeciwległy harmonicznie, w stosunku 
boków przyległych. 


moniczna 


TWIERDZENIE III. 


Miejscem geometrycznem punktów, których odległości od dwóch 
punktów stałych są w stosunku danym, jest okrąg. Średnicą tego 
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okręgu jest linia łącząca dwa punkta sprzężone które dziela hormo 
nicznie, w stosunku danym, с а punktów stałych. 


p + M 
TA >< LNO Niech będą A i B dwa punkta 
| А> | m ЖЯ 
да f - a : т stałe, К stosunek dany. Na linii 
H\ l AB między A i B istnieje punkt С, 
NOW Би i tylko jeden, który dzieli odle- 
M CA } - 
głość АВ w stosunku ——:= — Jakoż СА аи ы 1 


W oe". B.B 
gdy punkt C znajduje się w punkcie A stosunek АБ jest oczy- 


Йй 


wiście zero, a gdy punkt С posuwa się ku punktowi B, odci- 
* 


NE AB RE. 
nek CB maleje aż do zera, a stosunek СБ rośnie ciągle aż do 


nieskończoności. Ztąd wnosimy że, idąc od punkta A do B, slo- 
GA „,: 2 z: 
sunek GG bierze wszystkie wartości od o aż do oc; aże te 


wartości są ciągłe, więc jest jedna między niemi, i tylko jedna, 


równa =; to jest, istnieje na linii AB między A i B, punkt С 


„ GA. m 
który daje Е 7 
Przypuśćmy teraz, zewnątrz linii AB, punkt E należący do szu- 
kanego miejsca, i połączmy EA, ЕС, ЕВ ; będzie s 
> =>, ke już mamy с =”; zalem > = a. 
EB n CB й" ЕВ UB 


Ztąd wnosimy że, w trójkącie ABE, prosta EC jest dwójsieczną 
kąta AEB. Jeśli więc poprowadzimy dwójsiecznę ED spełnienia 
kąta AEB, ta linia wyznaczy na prostej AB punkt D sprzężony 
harmoniczny punkta C, i będzie 


DA- СА m 
DB СВ a. 


Owoż, dwójsieczne EC i ED są da siebie prostopadłe; co poka- 
zuje że punkt E szukanego miejsca leży na okręgu mającym CD 
za średnicę. 
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Ten okrąg jest właśnie szukanem miejscem. Aby tego dowieśdź, 
dość jest okazać że, biorąc jakikolwiek punkt M rzeczonego 
okręgu i łącząc MA, МС, MB, MD, prosta МС jest dwójsieczną 
kąta AMB. Przez punkt M poprowadźmy prostę MB', tak żeby 
tworzyła z prostą МС kąt CMB' równy kątowi СМА; będzie (2) 
CA DA ИРЕР СА _ DA 
св DB” SW GB DB) 
Ztąd, dzieląc stronami i potem dodając, otrzymujemy 
св _ DB’ св + DB' 4 
св DB CB + DB ` 
Co dowodzi że СВ’ = GB, czyli że MC jest dwójsieczną ką- 
ta AMB. 
e MA СА m 
Zatem u; = = 
~ 


MB CB na 
Więc miejscem geometrycznem punktów których odległości 
od punktów AiB są w stosunku = jest okrąg mający za 


średnicę odległość GD dwóch punktów które dzielą prostę AB 
harmonicznie w stosunku danym. 


Jeśli stosunek - jest równy jedności, wtedy rzeczone miejsce 
staje się prostopadłą wyprowadzoną ze środka prostej AB (1, 8). 


UwAGA. — Ponieważ MC jest dwójsieczną kala AMB, punkta przecięć H 
i H’ prostych MA i MB z okręgiem, są symetryczne względem AB. Więc, 
mając dany, na prostej CD, jeden z dwóch punktów które ją dziela harmo- 
nicznie, łatwo znaleźć drugi. I tak, jeśli jest dany punkt A, nakreśl okrąg 
na prostej GD jako średnicy, poprowadź siecznę AM, i weź symetryczny Н’ 
punktu H; prosta MH’ wyznaczy na GD punkt B sprężony harmoniczny 
punktu A. 


PODOBIEŃSTWO WIELOKĄTÓW. 


OKREŚLENIE III. — Dwa wielokąty nazywają się PODOBNEMI, gdy 
mają boki proporcyonalne zawierające kąty równe. 


Boki proparcyonalne, jako mające jednakowe położenie 
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w dwóch wielokątach podobnych, są bokami odpowiednemi ; i na- 
wzajem. Kąty zawarte między bokami odpowiednemi nazywaja 
się katami odpowiednemi, a ich wierrchołki są wierzchołkami odpo- 
wiednemi. 

W trójkatach podobnych, boki odpowiedne są przeciwległe 
katom równym, i nawzajem. 

Istnienia trójkątów podobnych dowodzi następujace twier- 
dzenie. 


TWIERDZENIE IV (*). 


Równoległa do jednego z boków trójkąta wyznacza drugi trójkąt 
podobny pierwszemu. є 


Niech będzie, w trójkącie АВС, równo- 
Ń legła DE do boku BC. Trójkąty ADE, АВС 
/ są oczywiście równokątne między sobą; 


n/ E więc, aby dowieśdź że są podobne, dość 
i okazać że boki odpowiedne są proporcyo- 


/ 
vi 4 nalne. 
ИЕ LUNE 6 Owoż, DE równoległe do ВС, daje(1, wn.) 


/ 
R 
B 
AD АЕ, 
a jeśli poprowadzimy równoległę EF do AB, będzie 
АЕ ВЕ 
АС ВС 
albo, ponieważ w równoległoboku ВЕЕР bok ВЕ równy DE, 
AE DE 
АС B6 © 


Z proporcyj (1) i (2), które mają spólny stosunek, wynika 
ADAE DE, 
AB AC BC 

(*) Twierdzenle TALFsA z Miletu, 639-548 przed J, Ch. 
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Więc trójkąty ADE, ABC, mające boki proporcyonalne і katy 
między niemi zawarte równe, są podobne. 


UwAGA. — Powyższe twierdzenie nie przestaje być prawdziwe gdy równo- 
Igła DE do BC jest zewnątrz trójkąta ABC. 


TWIERDZENIE V, 


bwa trójkąty równokątne między sobą są podobne. 


A Aby dwa trójkąty były równokąt- 
AN ne między sobą, dość żeby dwa kąty 
A \ A jednego równały się odpowiednio 
—— / \ dwom katom drugiego (I, 25, wn.). 
ў 8 \ Niech będą tedy dwa trójkąty ABC, 
E—— F DEF w których kąt A= D iB = Е; 

te trójkąty są podobne. 

Jakoż, na boku AB, odpowiednym bokowi DE, weźmy odle- 
głość AG równą bokowi DE, i poprowadźmy GH równoległe 
do BC. Trójkąty AGH, DEF mające bok równy AG=DE, przy- 
legły dwom katom równym A=D і AGH=E, są równe; a że 
trójkąt AGH jest podobny trójkatowi ABC, więc trójkąty ABC i 
DEF są podobne. 

WNIOSEK I. — Dwa trójkaty prostokątne sa podobne gdy тоја kąt 
ostry równy. 

I. Dwa trójkąty mające boki równoległe albo prostopadłe, każdy 
do każdego, sa podobne, 

Jakoż, kąty odpowiedne, zawarte między takiemi bokami, są 
równe albo spełniające (I, 23 i 24), A że dwa kąty pierwszego 
trójkąta nie mogą być oba spełnieniami kątów drugiego , ро 
wtedy summa wszystkich katów w obydwóch trójkątach prze- 
wyższałaby cztery kąty proste ; więc te kąty są równe. 

Zatem dwa rzeczone trójkąty, mając dwa kąty odpowiednio 
równe, są podobne. 


UwAGA.—W ostatnim przypadku, boki równoległe albo prosto- 
padłe są odpowiedne. 
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TWIERDZENIE VI. 


Dwa trójkąty majace kat równy zawarty między bokami propor- 
cyonalnemi sa podobne, 

Niech będą dwa trójkąty АВС, ЕЕ 
w których 


р 
A „ AB Аб” 
kąt A=D, i DET БЕ? 


e Pi m te trójkąty są podobne. 


Jakoż, na boku AB, odpowiednym bokowi DE, weźmy odległość 
AG równą DE, i poprowadźmy równoległę GH do BC. 
Trójkąty podobne ABC i AGH dają proporcyę 
AB AG 
AG AR’ 
która ma, z proporcyą daną — АВ. 46 —, pierwszy stosunek równy, 
ПЕ DF 
AG AC 
АН DF 
AH—=DF. Co dowodzi że dwa trójkąty AGH, DEF, mające kat 
równy zawarty między bokami równemi odpowiednio, są równe. 
A że trójkąt AGH jest podobny trójkatowi ABC; więc trójkąty 
ABC i DEF są podobne. 
WNIOSEK. — Dwa trójkaty równoramienne, mające kat równy, sa 
podobne. 


bo AG=DE z wykreślenia ; więc Ztąd wynika że 


TWIERDZENIE VII. 

Dwa trójkąty mające boki proporcyonalne sa podobne. 

Niech będa ABC, DEF (fig. powyższa) dwa trójkąty w których 
АВ АС ВС п) 
DE DF EF 

Na boku AB, odpowiednym bokowi DE, weźmy długość AG 

równą DE, i poprowadźmy równoległę GH do BC. 
http://rcin.org.pl 


PODOBIEŃSTWO WIELOKATÓW. 135 
Trójkąty podobne ABC, AGH dają ciąg stosunków równych 
ABAC В0 

AG AH GH’ 


które mają te same liczniki co stosunki ciągu (1). Owoż, pierwsze 


(2) 


/ 


stosunki i r są równe, bo Аб = DE z wykreślenia ; 
AC АС. BG ВС 
AR DF ' GH EF 
Ztąd wynika że AH=DF, і СН = ЕЕ. Co dowodzi że dwa 
trójkąty AGH, DEF, mające boki równe każdy każdemu, są 
równe. A że trójkąt AGH jest podobny trójkatowi ABC, więc 
dwa trójkąty ABC i DEF są podobne. 


więe 


"TWIERDZENIE VIII. 


Dwa trójkąty prostokątne, mające przeciwprostokątnę i bok odpo- 
wiednio proporcyonalne, są podobne. 


с Niech będą dwa trójkąty prostokątne 
al. е ABC, DEF, w których przeciwprostokątne 
| | N BC, EF, i boki AB, DE dają proporcyę 
A= a WŚ EF = DE 


te trójkąty są podobne. 

Jakoż, na boku AB, odpowiednym bokowi DE, weżmy dłu- 
gość AG równą DE, i poprowadźmy równoległę GH do BC. Dwa 
trójkąty ABC, AGH są podobne, i dają proporcyę 


BC _ AB 

GH AG’ 
: - AB А АВ 
która ma z daną ргорогсуа drugi stosunek АС "OWN рЕ' 
bo AG=DE z wykreślenia; więc ӨН = ЕЕ Ztąd wynika że 


GH=EF; zatem dwa trójkąty prostokątne AGH, DEF są ró- 
wne, bo mają przeciwprostokąlnę i bok odpowiednio równe. 
А że trójkąt AGH jest podobny trójkątowi ABC ; więc trójkąty 
ABC i DEF są podobne, 
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UwaGA. — Te cztery twierdzenia podobieństwa trójkątów od- 
powiedają czterem pierwszym twierdzeniom równości ; z tą 
różnicą że zamiast boków równych są boki proporcyonalne. I tak: 


Dwa trójkąty są równe, gdy | Dwa trójkąty są podobne, gdy 


mają: mają : 
1° Dwa kąty równe przyległe | 1° Dwa kąty równe, (gdy są 
bokowi równemu. równokątne między sobą). 
2° Kąt równy zawarty między | 2° Kąt równy zawarty między 
dwoma bokami równemi. dwoma bokami propor- 
cyonalnemi. 
3° Trzy boki równe. 3° Trzy boki proporcyonalne. 
цо Przeciwprostokatnę i bok | д Przeciwprostokątnę i bok 
odpowiednio równe. odpowiednio proporcyo- 
nalne. 


Aby uzupełnić to porównanie, dodajemy że twierdzenie : Dwa 
trójkąty prostokątne sa równe, gdy maja przeciwprostokatne i kat 
ostry, odpowiednio równe, jest niejako wnioskiem pierwszego 
twierdzenia równości trójkątów, i dlatego właśnie odpowieda 
zadaniu : Dwa trójkaty prostokątne są podobne gdy maja kąt ostry 
równy, które jest wnioskiem pierwszego twierdzenia podobień- 
stwa trójkątów. 

Widzimy łatwo że każdy przypadek podobieństwa trójkątów 
zawiera dwa tylko warunki, gdy tymczasem ich równość wymaga 
zawsze trzech warunków. Jako równość trójkątów służy do dowo- 
dzenia równości pewnych linij, tak podobieństwo może służyć do 
okazania proporcyonalności tych linij. W tym celu umieszczamy 
tutaj twierdzenie które ma także związek z proporcyonalnością 
boków w dwóch trójkątach. 


"TWIERDZENIE IX. > 


W dwóch trójkatach, które таја jeden kąt równy a drugi odpo- 
wiednio spełniający, boki przeciwległe katom równym sa proporcyo- 
nalne do boków przeciwległych kątom spełniającym. 


Niech będa dwa trójkąty ABC, A'B'C' mające kąty BAC i B'A'C' 
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równe,akątyABCiA'B'C' 
spełniające: boki ВС, B'C' ` 
są proporcyonalne do ho- 
ków АС, A'C', 

Jakoż, na boku AB 
w punkcie A, zróbmy kąt 
BAErównykątowiB'A'Q'; 
weźmy długość AD równą bokowi A'B', i przez punkt D po- 
prowadźmy równoległę EF do boku BC. Trójkąty DAE 1 B'A'C' 
są równe. Zatem bok АЕ = А'С'1 DE = В'С', Owoż AD, dwój- 
sieczna kąta EAF, daje 


ПЕ АЕ 
| DF AF 
Ale trójkąty podobne ABC, ADF daja także 
ВС АС 
ПЕ АЕ" 
Więc, dzieląc stronami te dwie równości, otrzymujemy 
BC АС „ BO Аб 
czyli 


DE AE BĘ AU 


OKREŚLENIE IV. —Dwie sieczne kąta nazywają się przeciwrówno- 
ległemi, gdy jedna tworzy z jednem ramieniem, albo z jego 
przedłużeniem, kąt równy kątowi który druga tworzy z drugiem, 
tak żeby były dwa trójkąty podobne. . 


TWIERDZENIE X. 
W kacie A, dwie przeciwrównoległe BC, B'C' wyznaczają na ra- 


mionach albo na ich przedłużeniach odcinki, liczone od wierzchołka, 
Е AB.AB' i АС. АС’ sarówne. I NAWZAJEM. 


f s A Jakoż, dwa trójkąty АВС, 
A МОЛ A'B'C' podobne, dają : 
w Хх, Ач AB__ACQ, 
c АС АВ” 
р оир 1 
Z ©з“ кай AB.AB'=AC.AC.. 
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NAWZAJEM, dwie sieczne BC, B'C' są przeciwrównoległe w Ка- 
cie A, jeśli wyznaczają na kierunkach ramion odcinki których 
wieloczyny AB.AB' i AQ.AC' są równe z wielkości i ze znaku. 

Dowodzenie jako we wzajemnicy twierdz. I. 


B WNIOSEK. — Jeśli dwie przeciwró- 
| AR wnoległe w kącie przecinają jedno ramie 
АҢ < w tym samym punkcie, np. w punkcie B, 
j | S wtedy odcinek AB = AB', i powyższy 
t N . . . 
40. | уу wieloczyn staje się 
A С" с 


AB = АС.АС". 

To pokazuje że w trójkącie ABC, w którym sieczna BC' i 
bok BC są dwiema przeciwrównoległemi w kącie A, bok AB jest 
średnim ргорогсуопаіпут między odcinkiem przyległym AC' i 
bokiem АС. І NAWZAJEM. 


TWIERDZENIE XI. 


Sieczne, przechodzące przez jeden punkt, przejmują na dwóch 
równoległych odcinki proporcyonalne. I NAWZAJEM. 


Niech będą sieczne SA, SB, SC... które 
IN j przechodzą przez punkt S, і przecinają dwie 
k/a м równoległe AD i EH. Odcinki tych równo- 
в/_ | SIM ległych, zawarte między siecznemi, są propor- 
A | A eyonalne. 


ГЫ с ж Jakoż, trójkąty podobne SAB, SEF dają (4) 
/ AB SB 
5 
| 
/ 
РАМ, 


EF SF 
a Tak samo, trójkąty podobne SBC, SFG dają 
także ч 
SB ВС 50 А 


SF FG SG 
Nakoniec trójkąty podobne SCD, SGH dają 


SG ср 
SG GH 
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Ztąd, odtrącając stosunki spólne, otrzymujemy 
AB BC Ср 


NAWZAJEM. Sieczne АЕ, BF, CG,... które przejmują na dwóch 
równoległych AD, i EH, odcinki proporcyonalne, schodzą się w je- 
dnym punkcie. 

Niech będzie S punkt spotkania dwóch siecznych AE, BF; 
poprowadźmy prostę GS która przetnie EH w pewnym punkcie 
G', i będzie 

АВ BC 
В BC, 
EF FG' 


Więc sieczna CG przechodzi przez punkt S; i tak samo inne. 


Ale z założenia, zatem FG = Еб. 


UWAGA. — Gdy stosunek ЕЕ równa się jedności, to jest gdy odcinki 


“ 


dwóch równoległych, zawarte między siecznemi, są równe, wtedy te sieczne 
są równoległe. W tym przypadku, można jeszcze zachować wysłowienie 
twierdzenia, byle tylko uważano dwie równoległe jako dwie proste ktore 
się spotykają w nieskończenie wielkiej odległości, 

II. — Jeśli jest więcej niż dwie równoległe, jako AD, EH, KN, ich od- 
cinki, zawarte między siecznemi AS, BS, CS, DS przechodzącemi przez 
jeden punkt, są między sobą proporcyonalne. Co się wyraża pisząc 

AB;EF:KL::BG: FG: LM :; CD : GH : MN. 

Та dawna notacya, w obecnym przypadku użyteczna, czyta się mó” 

wiąc : AB ma się do EF do KL, jako BC do FG do LM; jako GD do etc. 


Zajmiemy się teraz podobieństwem wielokątów jakichkolwiek. 

OKREŚLENIE V. — W wielokątach podobnych, dwa punkta są 
odpowiedne gdy, złączone z dwiema skrajnościami boków odpo- 
wiednych, wyznaczają trójkąty podobne i podobnie ustawione. 

Dwie proste, łączące dwa punkta odpowiedne, nazywają się 
liniami odpowiednemi ; jako np. dwie przekątne które łączą 
wierzchołki odpowiedne. 
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TWIERDZENIE ХП. 


Dwa wielokąty, złożone z równej liczby trójkątów podobnych i 
podobnie ustawionych, sa podobne. I NAWZAJEM. 


J- =% Niech będądwa wielokąty ABGDEF abcdef, 

{ / М, złożone z trójkątów odpowiednych podo- 

4 | © bnych ABC i abc, ACD i acd, ete. 

Z podobieństwa trójkątów ABC, abc wy- 
nika że Каі В = b, kąt АСВ = acb i kat 
ACD =acd; zatem kąt BCD = bed. Dowiedzie 
się podobnie że kat CDE = cde; і Е, d. 

Nadto, porównywając boki odpowiedne, 
mamy 


АВ 80 АС Ср +! 
8 WE та 


Więc wielokąty ABCDE, abcde, mające boki proporcyonalne 
i katy między niemi zawarte równe, są podobne. 

NAWZAJEM, dwa wielokaty podobne ABCDEF, abcdef rozkla- 
dają się na równą liczbę trójkątów podobnych i podobnie usta- 
wionych, 

Z wierzchołków odpowiednych A, a, poprowadźmy przekątne 
do wszystkich innych. Dwa trójkąty АВС, abe są podobne; bo 
mają, z założenia kąt równy, B=, zawarty między bokami pro- 
porcyonalnemi. Zatem kąt ACB=acb; a że kąt BOD=Żbcd, więc 
kat ACD=acd ; nadto > mh = кы 

ac be cd" 
acd, mające kąty równe ACD, acd, zawarte między bokami pro- 
porcyonalnemi, są podobne. Dowiedzie się tak samo podobień- 
"stwa trójkątów następujących ; etc. 


. Więc dwa trójkąty ACD, 


Uwaga, — Gdy wielokaty podobne nie sa wypukłe, wtedy proste odpo- 
wiedne, z jednego wyprowadzone punktu, nie dzielą ich koniecznie na 
trójkąty składające ; ale zawsze tworzą trójkąty odpowiedne podobne i po- 
dobnie ustawione, I nawzajem. 
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TWIERDZENIE ХШ, 


Dwa wielokąty równokatne między sobą są podobne, gdy ma- 
jan—2 boki po sobie idące proporcyonalne i PRZYLEGŁE katom 
równym. 


Niech będą dwa wielokaty ABCDEF, abcdef, (figura powyższa) 
równokątne między sobą, i mające, prócz boków AF i af, EF ief, 
wszystkie inne boki proporcyonalne. Poprowadźmy przekątne 
odpowiedne AC, AD, ac, ad. Dwa trójkąty ABC, abc, mające kąty 
Bib równe zawarte między dwoma bokami proporcyonalnemi, 
są podobne; zatem kąt ACB=ach. A że kąt ВСЮ = еа, więc kąt 


AC ВС QD е А 
=acd. N се 2. Wiec awa. tr 
ACD=acd. Nadto wini c” ięc dwa trójkąty ACD, 


acd, mające kąt równy, ACD=acd, zawarty między dwoma bo- 
kami proporcyonalnemi, są podobne. 

I tak następnie, przechodząc przez trójkąty odpowiednio podo- 
bne, dochodzimy do trójkątów AEF, aef równokątnych, które 
dowodzą że boki AF, EF są proporcyonalne do af, ef. Więc 
dwa wielokąty ABCDEF, abcdef sa podobne (Okreś. Ш). 


UwAGA, — Aby dwa wielokaty n boków były równokątne między sobą, 
dość jest żeby miały n — 1 kątów odpowiednio równych (I, 26 wn.) ; nadto 
te n —2 boki proporcyonalne dają n — З równości stosunków. Więc w tych 
wielokątach, n—1 kątów równych i n—2 boków proporcyonalnych wy- 
znaczają tylko 2n — 4 warunków podobieństwa. Powyższe twierdzenie poka- 
zuje że te warunki są dostateczne. 


TWIERDZENIE XIV. 


Dwa wielokąty n boków sa podobne, gdy maje n—1 boków pro- 
porcyonalnych ZAWIERAJĄCYCH n—2 katów odpowiednych równych. 
Dowodzenie podobne poprzedzającemu. 


UWAGA. — Twierdzenie pokazuje że п — 1 boków proporcyonalnych i 
n — 2 kątów odpowiednych równych wyznaczają także 2n —4 warunków, 
dostatecznych dla podobieństwa dwóch wielokątów nto bocznych. 
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TWIERDZENIE XV. 


Dwa wielokąty są podobne gdy mają boki proporcyonalne, ZAWIE- 
RAJĄCE, PRÓCZ TRZECH, wszystkie inne kąty odpowiedne równe. 


- * Niech będa dwa wielokaąty ABCDEFG, 
і ађеӣе[д, mające boki proporcyonalne, w któ- 


Е, С 
Vag | rych trzy kąty odpowiedneA ia,Did,Fi/f 
ч ' Jg nie sadane, ale wszystkie inne odpowiedne są 
A á równe. Połączmy wierzchołki kątów niewia- 


domych. 
FR Wielokąty ABCD, abed mające, prócz boku 
K i je AD, ad, i dwóch katów przyległych, wszystkie 
ү, X b inne boki proporcyonalne i kąty odpowiedne 
4 równe, są podobne na mocy poprzedzającego 
twierdzenia, Więc kąt ADC= ade, kąt DAB = dab; i А = > i 


Tak samo wielokąty DEF, def są podobne; więc kąt 


„JB DE 
EDF = edf, kąt DFE = а/е; i 4 uzna! 
Nakoniec, wielokąty podobne AGF, agf dają : kąt AFG = afg, 
„ AF AG 
kąt FAG = fag, i af = D 


Więc dwa trójkąty ADF, adf, mające boki proporcyonalne, są 
równokątne między sobą. Zatem idzie że cały kąt A = a, D= d, 
F=f. Więc dwa wielokaty ABCDEFG, abedefg są podobne. 


UwaGa. — Widzimy tu jeszcze że n boków proporcyonalnych i n — 3 
katów odpowiednych równych dają także 2n — 4 warunków, dostatecznych 
dla podobieństwa dwóch wielokątów nto bocznych. 


TWIERDZENIE XVI. 


W wielokątach podobnych linie odpowiedne są proporcyonalne do 
boków odpowiednych. 


Niech реда, w wielokątach podobnych ABCDEF, obedef, dwie 
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proste odpowiedne MN, mn. Połączmy AM, 
| NC, am, ne. Ponieważ punkta M, N są odpo- 
қ yN \ wiedne punktom m, n, kąt MAB= moż, i kąt 
w 7° КОВ = ncb; zatem dwa wielokaty МАВСХ 
ЕС maben, mające, prócz boku MN, mn,i dwóch 
A kątów przyległych, wszystkie inne boki pro- 
ГА | porcyonalne i kąty między niemi zawarte 
К -Je równe, są podobne (14). 
F—4 MN АВ 


Więc — = —: 
sj mn ab 


p= 


OKRESLENIE ҮІ. — Stosunek dwóch boków odpowiednych, 
albo ogólniej, stosunek dwóch linij odpowiednych nazywa się 
stosunkiem podobieństwa dwóch wielokątów. 


Gdy stosunek podobieństwa równa się jedności, wtedy dwa 
wielokąty podobne stają się równemi. To pokazuje, że równość 
figur jest szczególnym przypadkiem ich podobieństwa. 


UWAGA OGÓLNA O PODOBIEŃSTWIE WIELOKĄTÓW. — Trzy powyższe 
twierdzenia podobieństwa wielokątów odpowiedają trzem twier- 
dzeniom równości; і więcej ich być nie może, jeśli uważamy 
same tylko boki i katy. Owóż, wiemy że równość dwóch wieloka- 
tów nto bocznych wymaga, ogólnie mówiąc, 2n — 3 warunków; 
a że stosunek podobieństwa jest niezależny od liczby boków ; 
więc dla podobieństwa tych wielokątów trzeba tylko 2n — А 
warunków. Podobieństwo wymaga tedy jednego warunku mniej 
niż równość. бо się łatwo przewidzieć mogło, albowiem 
dwie figury podobne stają sięrównemi, gdy stosunek po- 
dobieństwa staje się równy jedności. Ta liczba warunków konie- 
cznych jest dostateczna, jako pokazują twierdzenia poprzedzające ; 
byle tylko dane wielkości były oddzielne i przyzwoicie dobrane. 

Jako w rówości tak i w podobieństwie, liczba warunków 
koniecznych zmniejsza się gdy gatunek figur podobnych jest 
dany. Zatem, z równości figur, wnosimy że : 

TWIERDZENIE. — Dwa TRAPEZY, mające boki odpewiedne propor- 
cyonalne, sa podobne. e 
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w 
TWIERDZENIE. — Dwa PROSTOKATY mające dwa boki przyległe 
proporcyonalne, są podobne. 
TWIERDZENIE. — Dwa RÓWNOLEGŁOBOKI, mające kąt równy za- 
warty między dwoma bokami proporcyonalnemi, są podobne. 


TWIERDZENIE. — Dwa RÓWNOLEGŁOBOKI są podobne, gdy mają 
przekątnę i dwa boki przyległe proporcyonalne. 

Nakoniec, jeśli do wyznaczenia figury danego gatunku trzeba 
jednej tylko linii, wszystkie figury tego gatunku są podobne. 
Zatem: 

Wszystkie kwadraty są podobne. 

A ogólnie, wszystkie wielokąty foremne, równej liczby boków, są 
podobne. 

Promień wyznacza koło; więc 

Wszystkie koła są podobne. 


WŁASNOŚCI MIAROWE W TRÓJKĄCIE, CZWROBOKU 
I KOLE. 


TWIERDZENIE XVII. 


Jeśli w trójkącie prostokątnym ABC, z wierzchołka kąta pros- 
tego A spuścimy prostopadłę AD na przeciwprostokątnę ВС, 
wtedy: 

4° Trójkąt ABC rozkłada się na dwa trójkąty ADB i ADC podo- 
bne do niego i temsamem podobne między sobą. 

X Każdy bok kąta prostego jest średnim proporcyonalnym między 
swoim rzutem na przeciwprostokątnej i tą przeciwprostokątną. 

30 Prostopadła jest średnia proporeyonalną między rzutami bo- 
ków kąta prostego na przeciwprostokątnej. 

| NAWZAJEM. 

Jakoż, 1° Trójkąty prostokątne АВС, 
ABD, mające kąt ostry B spólny, są 
podobne; tak samo trójkąty prosto- 
Капе ACD і ABC mające kąt ostry С 
spólny, są także podobne. Zatem dwa 


D D с 
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trójkąty ABD i ACD, podobne trójkątowi ABC, są podobne 
między sobą. 


2° Trójkąty podobne ABD, ABC dają 
BC АВ 


2 
АВ BD albo АВ = BC. BD. 


Więc bok AB jest średnim proporcyonalnym między swoim rzu- 
tem BD na przeciwprostokątnej BC i tą przeciwprostokątną. a 

Ten wynik można wprost otrzymać, uważając że linie AC i AD 
są przeciwrównoległe w kącie В. Co pokazuje że część 2° zada- 
nia jest szczególnym przypadkiem twierdzenia X. 

Stosując tę uwagę, widzimy zaraz że linie AB i AD, przeciw- 
równoległe w kącie С, dają 

к= 
АС = ВС. CD. 
Więc bok AC jest średnim proporcyonalnym między BC i CD. 
3° Nakoniec, dwa trójkąty podobne ADB, ADC dają 
BD AD —? 
ame aho AD=BD.GD. 

Więc prostopadła AD, jest średnią proporcyonalna między rzu- 
tami BD С) boków kąta prostego na przeciwprostokątnej. 

Łatwe dowodzenie wzajemnie zostawiamy czytelnikowi. 

A WNIOSEK. — Jeśli z punktu A, wziętego 

ГАГ na okręgu, spuścimy prostopadłę AD na 
Bł R żak Aa średnicę BC, i poprowadzimy cięciwy AB, AG 

| | do skrajności tej średnicy, trójkąt ABC będzie 

prostokątny. Więc, 


1° Każda z cięciw AB, AC jest średnią рпоропсуопаіпа między 
swoim rzutem na średnicy przechodzącej przez jej skrajność, i ta 
średnicą. 

2° Prostopadła AD jest średnią proporcyonalna między rzutami 
AB i AC tych dwóch cięciw na średnicy. 


18 
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TWIERDZENIE XVIII. 
W trójkącie prostokątnym, kwadrat z przeciwprostokątnej jest 
równy summie kwadratów z dwóch innych boków. 


А Niech będzie trójkąt prostokąlny 


KS АВС. Jeśli z wierzchołka A kąta pros- 
ki tego spuścimy prostopadłę AD na prze- 
a ciwprostokątnę, każdy bok kąta pros- 
I re ma 1 tego będzie średnim proporcyonalnym 


między przeciwprostokątną i odcin- 
kiem przyległym; to jest е 
АВ? =BCXBD і АС? Вах Ср. 
Zląd, dodając stronami, otrzymujemy 
АВ? + АС? = BC(BD + CD) = A 
albo ВС =AB*+AC 


WNIOSEK. — Frówności АВ? BC X BD i АС = BC X GD 
wynika 


m M м BE 
BD CD С 

Więc, w trójkącie prostokątnym, kwadraty z boków kąta prostego 
i z przeciwprostokątnej są odpowiednio proporcyonalne do rzutów 
tych trzech boków na przeciwprostokątnej. 


11. — Stosunek przekątnej ишт atu do jego boku równa się liczbie 


niespółmiernej V 2 

Jakoż, przekątna BD kwadratu jest przeciw- 
prostokątną trójkąta prostokątnego i równora- 
miennego ABD; zatem 


D c 


I в ВАВ: AD = 2AB" и ztąd A = 2. 
АВ 
Więc za = ү, 2 Ibo Вр = АВ 
ię ДАШТ A albo у>. 2. 
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Co dowodzi że przekątna i bok kwadratu sa dwiema liniami nie- 
spółmiernemi. 


UwAGA. — Za pomocą tego twierdzenia można wyrachować jeden z bo- 
ków trójkąta prostokątnego, gdy dwa inne są wiadome, I tak: 

Mając dane boki bi c kąta prostego, znajdziemy przeciwprostokątnę a, 
biorąc równość 


а= ЕЕ c zkąd a=V © + e 


Jeśli wiadoma przeciwprostokątna a i jeden z boków b kąta pów, 
znajdziemy drugi bok c biorąc równość 


2 — 
7А a żę b; zkąd бана b. 


TWIERDZENIE XIX. 
© 


W trójkacie rozwartokątnym, kwadrat z boku przeciwlegtego ką- 
towi rozwartemu równa się summie kwadratów z dwóch boków kąta, 
więcej podwójny wieloczyn jednego z tych boków przez rzut na nim 


drugiego. 


с Niech będzie trójkąt АВС w którym 
ju kąt A jest rozwarty. Z wierzchołka C spuść- 
i К my, па bok АВ tego kąta, prostopadłę CD 
| БЗ о która wyznaczy rzut AD drugiego boku AC. 


» зу тараа. W trójkącie prostokątnym ВСР, mamy 
ВС? =CD* + BD”. 
a trójkąt ACD, także prostokątny, daje . 


СЮ? = АС*—— AD”. 

Teraz, ponieważ kąt BAC jest rozwarty, prostopadła CD pada 
zewnątrz trójkąta, i linia BD równa się summie AB -+ AD, Owoż, 
linie AB i AD wyrażają długości, to jest liczby które je mierzą; 
więc В (АВ АС) =AB*+- 2AB.AD + АТУ, 


Dodając stronami trzy powyższe równości i uprosczając, otrzy- 
mujemy - 


ВС? = АВ? + АС? +- 2AB.AD. 
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TWIERDZENIE XX. 


W każdym trójkącie, kwadrat z boku przeciwległego katow 
ostremu równa się summie kwadratów z dwóch boków kąta, mniej po- 
dwójny wieloczyn jednego z tych boków przez rzut na nim drugiego. 


Fx Niech będzie trójkąt ABC w którym kąt A 

А AM jest ostry. Z wierzchołka С spuśćmy na bok 

| <a ‚ \ АВ prostopadłę GD która wyznaczy na 
KE Rai Ув nim rzut AD drugiego boku AC kąta A. Ta 


9 prostopadła znajduje się wewnątrz albo ze- 
„| wnątaz trójkąta ABC, według jak kąt ABC 
Л / | jest ostry albo rozwarty. W obydwóch 

z zd 4 i przypadkach trójkąt BCD jest prostokątny, 
KE wi вр i daje 
BC — ср? + BD”, 

Ale trójkąt ACD jest także prostokątny ; zatem 

GB = AG — AP. 

Teraz, jeśli prostopadła CD przypada wewnątrz trójkąta АВС, 
linia BD równa się różnicy AB— AD; a jeśli, przęciwnie, ta 
prostopadła znajduje się zewnątrz, wtedy rzut AD jest większy 
od boku AB, i linia BD równa różnicy AD — AC. Ale w oby- 
dwóch razach, kwadrat z BD jest ten sam (*), a tylko on jedy- 
nie wchodzi do dowodzenia ; więc mamy 

BD” = (АВ —AD) = AB* — 2AB.AD + AD. 

Dodając te trzy równości i uprosczając, otrzymujemy 

ВС? = AB*+- АС? — 2AB.AD. 

WNIOSEK. — Ze trzech powyższych twierdzeń wynika że 

NAWZAJEM, kat przeciwległy danemu bokowi trójkąta jest pros- 
ty, rozwarty albo ostry, według jak kwadrat z tego boku równa 


(*) Nazywając a i b dwie liczby które mierzą linie proste AB i AD, wiadomo 
z Algebry że (a — b)? = a* — 2ab + b? = (b — a)’. 
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się summie kwadratów z dwóch innych boków, jest od niej więk- 
szy albo mniejszy. 

I tak, w trójkącie АВС, nazywając а,б, с boki przeciwległe 
katom А, B, С: 

1° Jeśli a=5, b =4, c=3, kąt A jest prosty; bo 5 =h 

2° Jeśli a=6, 5=4, c=3, kąt A jest rozwarty ; bo 6*>1-+3*, 

3° Jeśli a=2, b= h, c =3, kąt A jestostry; bo 2 Z6 3”, 

UWAGA. — Znając trzy boki trójkąta, można wyrachować, za pomocą 


tych twierdzeń, rzut każdego boku na jednym z dwóch innych, a następni e 
trzy wysokości trójkąta. 


A „Jako zastosowanie, szukajmy w trójkącie АВС 
Z 0 wysokości AD, odpowiedającej bokowi BC = a. 
j ; 29 Uważając że jeden z dwóch kątów В i С jest ostry, 
R yoo >с тр. $, mamy najpierwej w кк prostokątnym 
ACD, AD = b — 0D*; ;a Be w trójkącie ABC, c c =a 2-0 2a. GD; 
2 


M sek b -- 0 
каа Ср = h 
Podstawiając tę wartość, będzie \ 


2 (a? -+ b = c) À 


Ti hab — (а? 4-00 e h 


has ha ; 
S дг PEC TE УЕ 
więc AD= zV ta b E + Ө с?) , 


Można rozłożyć na czynniki ilość pod миш, i tym sposobem 
nadać formę logarytmowemu rachunkowi dogodną. Jakoż, ta ilość, będąc 
różnica kwadratów, równa się wieloczynowi ai, i różnicy ich pierwias- 
tków, to jest 


hab - (a +6 — c) =(2ab + a +6 —c') (2ab zed) + c). 


Tak samo rozkłada się każdy z czynników w nawiasach, i daje 
aba + da (a+ bi бош («+540 (a + b—0), 
Заа сс (a – 6) = (са 6) (са 5). 


PRE ОШРЧЕРАПИРОЕТРЧИ M RACZ зай. 
Więc, AD= = (04 040) (a -+ b — с) (a +e 0) (b +c — а). 
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A jeśli dla skrócenia uczynimy, jako zwykłe, a +b ++ c=2p, zkad 
będzie 


a--b—c = 9р — 20 =2(p—c), ае —b=2(p—b), b-|-c—a = 2(p—a) ; 
otrzymamy ostatecznie 


9 —— — 
AD = VPP— 0) (0—0) p= с). 
Znajdzie się wysokość odpowiedającą bokowi b albo c, zamieniając tylko 
2 
w mnożniku FA bok a na b albo na c. 


'TWIERDZENIE XXL. 


W każdym trójkącie : 19 Summa kwadratów z dwóch boków 
równa sie podwójnemu kwadratowi z połowy trzeciego boku, więcej 
podwójny kwadrat z jego ośródkowej ; 

2° Różnica kwadratów z dwóch boków równa się podwójnemu 
wieloczynowi z trzeciego boku przez rzut na nim jego ośródkowej. 


л Niech będzie trójkąt ABC. Połączmy śro 
| dek D boku BC z wierzchołkiem przeciwle- 
| głym A, i spuśćmy prostopadłę AE na BC. 
| W trójkącie ABD kąt D jest rozwarty, 

BE przeto  AB*=BD*+ АЮ? + 2BD. Dk 

A zaś w trójkącie ADC kąt D jest ostry, 

więc АС? = Ср* + AD — 2CD.. DE. 

Ztąd, 1° dodając te równania stronami, i uważając że CD = BD, 

otrzymamy AB” + АС =28D* + 2ADŹ (1). 

2° Odejmując drugie równanie od pierwszego, będzie 
АВ? — АС? = LBD x DE; 
a bacząc że 2BD = BC, mamy ostatecznie 
AB? — АС? = 2BD x DE (2). 


UwAGA. — Znając trzy boki trójkąta, można wyrachować trzy ośródkowe 
i ich rzuty na bokach odpowiednych. 
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WNIOSEK I. — Równanie (1) pokazuje że, jeśli w trójkącie АВС 

podstawa BC jest niezmienna a boki przyległe AB, AC zmieniają 

się tak że summa ich kwadratów, АВ? + AC, zostaje ta sama, 
wtedy odległość AD jest stała. 


Więc, miejscem geometrycznem punktu A, którego summa kwa- 
dratów odległości od dwóch punktów danych B, С. zostaje stała, jest 
okrag koła mający środek we środku linii BC. 


UWAGA. — Można wyrachować promień tego koła. Jakoż, oznaczając 
2 2 р 
summę stałą АВ + АС przez k, będzie 


AD=V k —;BC”, 
Co wymaga żeby RC <kV2 
WNIOSEK Il. — Równanie (2) pokazuje że, jeśli w trójkącie ABC 
podstawa BC jest niezmienna, a boki przyległe AB, АС zmieniają 


się tak że różnica ich kwadratów, АВ? — AC, zostaje ta sama, 
wtedy rzut DE jest stały. 


Więc miejscem geometrycznem punktu A, którego różnica kwa- 
dratów odległości od dwóch punktów danych B, © zostaje stała, jest 
linia prostopadła do linii BC. 


ДА. | UwaGA Nie trudno wykreślić spodek E 
ZIN tej prostopadłej. Dla skrócenia uczyńmy 


/ D 05 АВ — АС? = K, przypuszczając АВ >> АС, 
/ н. Będzie , na mocy równania (2) 
á \ з œ 2 
p i a NCA TY BE =: B К „ВО. 
B VE ` PEP Е 


Wyprowadzając do BC prostopadłę СК == А, mamy BC Ц me BR” 
Jeśli więc ze środka Н przeciwprostokątnej BK wyprowadzimy prostopadłę, 
to ona wyznaczy na BC spodek E prostopadłej AD. Jakoż, trójkąty podobne 


BE BH BK” 


ВЕН, ВСК dają BK = К zatem BE = 286" Co właśnie daje punkt E, 
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TWIERDZENIE XXII. 


W każdym czworoboku, summa kwadratów z boków równa się 
summie kwadratów z przekątnych, więcej poczwórny kwadrat z (пті 
łączącej środki tych przekątnych. 

p Niech będą E, F, środki przekątnych 
o; | AC, BD. Połączmy AF, CF, EF; będzie : 
Г | Wfrójk. ABD, АВ + AD*—2BF* +-2AF", 


a | w trójk. BCD, BG +CD = 2BF* +-2CF*, 
FAKE Бүл Miry Ware r 
w trójkącie ACF, 2AF +-20F = ДАЕ" + ДЕЕ. 


Dodając te równości stronami i redukując, otrzymamy : 
АВ? БС? + GD? + AD*—GBF* + GAR" + ЕР? 
Омой ВЕ? (2BF)'=BD*, i 4AE = (2AE) = АС ; więc 
ostatecznie: АВ“ -= ВС? 4-С AD? =AG? + Вр“ +-1EF*. 
WNIOSEK I. — W równoległoboku przekątne przecinają się na 
ołowy, linia EF jest zero; więc : 


Summa kwadratów z boków równoległoboku równa się summie 
kwadratów z jego przekątnych. 


I nawzajem, czworobok jest równoległobokiem gdy summa kwa- 
dratów z jego boków równa się summie kwadratów z przekątnych. 
Co widoczne. 


с 6 Il. — Wiadomo że w czworoboku ABCD 
э | linie łączące środki boków przyległych tworzą 
SE >= przytegźy 

бх |, równoległobok EFGH. Więc, na mocy ро- 


34 Ў чыл | przedniego wniosku, mamy : 
BRA PAŃ EN U GRE i. za 
B— W, 2EF + 2EH = EG + ЕН. 
| вр 
/\ A że EF = 50 (1, 32) 1 FG=—; 
a Zd y „2 2 
y i 4 więc, podstawiając i redukując, otrzymujemy 
ў ja sr =з, т? 
„== АС? + BD” = 2(EG* + FH), 
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to jest : w każdym czworoboku, summa kwadratów z przekątnych, 
równa się podwójnej summie kwadratów linij które łączą środki bo- 
ków przeciwległych. 


Ш. — W trapezie summa kwadratów z przekątnych równa się 
summie kwadratów z boków nierównoległych, więcej podwójny wie- 
loczyn z podstaw. 


c „ Jakoż, podług twierdzenia powyższego, 
| mamy w trapezie ABCD : 


SCM. p AD ЕВС асн =AB*4-BD*+CD*+AG". 
А АВ — Ср 
KA: бу GĄ = Rze (1,33), 
аа RW rid . 
a ztąd LGH = AB + CD — 2AB . Ср; 


więc, odejmując ostatnią równość od pierwszej i redukując, 
otrzymamy : 


AD? -- ВС? == АС? + BD” 4- 2AB.. CD. 
TWIERDZENIE XXIII. 
Jeśli poprowadzimy siecznę йо koła, przez punkt jego płasczyzny, 


wieloczyn odległości tego punktu od dwóch punktów przecięć będzie 
stały, jakiekolwiek sieczna weźmie położenie. 


A 
h E 
A i | \ 


GN LZ х >. 


/ 
/ 


| 


Niech będzie sieczna ABC która, przechodząc przez punkt 
przecina okrąg w dwóch jakichkolwiek punktach B i С. Aby do- 
wieśdź że wieloczyn odcinkowy AB.AC jest niezależny od poło- 
żenia siecznej w kole, dość okazać że, jeśli poprowadzono drugą 
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siecznę ADE, dwa wieloczyny odcinkowe AB.ACi AD.AE są 
równe. 

Uważajmy że punkt A może być zewnatrz koła albo wewnatrz, 
jako pokazują dwie powyższe figury; ale dowodzenie jest to samo 
w obydwóch przypadkach. 

Jakoż, połaczmy BE, CD. Dwa trójkąty ABE i ACD, mające 
katy przy A równe, i kąty С, E równe jako wpisane w ten sam 
odcinek koła, są podobne i daja 


AB AE 


ХА ` więc AB. АС = Ар. АЕ. 


Ten wynik można odrazu otrzymać, uważając że cięciwy 
BE i CD są przeciwrównoległe w kącie A (10). 

Powyższe, ogólne twierdzenie rozdziela się zwykle na dwa na- 
stępujące, które таја wzajemnicę ; to jest: 


1° Dwie sieczne koła AC i AE (pierwsza figura), wychodzące 
z punktu zewnętrznego są odwrotnie jwoporcyonalne do swoich odcin- 
ków zewnętrznych AB i AD. 


20 Dwie cięciwy BC i DE (druga figura) przecinają się w kole na 
części odwrotnie proporcyonalne. 


NAWZAJEM, gdy dwie proste BC i DE, przedłużone jeśli trzeba, 
spotykają się w punkcie A, tak że wieloczyny ich odcinków są równe, 
to jest АВ.АС =AD.AE, cztery skrajności В, С, 0, Е tych linij 
leżą na jednym okręgu. 


Jakoż, połaczmy BE,CD; z założenia R-t, więc dwa 
trójkaty ABE, ACD mające kąty przy A równe zawarte między 
bokami proporeyonalnemi, są podobne; zatem katy odpowie- 
dne AEB, AGD są równe. Jeśli więc na cięciwie BD nakreślimy 
odcinek koła obejmujący kat AEB, łuk tego odcinka przejdzie 
Przez punkt C (П, 20.) 


WNIOSEK. — Gdy punkt A jest zewnątrz koła, jedna z dwóch 
siecznych, np. ADE, może stać się styczną; co się zdarza gdy 
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punkta D i Eschodzą się w jeden D. Wtedy AD = АЕ, i ró- 
wność AB . AC= AD . AE staje się 

AB . AC=AD*. 

Więc, jeśli z punktu, wziętego zewnątrz koła, poprowadzono sty- 
czne i siecznę, styczna jest średnia proporcycnalną między sieczną 
ijej odcinkiem zewnętrznym. 

A Można wprost dowieśdź tego twierdzenia. 
| Jakoż, niech będą styczna AD i sieczna AG 

Ax do koła О, Poprowadźmy cięciwy BDi CD. 

Já 4 / М\ Dwa trójkąty ACD, ABD są podobne; bo kąt A 
К. АР ży jest spólny, a kąty бї ADB, jeden wpisany 
07 / drugi zawarty między styczną i cięciwą, są 
równe jako mające za miare połowę łuku BD. 
Więc АС _АРр 
AD АВ 

NAWZAJEM, gdy dwie proste AC, AD wychodzą z jednego punktu, 
i mniejsza AD jest średnią proporcyonalną między większą AC 
i jej odcinkiem AB, okrąg przechodzący przez skrajności B, С, D 
tych trzech linij, jest styczny w punkcie D do linii mniejszej AD. 


albo AD? = АВ . AC, 


Jakoż, z założenia AD = AB. AC з. jeśliby więc okrąg prze- 
chodzący przez trzy punkta B, С, D spotykał prostę AD w dru- 
gim punkcie D', byłoby _ AB.AC=AD.AD: 


Zatem AD. AD'=AD*, аро AD=AD. 


Co dowodzi że punkt D' przypada w D, czyli że okrąg BCD 
jest styczny do prostej AD w punkcie D. 


UwAGA I. To co poprzedza dowodzi że skrajności dwóch przeciwrówno- 
ległych w kącie sa na jednym okręgu; a gdy dwie przeciwrównoległe prze- 
chodzą przez jeden punkt ramienia kąta, to ramie jest styczne do okręgu 
w tym punkcie, 

* 

Uwaga II. — Gdy punkt A jest zewnątrz koła O (fig. poniżej), prowa- 
dząc stycznę DA i łącząc OA, OD, mamy 


AB. AC= AD” =0k = OD”. 
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A 


sa | р 
CZ Lr) 
| ; / М 
Na A | / 


А gdy punki A jest wewnątrz koła, wtedy, prowadząc średnicę EAF i do 
niej prostopadłę AD i łącząc OD, otrzymujemy 
AB. АС=АЕ. AF=AD'=0ÓD' — ОА. 

Owoż, w pierwszym przypadku wieloczyn AB. AC jest dodatny (określ. 1), 
i OA>OD; w drugim, wieloczyn AB. АС jest odjemny, ale też ОА <OD; 
więc, mając wzgląd na znaki, można zawrzeć oba przypadki w jednem tylko 
wyrażeniu 
| АВ. AC=OA — OD”. 

Ta równość pokazuje że wieloczyn AB.AG jest stały nie tylko gdy 
sieczna АВС zmienia położenia w kole O, ale jeszcze gdy punkt A posuwa 
się po okręgu promienia OA, spółśrodkowym z okręgiem O. 

OKREŚLENIE УП, — STEINER (*) nazywa wieloczyn AB.AC po- 
tęga punktu A względem koła О, Ta potęga, jako widzimy, jest 
dodatna albo odjemna według jak punkt A leży zewnątrz albo 
wewnątrz koła. 


TWIERDZENIE XXIV. 


Wieloczyn dwóch boków trójkąta jest równy wieloczynowi wyso- 
kości odpowiedającej trzeciemu bokowi przez średnicę koła opisanego. 
A Niech będzie, w trójkącie АВС, wyso- 

| kość AD odpowiedająca bokowi BC. 
Opiszmy koło; przez wierzchołek A po- 
prowadźmy średnicę AE, i połączmy ВЕ, 


(Z / io N Dwa trójkąty prostokątne ABE, ACD, 
BS. / mające kąty ostre E i C równe, sa po- 
l PE dobne i dają 
AB AE i 
аот" więc АВ.АС = АП.АЕ. 


(*) Znakomity Matematyk Szwajcarski, zmarły r. 1803, 


http://rcin.org.pl 


WŁASNOŚCI MIAROWE W TRÓJKĄCIE. 157 


TWIERDZENIE XXV. 


W każdym trójkącie, 1° wiełoczyn dwóch boków kąta równa się 
wieloczynowi odcinków które jego dwójsieezna wyznacza na trzecim 
boku, więcej kwadrat z tej dwójsiecznej. 

2° Wieloczyn dwóch boków kata równa się wieloczynowi odcin- 
ków które dwójsieczna kata spełniającego wyznacza na kierunku 
trzeciego boku, mniej kwadrat z tej dwójstecznej. 

X 4° Niech będzie w trójkącie 

| ŻA ABC, dwójsieczna AD kąta A. 

| ГА Ыы Jeśli opiszemy koło, ta dwój- 

ано КА | sieczna przejdzie przez środek 

= |/p e 7 E ë HłukuBC. Połączmy BH. Dwa 

PEL trójkąty ABH, AGD, mające 

katy przy A równe z założenia, i katy AHB, ACD równe јако 
wpisane w ten sam odcinek koła, за podobne i dają 


AB AH 

AD = АСУ Жай _ AB.AC=AH.AD, 

albo _ AB.AC=(AD+- DH) AD = AD.DH + AD’. 
Ale - AD.DH=DB.DC; 

więc AB.AC =DB.DC + AD. 


UWAGA. — Jeśli trójkąt ABC jest równoramienny АВ == АС, wtedy 
ОВ = 00 ; zatem АВ «= BD + AD”; co sprawdza znane już twierdzenie. 

2 Uważajmy teraz dwójsiecznę AE spełnienia kąta BAG, 
która przechodzi przez środek K łuku BAC; i połączmy BK. 
Dwa trójkąty ABK, ACE są podobne ; bo mają kąty ВКА, ACE 
równe jako spełnienia kąta АСВ, i katy BAK, CAE równe jako 
dopełnienia połowy kąta BAQ. 


w" АВ АК, 
są ХЕ AC 
zkąd АВ.АС = АК.АЕ — (EK — EA) EA =EK.EA — EA”. 
Ale EK. EA — EB.EC ; 
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więc AB.AC=EB.EC— AE". 


UwAGA. — Za pomocą tego twierdzenia, można wyrachować w funkcyi 
boków trójkąta długość dwójsiecznej kata wewnętrznego albo zewnętrznego. 
Jakoż, dla dwójsiecznej AD kąta wewnętrznego A, 


mamy е AD=V AB.AC—DB.DC; 

a wartości odcinków DB i DC otrzymują się ze stosunków 
DB рс a 
c b b+ęc 

Więc Р Ар = БЕ бер(р — а). 


Podobnym sposobem znajduje się dwójsiecznę AE kala zewnętrznego A, 


2 A 
AE = „R М Бер — b)(p — с) 


przypuszczając bok cœ b. 


'[WIERDZENIE XVI. 


W czworoboku WYPUKŁYM wpisalnym, wieloczyn przekątnych 
równa się summie wieloczynów boków przeciwległych, | NAWZAJEM. 


Niech będzie ABCD czworobok wy: 

pukły jakikolwiek. Na boku AD, uczyń- 

o sam my kąt DAE równy kąatowi ВАС, i kąt 

Pa 4 = ADE równy kątowi ACB; trójkąty ADE, 
ABC będą podobne i dadzą 


DE АЕ ! 
“ЛС ap Ad  AD.BC=AC.DE (1). 


| Ale, połączmy BE. Trójkąty АВЕ, ACD, mające kątyrówne ВАЕ 
i CAD zawarte między bokami AB, АЕ i АС, AD proporcyonal- 
nemi na mocy powyższych proporcji, są podobne i dają 


АВ ВЕ % 
АС CH аа AB.CD = АС.ВЕ (2). 


http://rcin.org.pl 


WŁASNOŚCI MIAROWE W CZWOROBOKU. ” 159 

Dodając teraz równości (1) i (2), otrzymujemy 

АВ.Ср + AD.BC = (BE + DEJAC. 

Owoż, przekątna BD jest mniejsza od summy BE + DE; więc 
w czworoboku jakimkolwiek ABCD, byle wypukłym, wieloczyn 
przekątnych АС.ВЮ jest ттуу od summy AB.CD + AD.BC 
wieloczynów boków przeciwległych. Aby te ilości były równe, 
trzeba żeby ВЮ == BE + DE, to jest żeby kąty ADB i АСВ były 
równe; albo innemi słowy, trzeba i dość jest żeby czworo- 
bok ABCD był wpisalny w koło. 


TWIERDZENIE XXVII. 


W czworoboku wypuklym wpisalnym stosunek przekątnych - 
równa się stosunkowi summy wieloczynów boków które się schodzą 
w skrajnościach pierwszej przekątnej do summy wieloczynów boków 
które się schodzą w skrajnościach drugiej. | NAWZAJEM. 

A Niech będzie czworobok wypukły jaki- 
Pi kolwiek ABCD. Nazywając R promień koła 

p opisanego na trójkącie ABD, 1 AE wyso- 

„77% kość, mamy (24). 


/ AB.AD = 2R.AE (1). 
K 


Tak samo trójkąt BCD, w którym pro- 
mień koła opisanego jest R' a wysokość CF, daje 
CB.CD = 2R',CF (2). 
Owoż, jeśli z punktu С spuścimy prostopadłę CH na AE, bę- 
dzie CF = ЕН, i trójkąty podobne AOE, COF, ACH dadzą 
AE _CF _ Al, 
AO CO АС 
ха А АН a 
Ztąd AB = =. A0, i- F=—.00. 
Podstawiając te wartości w równościach (1), (2), i dodając 
stronami, znajdujemy ú 
` A 
AB.AD + CB.CD = тү 2В.АО + 2R'.C0) (3). 
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Jeśli spuścimy prostopadłe BK na AC i DK na BK, i nazwiemy 
R", R"! promienie kół opisanych na trójkaątach АВС, ACD, otrzy- 
mamy podobnie 


BA.BC + DA.DC = = (2R"'.BO--2R''.DO) (4). 


Teraz uważajmy że trójkąty prostokątne ACH, BDK sa po- 
dobne, bo ich kąty ostre CAH, DBK mające ramiona odpowiedne 
AH ВК 
Аб: BD 
Więc, dzieląc stronami równości (3) i (4), będzie ostatecznie 

AB.AD + CB.GD _ 2R.AQO + 2R'.CO 
BA.BC + DA.DĆ  2R”.BO + 267.0. 


Ten wynik pokazuje że druga strona równości przywodzi się 


prostopadłe są równe ; zatem 


tylko wtedy do stosunku przekątnych m gdy czworobok 


jest wpisalny. Więc ten warunek jest konieczny i dostateczny 
dla prawdziwości wysłowionego twierdzenia i jego wzajemnicy. 


UWAGA. — Znając cztery boki a, b, c, d czworoboku wpisalnego, nie 
trudno wyznaczyć jego przekąatne «©, у. Jakoż, dwa ostatnie twierdzenia 
dają : 


æ ad+ be 
y= ac -+ bd, Topin: 


ztąd, najpierwej mnożąc a potem dzieląc stronami i wyciągając pierwiastek 
kwadratowy, otrzymujemy 


(ac + bd) (ad bo) бс) (ac + bd) (ab + са), 
za н , Ут аа +5 


Można jeszcze mieć odległość 9 środków dwóch przekątnych tego czwo- 
roboku ; albowiem na mocy wiadomego twierdzenia jest 


P+W ód = Бү HA. 


Podstawiając wartości za a”, Y, otrzymamy ostatecznie 
w А а RE (e e ьа а) ас 
таа (ad + bc) ж 
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"TWIERDZENIE XXVIII. 


19 W trójkącie odległość środków kół, opisanego i wpisanego, 
jest średnia proporcyonalną między promieniem koła opisanego i 
PRZEWYŻKĄ tego promienia nad średnica koła wpisanego. 

2° Odległość środków kół, opisanego i zawpisanego, jest średnią 
proporcyonalną między promieniem koła opisanego i 50ММА tego pro- 
mienia i średnicy koła zawpisanego. 


1° Niech będą O i К środki kół, 
opisanego na trójkącie ABC i 
wpisanego, OD i KG promienie 
tych kół które nazwiemy R i r. 
Promień OD, przechodzący przez 
punkt spotkania D dwójsiecznej 
Каа A z okręgiem, jest prosto- 
padły do boku BG a przeto ró- 
ЛЛ wnoległydo promienia KG. 
е А N Owoż, w trójkącie ODK, spuść. 
my prostopadłę KH na OD, będzie 


КО? = DO? -+ ПК? — 2D0.DH. 

albo KO? = R" + DK*— 2R(DE+- 7). 

Ale trójkąt DCK jest oczywiście równoramienny, to jest 
DK =zDC; a wiemyże 00° 9В.рЕ (15, wn). 

Więc, dodając dwie “+ równości i redukując, znaj- 
dujemy. 4 

KO*=R* — 2Rr albo  KÓ*=R(R— 2). 

2° Niech będzie K' środek koła zawpisanego. Jeśli spuścimy 
prostopadłę K'N па DO, promień tego koła, który nazwiemy 7", 
będzie równy summie ND + DE. Owóż, trójkąt DOK! daje 

OK” = DO? + DR”? + 2D0.DN 
albo # ОК – А -+ pK*4-2R(r —DE). 
11 
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A nie trudno widzieć że DK DC=DK; a już mamy 
DC = 2R.DE. 
Więc, dodając i redukując, otrzymujemy ostatecznie 
OK? =R? Rr albo OK*=R(R + 2r). 


UwAGA. — Można łatwo znaleźć czemu się równa odległość środków kół, 
wpisanego i zawpisanego, stycznych do jednego zboków trójkąta, albo ойе- 
głość środków dwóch kół zawpisanych. 


I tak, aby otrzymać odległość KK” środków kół wpisanego i zawpisanego 
względem boku a, poprowadźmy równoleglę KP do AB. Widzimy że 
КР ==DH=a (И zag.9 uw.) і PK =r' —r; 
więc ` KK'= V (ғ) + а. 

Podobnie, aby mieć odległość K”K™ środków dwóch kół zawpisanych 
w kąt BAC, poprowadźmy równoległe К”5 do BC; widzimy że 
K!$==LM=b--c, i SKM =r" r" 


więc KK" = V (rm 8.5 "+ (b + с) 


POPRZECZNE. 


OKREŚLENIE V. — Linia prosta, która przecina wszystkie boki 
w ielokąta albo ich przedłużenia, nazywa się poprzeczną. 
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py Poprzeczna wyznacza na każdym 
boku dwa odcinki których stosunek, 


y. jako już wiemy, jest dodatny albo od- 
E jemny. 
DS I tak, w trójkącie ABC, poprzeczna 
k y>? DEF wyznacza па boku BC dwa odcinki 
Ń DB i DC których stosunek ы jest 
> А рс 


dodatny ; а zaś па boku АС, dwa od- 
cinki EA i EC których stosunek 


= jest odjemny. 


TWIERDZENIE XXIX. 


Poprzeczna DEF (fig. powyższa) wyznacza na bokach trój- 
Мой ABC sześć odcinków takich, że wieloczyn stosunków odcinko- 
wych równa się jedności dodatnej, to jest 


DE . EA + ЕВ Т 4. 
I NAWZAJEM. \ 


\ 
Jakoż, poprowadźmy równoległę СК do boku AB. Trójkąty po- 
dobne DBF, DCK dają h 

DB\ FB 

DG КС 

Ale trójkąty podobne CEK, AEF dają także 
ЕС Кё 
EA FA 


Ztąd, mnożąc te równości stronami i redukując, otrzymujemy 


Teraz uważajmy że w trójkącie poprzeczna może spotykać 
dwa tylko boki i przedłużenie trzeciego, albo spotykać same tylko 
przedłużenia boków ; w pierwszym przypadku są dwa stosunki 
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odcinkowe odjemne a trzeci dodatny, w drugim zaś wszystkie 
trzy stosunki są dodatne. Więc w obydwóch przypadkach wielo - 
czyn trzech stosunków odcinkowych równa się jedności dodatnej. 


Uwaga. — Jako widać, trzy stosunki odcinkowe, które tworzą 
powyższy wieloczyn, są takie że mianownik jednego stosunku 
i licznik drugiego kończą się na tę samą literę wierzchołka trój- 
kąta ; albo innemi słowy, licznikami tych stosunków są trzy od- 
cinki nieprzyległe a mianownikami trzy inne odcinki. 


NAWZAJEM, trzy punkta, leżące na trzech bokach trójkąta, są w li- 
nii prostej jeśli daja wieloczyn trzech stosunków odcinkowych równy 
Jedności dodatnej. 

Jakoż, niech będą trzy punkta D, Е, F, które leżą na kierun- . 
kach boków trójkata ABC i dają 


0С EA FB" Т? 
Ponieważ wieloczyn trzech stosunków odcinkowych jest do- 


datny, jeden z tych stosunków przynajmniej, np. ba musi być 


dodatny, to jest punkt D musi leżeć na przedłużeniu boku BC. 
Zatem, prosta EF spotyka także przedłużenie tego boku, w pe- 
wnyim punkcie D', i daje, 


D'B ЕС FA 
DG EA РВ 
Ztych dwóch równości wynika 
рв рв 
Dc Dc 


Co dowodzi że punkta D' i D leżą oba na jednem przedłuże - 
niu boku BC. Owoż, zostatniej proporcyi, przez odciąganie, wy- 
А рв DB 
піка zc = Ba? zkąd D'B=DB. Więc trzy punkta D, E, Fsą 
w linii prostej. 


DB DC--BG 


UwaGA. — Stosunek w Da = 1 R Бе. (fig. jako wyżej). 
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Gdy odcinek DC, rosnąc co raz bardziej, staje się nieskończenie wielkim, 


BC : m DB з 
DG maleje i staje się zero; zatem stosunek pg 47a granicę 1; wiedy 


poprzeczna EF staje się równoległą do boku ВС, i równość 
RSP КЗ ai przywodzi się do A, 2:07 albo zę === - 
DC EA FB EA FB , FB EB 
To pokazuje że twierdzenie 1 jest wnioskiem obecnego. 


TWIERDZENIE XXX. 


Trzy poprzeczne AD, BE, CF, poprowadzone z jednego punktu O 
do wierzchołków trójkąta АВС, wyznaczają na bokach przeciwległych 
sześć odcinków takich, że wieloczyn trzech stosunków odcinkowych 
równa się jedności odjemnej, to jest 


DB ЕС FA _ 1 
DC EA FB 
I NAWZAJEM. 
A. Jakoż, uważajmy dwa trójkąty 


ADB i ADC, mające za bok spól- 
ny poprzecznę AD.Wtrójkącie ABD, 
poprzeczna CF daje 

СВ OD FA __ a 

GD ОА FB ' 
aw trójkącie ACD, poprzeczna BE 
daje także 

BD ЕС ОА_,, 

BG'EA'OD ? 

Ztąd, mnożąc stronami, otrzymu- 
F jemy 

DB EC FA _, 
DG EA FB " 

Teraz uważajmy że punkt O może być wewnątrz albo zewnątrz 
trójkąta ABC; w pierwszym przypadku trzy poprzeczne przeci- 
паја same boki i dają trzy stosunki odjemne, w drugim te po- 
przeczne przecinają tylko jeder bok i przedłużenia dwóch iunych, 
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zatem dają jeden stosunek odjemny a dwa dodatne. W obydwóch 
przypadkach liczba stosunków odjemnych jest nieparzysta ; więc 
powyższy wieloczyn trzech stosunków odcinkowych równa się 
Jedności odjemnej , jakośmy powiedzieli. 

NAWZAJEM, jeśli trzy poprzeczne, przechodzące przez trzy wierz- 
chotki trójkąta, wyznaczaja na bokach przeciwległych odcinki takie, 
że wieloczyn trzech stosunków odcinkowych równa się jedności odje- 
mnej, te poprzeczne spotykają sie wjednym punkcie, albo sa ró- 
wnoległe. = 

Niech będą trzy poprzeczne AD, ВЕ, CF ktore, przecinając 
boki trójkąta ABC w punktach D, E, F, dają 

DB ЕС FA _ 
DC EA FB 


Ponieważ wieloczyn tych trzech stosunków jest odjemny, jeden 


—1. 


; ZNACZY ТТТ : 
z nich przynajmniej np. p. si być odjemny, a dwa inne oba 


dodatne albo oba odjemne; to znaczy że AD, jedna ze trzech po- 
przecznych, musi spotykać bok BC między BiC; a zaś dwie 
inne obie spotykają same boki albo same przedłużenia. 

Jeśli więc dwie poprzeczne BE, CF przecinają się w punkcie O, 
prosta OA, która łączy ten punkt z wierzchołkiem A, przecina 
bok ВС w pewnym punkcie D' ; zatem 

DB EC EA 


DG EA ` FBTO" 
, ; BT, DB рв 
Z tych dwóch równości wynika DG == DG 
Co dowodzi że prosta ОА spotyka bok BC między B i С. Owoż, 
Bek” K i i DB DB, 
z ostatniej równości pzrez dodawanie, wynika, Бе = Бс: 


Кай D'B = DB. Więc trzy poprzeczne AD, ВЕ, CF spotykają 
się w jednym punkcie O. 

Jeśli dwie poprzeczne BE i CF są równoległe, wtedy poprze- 
czna AD jest do nich równoległa. Bo, gdyby spotykała jedną 
z nich, na mocy tego co poprzedza wszystkie trzy przecinałyby 
się w jednym punkcie. 
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E iz Ten przypadek istnieje. Jakoż, niech 
N będa trzy poprzeczne równoległe AD, 
| z j | BE, CF, przechodzące każda przez je- 
d N | деп wierzchołek trójkąta ABC. W trój- 
4 ар | kącie BCE, poprzeczna AD równo- 
N legła do BE daje 
DB ЕА 
BE EG’ 
a w trójkącie BCF, ta sama poprzeczna AD równoległa do CF 
daje także 


BC _ FB 

DC FA 
Mnożąc stronami, i uważając że tylko jeden stosunek jest od- 
= TIN DB EC FA 
jemny, znajdziemy ia TŻ n i; 


Za pomocą dwóch poprzednich twierdzeń, łatwo się dowodzi licznych 
zadań, jako następujące : 

10 Osródkowe trójkąta przecinają się w jednym punkcie: bo każdy 
ze trzech stosunków odcinkowych równa się — 1 

2° Linie łączące wierzchołki trójkąta z punktami zetknięć jednego ze 
czterech kół stycznych spotykają się w jednym punkcie. Dowodzenie nie 
przedstawia żadnej trudności. 

3° Trzy wysokości trójkąta przecinają 
się w jednym punkcie. 

Jakoż, trójkaty prostokątne podobne 
BAD i BCF, CBE i CAD, ACE i ABE dają 
ОВ AB, ЕС ВС FA АС 
FB BG DG AG” EA AB 


53 с Ziad, mnożąc stronami, wynika 


DG EA FB 
Owoż, w trójkącie spodki trzech wysokości są w liczbie nieparzystej 
na bokach; więc powyższy wieloczyn równa się — 1; etc. 
цо Dwójsieczne AD, BE, CF trzech kątów trójkąta ABC spotykają się 
w jednym punkcie, 
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ў DB ЕС FA 
Jakoż, na mocy twierdzenia LI, „stosunki odcinkowe DG * EA" FB 
równają się odpowiednio stosunkom — АВ кы BG — СА 


АС" BA” СВ' 
których wieloczyn jest równy — 1. 
Dowodzi się tak samo że, w trójkącie, dwójsieczne spełnień dwóch ką- 
ów i dwójsieczna trzeciego kąta spotykają się w jednym punkcie. 


AZ 5% Dwójsieczne AD, BE, CF, kątów 

е j i = | zewnętrznych trójkąła ABC spotykają 

Ж GER. | boki przeciwległe we trzech punktach 
\ PELE D, E, F, które leżą w linii prostej. 

z 3 Jakoż, te punkta spotkań leżą na prze- 
É ДӨ. езй dłużeniach boków, i dają trzy stosunki 
F odcinkowe których wieloczyn równa 

się +- 1. 


6° W czworoboku zupełnym ABCDEF, 
środki L, M, N trzech przekątnych AG, 
BD, EF, są w linii prostej. 

Jakoż, poprowadźmy LK, MG, NH ró- 


ZŁĄ wnoległe do AF, DF, BE. Te proste wy- 
С у znaczają trójkąt СНК na którego bokach 
AL а. leżą punkta L, M, N, i dają wieloczyn sto- 


O sunków odcinkowych ЫН. AR. ДӨ 
LK MG NK 


F 
a ten równa się wieloczynowi iB EG” 5 bo odcinki pierwszego 
są połowami odpowiednych odcinków drugiego. Owoż, z przyczyny poprze- 


cznej ADE w trójkącie BCF, ostatni wieloczyn równa się +- 4 ; więc, etc. 
Zakończymy te zastosowania następującem twierdzeniem które nam 


później będzie użyteczne. 


TWIERDZENIE XXXI (*). 
Gdy wierzchołki dwóch trójkątów АВО, abc, leżą na trzech pros- 
tych zbiegających się w jednym punkcie S, boki przeciwległe tym 


(*)To twierdzenie uczonego Desargues, z wieku XVII, stanowi podstawę 
tcoryi figur odpowiedniczych, w dziele « Traité des figures projeclives» Ge- 
nerala PONCELET. 
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wierzchołkom przecinają się w trzech punktach D, Е, Е w lini 
prostej. I NAWZAJEM. 


5 Jakoż, trójkat SAB, przecięty poprzecz- 
j na ab, daje 
/ 6 FA 0В,а5 _ 
RAR ЕВ `05 аА _ 
Е ү MO Е Tak samo trójkąty SAC, SBC, przecięte 
réf |76 poprzecznemi ас і бс, dają : 
А. У, аА cS C 4: DB. С bS 
W SB 46 BA * WDC г > 
B 
Ztąd, mnożąc stronami, wynika : 
DB ЕС FA 
DG EA ЕВ Т 


Więc trzy punkta D, E, F sąw linii prostej. 

NAWZAJEM, gdy boki dwóch trójkątów АВС, abe przecinają się 
w trzech punktach D, E, F w linii prostej ; wierzchotki tym bokom 
przeciwległe leżą na trzech prostych które się zbiegają w jednym 
punkcie. 

Bo, jeśli linia Aa nie przechodzi przez punkt spotkania 8 linij 
Bb, Се, wtedy linia SA musi spotykać bok AB, w punkcie a' 
różnym od a; zatem, łącząc a'c, boki a'c, AC spotkają się w punk- 
cie E' różnym od E, ale zawsze na linii DF, na mocy samego 
twierdzenia. Ztąd wynika że dwie linie proste DF i АС przeci- 
nałyby się w dwóch punktach Е, E' ; co niemożebne. Więc, ete. 

Jeśli linie B, Ce są równoległe, wtedy linia Aa jest do nich 
równoległa. Co się zgadza z twierdzeniem, uważając że punkt 5 
może się oddalać aż do nieskończoności. 


TWIERDZENIE XXXII. 


Poprzeczna wyznacza na każdym boku wielokąta dwa odcinki 
takie, że wieloczyn stosunków odcinkowych równa się jedności 
dodatnej. 


Jeśli to twierdzenie jest prawdziwe w wielokącie mającym n 
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boków, to będzie także prawdziwe 
w wielokącie n -+ 4 boków. Jakoż, 
niech będzie wielokąt jakikolwiek 
ABCDEFGHA, mający л +1 bo- 
ków. przecięty poprzeczną abg. Jeśli 
poprowadzimy przekątnę Az, od- 
dzielimy trójkąt АВС, i otrzymany 
wielokąt ACDEFGHA który ma a 
boków ; więc, na mocy przypuszcze- 


nia, będzie 
zA сб dD eÆ fF 96 АН x 
z cD dE F fó (Н ЛА 
Ale, w trójkącie АВС, ta sama poprzeczna abg daje 
т аА bB 


Więc, mnożąc i redukując, znajdujemy 
аА В cQ GD eE fE gG АН _ 1 
aB b D dE F /G gH ИГ 
UWAGA. — Jako widzimy obecne twierdzenie jest zogólnieniem twier- 
dzenia ХХІХ, 


Poprzeczna może być okręgiem koła, jako w następującem 
twierdzeniu sławnego CARNOT. 


TWIERDZENIE XXXIII. 


Okrag koła, przecinający boki wielokąta, wyznacza па każdym 
CZTERY odcinki takie, że wieloczyn pwosanów stosunków odctnko- 
wych równa się аша dodatnej. 


Аа. Аа Bb. 5 
Ad. Ad? Ba. Ba 


10) : Ce AA ра. ba' b 1 
с Ch" ре. ре т 
A 
p 


= фр, Jakoż, mamy : = 4, 


Ztąd, mnożąc, otrzymujemy 
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aA .аА Ы В.В  cG.cCQ 3 dD.dD _ 
В.В С.С х с.с) ^ dA.dA 
Ten wieloczyn jest dodatny, bo stosunki odcinkowe idą dwoja- 
nami dodatnemi.- 


PODOBIEŃSTWO FIGUR W OGÓLNOŚCI. 


FIGURY JEDNOKŁADNE. 


TWIERDZENIE XXXIV. 


Jeśli połaczymy punkt S, płasczyzny wielokąta ABCDE, z jego 
wierzchołkami, i na promieniach SA, SB, SC... albo na ich przedłu- 
żeniach, weżmiemy punkta a, b, c,... tak żeby było 


=—=—=,„=kh, (k liczba dana) 
mielokat abcde bedzie podobny wielokątowi ABCDE. 


Jakoż, boki odpowiedne ab i AB, be i ВС, 
е!с. są równoległe (1, wz.); zatem 


ab Sb be 

— ==——==— Z „,,==K, i t b =B, 
AB SB ВС i kety 
t= G, oto 


Więc dwa wielokaty abede, ABCDE, ma- 
jace boki proporcyonalne i kąty między nie- 
mi zawarte równe, są podobne. 

OKREŚLENIE VI. —Linie SA i Sa, SB i 80,... 
nazywają się promieniami wodzącemi odpo- 
wiednemi punktów A ia, В i4,... a punkt S 
środkiem podobieństwa dwóch wielokątów. 


з 


i кк ; Sa 

Stosunek dwóch promieni wodzących odpowiednych, np. gą” 
niezależny od położenia punktu 5 jako równy stosunkowi boków 
odpowiednych, jest stosunkiem podobieństwa. Ten stosunek jest 
dodatny albo odjemny, według jak dwa promienie odpowiedne 


idą ора w jedną stronę albo oba w strony przeciwne, 


http://rcin.org.pl 


172 KSIEGA TRZECIA. 


TWIERDZENIE XXXV. 


Dwa wielokąty podobne na jednej płasczyznie, których boki sa 
ustawione w tym samym porzadku (*), mają środek podobieństwa. 


R / 
RAA 
—— с ГА УД 
T = A / А "ań 
| NZ 
В A 6—4 
| Ж у 4 x| 
E A w e / a С Yr 
A NE 


Niech będa dwa wielokaty podobne ABCDE, abcde, w których 
dwa boki odpowiedne AB, ab spotykają się w punkcie R. Jeśli 
przez punkta R, A, a poprowadzimy koło O, a przez R, B, b 
koło 0'; punkt S, symetryczny punktu R względem linii środ- 
ków 00', będzie środkiem podobieństwa tych wielokątów. 

Jakoż, połączmy SA, SB, Sa, Sb. Kąty SAB, Sab są równe jako 
wpisane w ten sam odcinek RAaS$ koła; kąty SBA, Sba są równe 
jakospełnienia kątów RBS, RÓS wpisanych w ten sam odcinek КВО 
ab 
AB 
Jeśli więc obrócimy figurę Sabcd około punktu S, tak żeby pro- 
mień Sa padł na odpowiedny SA; wszystkie inne promienie pier- 
wszej figury padną na odpowiedne drugiej, i boki abi AB, be 
i BC, ete. będą równoległe. 


koła. Zatem trójkąty SAB, Sab są równokątne i dają A = 


(*) Aby określić co znaczy wyrażenie « boki ustawione w tym samym po- 
rządku » wyobraźmy sobie że widz, stojący wewnątrz wielokąta, patrzy na punkt 
ruchomy, który przebiega obwód w porządku alfabetycznym wierzchołków А, В, 
С... albo a, b, c.... to jest: od A do В, potem do С... УУ obydwóch wieloką- 
tach ABCDE, abcde, ten ruch odbywa się dla widza od prawej ręki ku lewej ; 
otóż dlaczego mówimy że boki tych wielokątów są ustawione w tym samym po- 
rządku ; a zaś przeciwnie w trójkącie ABS i wielokącie ABCDE, boki są usta- 
wione w porządku odwrotnym. 
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Więc punkt S jest środkiem podobieństwa dwóch wielokątów 
abcde, ABCDE, i z tego punktu S widać dwa boki odpowiedne 
pod tym samym katem. 


Dwa wielokaąty podobne ABCDE, abcde moga mieć boki odpo- 
wiedne skierowane w strony przeciwne, jako AB, ab, ale w tym 
samym porządku ustawione. Jeśli zrobimy wykreślenie jako wy- 
Фе}, znajdziemy środek podobieństwa S tych wielokątów. Jakoż, 
kąty SAB, Sab, mające za miarę połowę łuku RaS, są równe; tak 
samo kąty SBA, Sba, mające za miarę połowę łuku RBS są także 


АР. b 
równe. Zatem trójkąty SAB, Sab są równokątne i dają SĄ = T 


Jeśli więc obrócimy figurę Sabede około punktu 5, tak żeby pro- 
mień Sa, był przedłużeniem odpowiednego promienia SA, wszys- 
tkie inne promienie będą przedłużeniami swoich odpowiednych, 
i boki odpowiedne będą równoległe między sobą. A jeśli obró- 
сіту figurę Sabcde około punktu S, tak żeby promień Sa padł 
na odpowiedny SA, wtedy wszystkie inne promienie padną na 
swoje odpowiedne ; etc. 


Gdy dwa wielokaty podobne ABCDE, abede mają boki odpo- 
wiedne równoległe, wtedy środek podobieństwa jest spólnym 
punktem spotkania prostych Aa, Bb, Cc,...; co jest szczegól- 
nym przypadkiem powyższego wykreślenia, uważając proste Aa, 
Bb,... jako łuki kół promienia nieskończenie wielkiego. Zresztą, 
nie trudno dowieśdź wprost tego przypadku. 
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Powyższe twierdzenie nie jest prawdziwe, gdy dwa wielokąty 
podobne mają boki odpowiedne w odwrotnym porządku usla- 
wione, to jest gdy jeden z wielokątów jest przewrócony. 

Gdy punkta a, b, c... leżą na samych promieniach wodzących 
SA, SB, SC,... wielokąty abede, ABCDE są podobne i podobnie 
położone. Gdy zaś punkta a, b, с,... leżą na przedłużeniach pro- 
mieni wodzących SA, SB..., wielokąty abcde ABCDE są podobne i 
odwrotnie położone. 

Wyraża się to podobieństwo zarazem kształtu i położenia dwóch 
wielokątów, mówiąc że one są jednokładne proste w pierwszym 
przypadku, a jednokładne odwrotne w drugim. 

Zatem, dwa wielokąty jednokładne mają boki proporcyonalne t 
równoległe. 

Zogólniając jednokładność, mówi się że powyższy układ punk- 
tów a,b,c... jest jednokładny do układu A, B, С... 

Z tego określenia wynika oczywiście że, według jak punkta 
układu A, В, С... są osobne, albo tworzą linie ciągłe, punkta 
układu jednokładnego a, b, c... są także osobne, albo tworzą 
linie ciągłe. 

Dwa układy punktów, a ogólnie dwie figury, sa Jednokładne 
proste albo jednoktadne odwrotne, według jak stosunek jednokła- 


"EP Я 
dności SĘ jest dodatny albo odjemny. 


Gdy dwie figury są jednokładne odwrotne, dość jest dać jednej 
z nich pół obrotu około środka jednokładności 5, aby ја uczynić 
wprost jednokładną do drugiej. 

Jako przykład, szukajmy figury jednokładnej do okręgu ОА, 


i weźmy na promieniu SM punkt W taki żeby było SM = 
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po czem, poprowadzimy prostę M'0' równoległa do MO, która 
przetnie SO w punkcie 0', 
Dwa trójkąty podobne SO'M', SOM даја 
БО OM _ 
S0 OM © 
Co dowodzi że punkt O' nie zależy od kierunku promienia OM, 
i że długość O'M' jest stała. Ztąd wnosimy że miejscem geome- 
trycznem punkta M' jest okrąg mający środek w punkcie 0'. 
Gdyby wzięto punkt 5' za środek podobieństwa i poprowa- 
O'M 
dzono prostę O'M" równoległą do OA, tak żeby było ГЕ k, 
znalezionoby ten sam okrąg 0'. 
Więc figura jednokładna do okręgu jest okrag. 
WNIOSEK. — Ztąd wynika że dwa okręgi sa zarazem jednokładne 
proste i odwrotne, 


TWIERDZENIE XXXVI. 


W dwóch figurach jednoktadnych, dwie proste odpowiedne są ró- 
wnoległe i w stosunku podobieństwa (fig. tw. XXXIV). 


Jakoż, dwie proste odpowiedne np. ab, ACB, dzieląc pro- 
mienie odpowiedne SA, SB w stosunku podobieństwa /, są ró- 
wnoległe, i dają 


ac SA 
WNiosEk. — Jeśli trzy punkta jednej figury są w linii prostej, 
trzy punkta odpowiedne figury jednokładnej są także w linii 


prostej; albo innemi słowy, figurą jednokładną do linii prostej jest 
linia równoległa odpowiedna. 


Zatem, jeśli jedna prosta przechodzi przez środek podobień- 
stwa, jej odpowiedna przechodzi także i do niej przystaje. 

Kąt dwóch linij równa się kątowi linij jednokładnych, 

Styczne w punktach odpowiednych, dwóch krzywych jednokła 
dnyeh, są równoległe jako granice siecznych równoległych. 
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TWIERDZENIE XXXVII. 


Dwie figury sa jednokładne, jeśli na ich płasczyznie istnieją dwa 
punkta O, O' takie, że proste które łączą puukt О z różnemi punktami 
pierwszej figury, i proste które łączą punkt О! z punktami drugiej, 
są równoległe i w tym samym stosunku. 


ŻĘ NY Ha 


% saa. ы: 


Jakoż, niech Б dwie figury О, O' ; jeśli ов ОА, О'А' ѕа 
równoległe і w tę samą stronę skierowane, prosta АА' przelnie 
przedłużenie linii 00' w punkcie 5, i będzie 

S0'__SA'__ O'A 
SO SA ОА 

То pokazuje że, jakikolwiek wzięto dwojan punktów odpo- 
wiednych А, А’, punkt 8 zostaje niezmienny na linii 00'. Więc 
dwie figury O i O' są jednokładne proste i mają punkt 5 za środek 
podobieństwa. 

Jeśli zaś proste ОА i O'A” dwóch figur O, O! są równoległe ale 
skierowane w strony przeciwne, wtedy prosta AA” spotyka 
linię 00' w punkcie S' między O i O', i daje 

so SA" o An | 


aa ZZ p ZZ m Z | 


S0 SA ОА 
Więc, w tym razie, dwie figury Oi O' są jednokładne od- 
wrotne, i mają punkt $' za środek podobieństwa. 


= 


"TWIERDZENIE XXXVIII. 


Jeśli dwie figury majace środki są jednokładne proste, to one są 
także jednokładne odwrotne. 


Niech będą dwie figury jednokładne proste (fig. poprzednia), 
wktórych są: 0 10' środki, А i А’ dwojan punktów odpowiednych, 
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5 środek jednokładności prostej. Punkt S leży na linii środ- 
ków 00', bo te środki 0,0' są punktami odpowiednemi dwóch 
figur. Jeśli więc na przedłużeniu promienia O'A' weźmiemy dłu- 
gość O'A" równą O'A', punkt А" będzie należał do figury O'A', 


ponieważ punkt V' jest środkiem tej figury. Оҳо? ха k, 
я ОА! _ SA" 
тает ОА” == н == SA 


Więc dwie figury ОА, O'A’ są jednokładne odwrotne, mające 
punkt S' za środek jednokładności odwrotnej. 

NAWZAJEM, dwie figury mają środki, jeśli są żarązem jednokła- 
dne proste i jednokładne odwrotne. 

Jakoż, przez punkt A jednej figury, i przez oba środki jedno- 
kładności S, 5', poprowadźmy proste AS, AS', które wyznaczą 
na drugiej figurze dwa punkta А’ i А” odpowiedne punktowi А ; 
jeśli więc połączymy A'A", i przez A poprowadzimy prostę АО, 
równoległa do A'A", te dwie proste przetną SS' w punktach 
O i O' które będą środkami dwóch figur. Albowiem 

ОА 8A*_., . ОА ВА" 


Fr ==} — =———— == қ; 
ОА < БА Кеке Эр 
ОА' — O'A" * КА NOKI 
zkąd TA BE albo О'А' = O'A", 


Więc punkt О”, który przecina na dwie równe części wszelką 
cięciwę A'A” przezeń przechodzącą, jest środkiem figury O'A'. 
Dla tej samej przyczyny punkt O jest środkiem figury ОА. 

WNIOSEK 1.—Dwa środki jednokładności 5, 5' dzielą harmonicz- 


. бА! 50' SĄ" so 
К ТИГИ. ' col — = k= | — =k=—: 
nie linię środków 00'. Jakoż, GA k 50 i SA k 0: 
| s'o' 80" 
więc 50 =" 50 ы 


II. — Styczne spólne zewnętrzne dwóch kół przechodza przez 
środek jednokładności prostej, a styczne spólne wewnętrzne 
przez środek jednokładności odwrotnej. 

Gdy dwa koła są styczne, punkta zetknięcia są środkami je- 
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178 KSIĘGA TRZECIA. 
dnokładności prostej albo odwrotnej, według jak zetknięcie jest 
zewnętrzne albo wewnętrzne. 

TWIERDZENIE XXXIX. 


Dwie figury Е, Е" jednokładne do trzeciej F" sa jednokładne 
gury J J ) 


między sobą. 


> № 
== /| MB /| 
"K М; ai: | / | 
ЎА 4 k > M/ 
A FN \ А | 
\ HD SW ү 
| jar Wan | 
| A | \ AGA ШЕ a 
SĄ a 
ә V е | м? | A 
8 S$ 
Fyt Fy2 


Połączmy punkt A figury F z jakimkolwiek jej punktem M, i tak 
samo na figurach F', F" połączmy punkta A'i М, A" i М", od- 
powiedne punktom A i M. Ponieważ figury F' i F są jedno- 
kładne, linie odpowiedne A'W i AM są równoległe i w sto- 


п! 


sunku jednokładności k'”, to jest ZM ==". Tak samo, 


z przyczyny jednokładności figur F" i F, linie odpowiedne 
АМ” i AM są równoległe і w stosunku jednokładności %', 


"М!!! 
to jest L =k. Zatem proste A'M' і A'M" są równoległe 
U 
i w stosunku stałym E, Więc figury F' i F" sa jednokładne (37). 


k 


Uwica. — Powyższe układy figur jasno pokazują że dwie 
figury F, F', obie jednokładne proste do trzeciej F" (fig. 1), albo 
obie jednokładne odwrotne do F” (fig. 2), sa jednokładne proste; 
a zaś dwie figury Е', F" (fig. 2), pierwsza jednokładna prosta 
do F druga jednokładna edwrotna do F, są jednokładne od- 
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wrotne. Ztąd wynika że, mając dane trzy figury jednokładne, 
między trzema układami które z nich utworzyć można, biorąc po 


dwie, jest zawszejeden albo trzy układy jednokładności prostej, 
a dwa układy, albo żaden, jedności odwrotnej. 


TWIERDZENIE XL. 


Trzy środki jednoktadności 5, S', S", trzech figur jednoktadnych 
po dwie, sa w linii prostej. 


Jakoż, linia prosta S'S" (fig, jako wyżej), należąc do figury F, 
ma za odpowiedną w figurze F' siebie samą ; bo przechodzi przez 
środek jednkładności S" figur F i F' (36 wn.). Owoż, ta sama 
prosta S'S", ma za odpowiedną w figurze F” także siebie samą; 
bo przechodzi przez środek jednokładności S' figur F i F". Więc 
prosta S'S”, będąc spółną figurom F'i F”, przechodzi przez ich 
środek jednokładności$, Więc trzy środki jednokładności 5, 5', 5" 
są w linii prostej. 

WNiosEK. — Trzy koła, a ogólnie trzy układy jednokładne ze 
środkami, uwążane po dwa, mają trzy środki jednokładności 
prostej i trzy środki jednokładności odwrotnej. 

Te trzy środki jednokładności prostej leżą na jednej linii pros- 
tej, która się nazywa osią jednokładności prostej; a zaś dwa środki 
jednokładności odwrotnej i środek jednokładności prostej, odpo- 
wiedający trzeciemu środkowi jednokładności odwrotnej, leżą 
także na jednej linii prostej, która się nazywa osią jednokładności 
odwrotnej. Jest więc jedna oś jednokładności prostej, i trzy osie 
jednokładności odwrotnej. 

OGÓŁNE OKREŚLENIE PODOBIEŃSTWA. — Widzieliśmy że dwa wie- 
lokąty jednokładne są podobne; i nawzajem, dwa wielokąty po- 
dobne mogą wziąć położenie jednokładne. Trzeba wszakże uwa- 
аб że, gdy jeden z tych wielokątów jest przewrócony, można 
go, pół obrotem około jednego z boków, odwrócić na drugą stronę 
i potem dać położenie jednokładne do drugiego wielokąta. Nadto, 
określenie jednokładności stosuje się oczywiście do linij krzy- 
wych. To wszystko łatwo prowadzi do następującego, ogólnego 
określenia podobieństwa : 
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Jedna figura jest podobna drugiej, gdy jest równa jednej z figur 
jednoktadnych do tej drugiej. 


Zatem idzie że środek podobieństwa, stosunek podobieństwa i oś 
podobieństwa są to samo, chociaż mniej logicznie, co środek jedno- 
kładności, stosunek jednokładności i oś jednokładności. 


ZAGADNIENIA KSIĘGI TRZECIEJ. 


ZAGADNIENIE 1. 


Podzielić linię prostą AB na części proporcyonalne do danych 
linij m, n, p; albo na części równe. 


EX 1° Rozwiazanie. — Przez skrajność A pros- 

DZĄ tej AB, poprowadź dowolną prostę AX, na 

> A \ \ której weź długości: АС = m, CD = n, 

д^ 25 -k в | DE =p.Połącz ВЕ, i, przez punkta С, D, 

т——- poprowadź, równolegle do ВЕ, proste CH, DK, 

йты "X które podzielą AB na części proporcyonalne 
т. > Ą do linij danych m, n, p (I, wn. 2). 

A—— y=: в 2 Rozwiązanie. — Przez skrajności A i B 

ЕР danej prostej АВ, poprowadźdwie równoległe 

6. dowolne AX i BY. Weź na AX odcinki AC=m, 

Y i GD = n; a na BY, odcinki BE—p, i EF =n. 


Poprowadź proste DE, CF, które podzielą AB na części propor- 
cyonalne do linij m, n, p. 

UwAGA. Drugi sposób wymaga jednej tylko równoległej BY do AX, dla- 
tego może być często dogodniejszy od pierwszego. 


Powyższe wykreślenia dają sposób dzielenia linii prostej na 
części równe np. na źrzy ; albowiem dość przypuścić m = n =p, 
to jest wziąć na prostej dowolnej AX odcinki równe AC=CD=DE. 

Poprowadziwszy równoległę DK do EB, uważajmy że wtedy DE 
jest trzecią częścią linii AE; więc BK jest trzecią częścią danej 
linii AB. Jeśli tedy weśmiemy KH równe BK, punkta K, H po- 
dzielą AB na ¿rzy równe części. 
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Oto jeszcze, między wieloma, dogodny sposób dzielenia danej 
prostej na części równe, np. na trzy. 
к * Przez skrajność A danej prostej AB, 


р F poprowadź prostę AX, i weź na niej 
„ые [\ | | trzy odcinki równe AC = CD = DE. 
AC СТВ Połącz BE, i z punktu A jako środka, 


RA | / promieniem AE, nakreśl łuk koła ЕЕ 

че к А który przetnie prostę BE w punkcie Е, 

przypuszczając że АЕ > AB. Ро czem 

połącz AF, i z punktu A jako środka 

promieniami AD, АС, nakreśl łuki kół które przetną prostę AF 

w punktach G, H. 

Nakoniec poprowadź cięciwy DG, CH które, oczywiście równo- 

ległe do EF, podzielą prostę AB na trzy równe części. 


Р 


ZAGADNIENIE IL. 


Podzielić proste AB harmoniczne w stosunku m do n. 


M Przez skrajności A i B danej prostej, 

Бе 2 poprowadź dwie jakiekolwiek równo- 

m BN ległe AMi BN; weź na pierwszej dłu- 
Ган 4 — A э gość AM = m a na drugiej długości 
|" BN = BN = п. (Możnaby nawet wziąć 

N odcinki AM i BN, BN’, nie równe ale 


tylko proporcyonalne do m i n.) Nakoniec poprowadź proste 
MN i MN'; telinie przetną prostę AB w punktach C i D które ją 
podzielą harmonicznie. 
Jakoż, trójkąty podobne ACM i BCN, ADM BDN dają 
CA (AM m DA- „АМ. mu _ CA DA m 
CB "BN т DB BN т VO GB DB n 
UwaGA. Pówyższe wykreślenie może służyć do wyznaczenia czwartego 
punktu harmonicznego, gdy trzy inne są dane. 
Można wyrazić każdy z odcinków w funkcyi długości AB=a i liczb 
m i n. Jakoż, mamy 
CA СВ a ma . ла 
s ztąd СА = B А 
m+n m+n 


о 
| 
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DA DB a 


Tak samo, ЫЗ ОО przypuszczając m>n, 

А та“, ла 2mna 
wi DA = — = Ą = x 

ec ==, № moz ad CD= Rami 


ZAGADNIENIE Ш. 


Znaleźć czwartą proporcyonalną do trzech prostych danych a, b, e. 


ү/ Zrób kąt jakikolwiek XOY ; па jednem 
R ramieniu ОХ, weź ОА = a i OB =b; 
2 a na drugiem, ОС = е: połącz punkta A 
ZBÓR i С linii skrajnej i średniej, i poprowadź 
0 - Ag x _ równoległę BD do AC. Prosta OD będzie 
czwarta ргорогсуопаіпа żądaną ; bo 
OA ОС ; а е 
OB GD czyli | ==" 
oC 
Zkąd Ф555 


UwaGA. — Gdy dwie linie średnie bic są równe, mamy 
9 


b 
“ше? ткай © ==—. Wtedy prosta szukana nazywa się 
Д T 1 


trzecią proporcyonalną do dwóch prostych a, b,i jest ta sama 
co czwarta proporcyonalna do trzech prostych a, b, b. 


II. Można, za pomocą czwartych proporcyonalnych , znaleźć wartość 


abcd 
niewiadomej йк суу wiedząc że a,b, c, d, a’, М, с! oznaczają linie 
УС 


ab 
proste, Jakoż, uczyńmy = i = B;  wyznaczywszy czwarte 
propercyonalne « i B, sposobem już znanym, otrzymamy wartość 


l 
æ= S która jest także czwartą proporcyonalną do 6, a, d. 


ZAGADNIENIE IV. 
Znaleźć średnię proporcyonalną między danemi prostemi a i b. 


4: Wykreślenie. — Na prostej nieograniczonej АХ, weź АВ =a 
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sa { ВС = ; na summie AC jako średnicy, 
APR nakreśl półokrąg ACD, i z punktu B 
а 6 wyprowadź, do średnicy, prostopadłę BD 
A 0 B C X która spotka okrąg w D. Prosta BD bę- 
dzie średnią proporcyonalną szukaną (17). 
=> 2° Wykreślewie. — Na prostej AB, 
równej większej a z dwóch danych, na- 
ZAS kreśl półokrąg ABD; weź AC = b, wy- 
X- ü ò 5 XK prowadź prostopadłę CD do AB, i połącz 
AD. Cięciwa AD będzie średnią propor- 

cyonalną między a i 0 (17. wn.). 

3° Wykreślenie. — Na prostej nieograniczonej AX, weź AB=a 
АС =; na ich różnicy BC jako średnicy, nakreśl półokrąg BCD, 
i z punktu A poprowadź stycznę AD kóra będzie średnią propor - 
cyonalną szukaną (23. wn.). 

Używa się dwóch ostatnich wykreśleń wtedy zwłaszcza gdy 
dwie dane proste a i 0 są wielkie. 

с Dobrze będzie uważać że twierdze- 

„| nia, które dały wykreślenie średniej 

proporcyonalnej, mogą służyć do zna- 
lezienia trzeciej proporcyonalnej. 

Itak, jeśli chcemy otrzymać trzecią 
proporcyonalną do dwóch prostych a ib, dość jest, na prostej 
nieograniczonej AX, wziąć długość AB = а, wyprokadzić z punk- 
tu В prostopadłę BC = b, połączyć AC,i z punktu С wyprowa- 
dzić do AC prostopadłę CD która przetnie AX w punkcie D. 
Linia BD będzie trzecią proporcyonalną szukaną. Jakoż, w trój- 
kącie prostokątnym ACD, 


ОНЕРИ, a BRE 


A 


2 
BC*— АВ. BD; więc BD= z . 

Jeśli aœ b, można otrzymać trzecią proporcyonalną sposobem 
następującym, który często jest użyteczny. Na prostej AB jako 
średnicy (fig. wykreśl. 29), nakreśl półokrąg, z punktu A jako 
środka, promieniem AD == 2, nakreśl łuk koła który przetnie pół- 
okrąg w punkcie D; nakoniec spuść prostopadłę DC na AB; 
prosta AC będzie oczywiście linia szukaną. 
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Uwaga. — Średnia proporcyonalna między dwiema liniami prostemi nazywa 
się średnią geometryczną, połowa summy tych linij średnią arytmetyczną. 

Owoż, w trójkącie prostokątnym BDO (fig. pierwsza), bok BD wyraża 
średnię geometryczną dwóch prostych a i b, OD ich średnię arytmetyczną, 
BO połowę różnicy tych linij. A że bok BD jest mniejszy od przeciwprosto- 
kąatnej OD, więc 

Srednia geometryczna dwóch linij prostych albo dwóch liczb, jest 
mniejsza od ich średniej arytmetycznej, 


to jest ab 40 å 
Vab Z 2 
Trójkąt BDO pokazuje że te dwie średnie, geometryczna i arytmetyczna, 


— 
nie mogą być równe tylko wtedy gdy bok BO czyli = jest zero, to 
jest gdy a =b. E 
Jest więcej jeszcze. Trójkąt BDO daje 
5 a R a4 by? a — b\? 
OD = BD + ВО, albo CH) =0+( 2 ) Р 
To równanie, które jest tosamością, dowodzi dwóch ważnych twierdzeń : 


Wieloczyn dwóch ilości a i b, tego samego znaku, które czynia summę 
stałą, jest mawimum gdy te ilości są równe, albo gdy tylko ich różnica 
jest minimum jeśli równe być nie mogą. 

NAWZAJEM, summa dwóch ilosci, dodatnych albo odjemnych, które 
czynią wieloczyn stały, jest minimum w pierwszym razie a maximum 
w drugim, gdy te ilości są równe, albo gdy tylko ich różnica jest mini- 
mum jeśli równe być nie mogą (*). 

Można łatwo widzieć od czego jest mniejsza różnica między średnią 
arytmetyczną i średnia geometryczną. Jakoż, trójkąt BDO daje 

OD —BD =B0 albo  (OD--BD)(OD—BD)=BO* 


(*) Na zastosowanie dajemy twierdzenie które należy do księgi IV. 


Ze wszystkich trójkątów równowartych, mających ten sam kąt przy 
wierzchołku, trójkąt równoramienny ma.obwód minimum. 


Ponieważ te trójkąty są równowarte wieloczyn pr jest stały; więc summa 
p+r jest minimum jeśli różnica р — r jest minimum, albowiem pi r nie 
mogą być równe, Owóż, figura stronicy 81 jasno pokazuje że, w miarę jak 
trójkąt danej powierzchni zbliża się do równoramiennego, r rośnie a zaś p 
maleje; zatem р — r maleje aż do minimum. Więc gdy trójkąt równowarty 
danemu staje się równoramiennym jego obwód 2p jest minimum. 
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= 


А (а— by” 
Отой  OD>BD, więc Ор – Вр < ; 
8 Vab 
3% (a — b 
więc tem bardziej OD —BD< ү 


Co dowodzi że, biorąc średnię arytmetyczną zamiast średniej geome- 
trycznej dwóch liczb, popełnia się błąd mniejszy od kwadratu różnicy 
tych liczb podzielonego przez osiem razy mniejszą z nich. А 


ZAGADNIENIE V. 


Znaleźć średnię harmoniczna dwóch prostych danych a, b. 


A. Na linii prostej nieograniczonej weź 
Р AD BN AB = a,i BC=b; nakreśl średnię geo- 
/ | 


/ \ metryczną BD i średnię arytmetyczną 
Li] Ba. г OD tych linij, ро czem spuść prosto- 
padłę BE na OD; prosta DE będzie 

średnią harmoniczną żądaną. 


Bo, w trójkącie prostokątnym BDO, DE = =— = —. 
UwAGA. — Figura pokazuje oczywiście że średnia proporcyo- 


nalna BD dwóch ilości a i b jest średnią proporcyonalną między 
średnią arytmetyczną АО i średnia harmoniczną DE tych ilości. 


ZAGADNIENIE VI. 


Wykreślić dwie linie proste których summa i wieloczyn są dane. 


NET M Niech będzie prosta AB równa summie 
4 КА NT: A a dwóch prostych szukanych, których 
| J W me | da średnią proporcyonalną jest dana prosta b. 

Z o с Jeśli na АВ jako średnicy, nakreślimy pół- 


okrąg i poprowadzimy: przez punkt A, prostopadłę AC do AB 
równą prostej b, a przez punkt С siecznę CE równoległa do АВ 
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i przecinajacą półokraąg w punktach С, D; odcinki GD i СЕ tej 
siecznej będą dwiema liniami szukanemi. 

Jakoż, wieloczyn CD. CE równa się kwadratowi stycznej AC; 
więc CD.CE =b". Aby dowieśdź że summa tych dwóch od- 
cinków jest równa danej linii a, spuśćmy prostopadłe DF i EG 
na AB; będzie oczywiście 

С) = АЕ = Вб i СЕ = Аб; więc Ср +-СЕ = АВ =а. 

Zagadnienie ma tylko jedno rozwiązanie ; jego możebność 
wymaga żeby prosta АС, czyli dana б, nie przewyższała за. Gdy 
AC dosięga wartości maximum АВ, wtedy sieczna CE staje się 
styczną do półokręgu, i odcinki CD, CE są równe. 

UWAGA, — Można łatwo wyrazić algebrycznie wartości odcinków Ср і CE. 
Jakoż, Ср = ОА — ОЕ, CE=OA + OF; 


-——;——— aż 
a że OF=V po” — DF = у: e 


więc аа i сес WANE — hb? 


ZAGADNIENIE VII. 
Wykreślić dwie proste których różnica i wieloczyn за wiadome. 


6 Niech będzie prosta AB równa różnicy a 

„wk, X | dwóch prostych szukanych, b ich średnia pro- 

А N porcyonalna. Jeśli na AB jako średnicy, na- 

те Ją kreślimy koło, i z punktu A wyprowadzimy 

(успе АС równą prostej б, a potem popro- 

ЕУ 2 wadzimy, przez punkt С i przez środek О, 

siecznę CDE która przetnie to koło w punktach D i E; odcinki 
CDi CE tej siecznej będą dwiema liniami szukanemi. 

Jakoż, różnica odcinków CE i CD jest równa średnicy DE albo 


ej 


AB, a ich wieloczyn kwadratowi AC? albo Ж. 


Zagadnienie jest zawsze możebne. 


UWAGA. — Znajdzie się wyrażenie algebryczne dwóch odcinków 
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GD i CE, uważając że CD=O0C—0OA, а СВ = OG + ОА. Owoż, 
2 


ос= Мол? 4-AC = рҮ? 


2 9 
а а fa 2 a 
więc BA ja Waze=4 AA WRS | sA 

ę próg E= \/ zd kę 

UWAGA OGÓLNA. Równanie stopnia 29, jeśli wyrazimy znaki spółczyn- 
ników bierze cztery następujące kształty : 

2 2 
c pe +9=0 (0, © —pc—q=0 (9), 
а? — pa + q70 (3), a” --po—q=0 (4). 

Owoż, zamieniając © na — 2, dwa pierwsze równania wchodzą we dwa 
ostatnie ; więc dość uważać te ostatnie tylko. 

Aby te równania mogły mieć geometryczne znaczenie, trzeba żeby były 
jednorodne to jest złożone z wyrazów tego samego stopnia: co otrzymamy 
czynią Vq=k: i będzie а? — р® + k’ =0, а? + ра — к =0 
albo (р — w)a = 12 (5) i (0+p)v= k (6). 


Równanie (5) wyraża zagadnienie: Znaleźć dwie proste © i p—w których 


summa p i wieloczyn [4 są dane. Со już umiemy. 

Równanie (6) wyraża lakże wiadome zagadnienie : Znaleźć dwie proste 
w i pe których różnica p i wieloczyn 12 są dane. 

To pokazuje że, nie rozwiązując równania stopnia 2°, można zawsze 
wyznaczyć geometrycznie jego pierwiastki. 


Można także za pomocą linii prostej i koła czyli liniału i cyrkla, wy- 


kreślić pierwiastek wskazu әк wszelkiej liczby N. 


zd. Jakoż, weźmy długość AB za jedność, 

Ji АЕ N a długość AC = №. Na АС jako średnicy, 

М, À nakreślmy półokrąg: z punktu B wypro- 
// Z N \ y 

j КЕ | \  wadźmy prostopadłę BD do średnicy ; cięciwa 

| zB А sA! i a- 

K ВЕЕ А AD będzie wyobrażała pierwiastek kwadra 
towyz N; 

bo AD =AB X AC=14x N, czyli AB=VN. 


Weźmy teraz AE = АЮ ; na średnicy AE wykreślmy półokrąg, i złączmy A 
z punktem pzzecięcia D'; cięciwa АР’ będzie wyobrażała pierwiastek 


kwadratowy z VN, zatem będzie pierwiastkiem czwartym z N, 


Bo AD'=VABXAE= V1XYN=WN. 
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Postępując podobnie, wykreślimy pierwiastek potęgi ok z liczby N. 
Jako widać, ten pierwiastek jest tem bliższy jedności im wykladnik k jest 

większy : co już zkadinąd wiadome. 

Wykreślenie przypuszcza М > 1, ale latwó je zmodyfikować gdy N<1. 

Zaledwie nadmienić potrzebujemy że pierwiastki równań przywiednych 

do 2° stopnia, wykreślają się podobnie za pomocą liniału i cyrkla. 


ZAGADNIENIE VIII. 


Podzielić tinie prostą AB w stosunku średnim i skrajnym. 


т RS 
Mówi się że punkt X dzieli prostę AB w stosunku średnim 
i skrajnym, jesli jego odległość od jednej skrajności tej linii jest 
średnią proporcyonalną między odległością od drugiej skrajności 
i całą prosta AB. 
Nazwijmy X punkt który wyznacza na prostej AB dwa odcin- 
ki AX i ВХ, tak żeby było 


AB AX 

| АХ BX 
Idąc od punktu A do B, stosunek = maleje ciągle od со 
do 1, a zaś stosunek = rośnie, także ciągle, od 0 do œ ; 


to pokazuje wyraźnie że, między A i B, istnieje punkt X, i tylko 
jeden, który zadość czyni powyższej proporcyi. 
Teraz, z tej proporcyi wynika 
AB AB+AX, 
AX AX4 BX” 
a uważając że AX+-BX= AB, і oznaczając przez AX' sum- 
mę odcinków АХ ++ AB, liczoną od punktu A, będzie 


ABAX. да АВ-+АХ АХ 
Ах a” 7% AW AB 
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Ostatnia proporcya dowodzi że, z lewej strony punktu A, 
istnieje punkt Х', i tylko jeden, którego odległość АХ’ jest śre- 
dnią ргорогсуопаіпа między odległością BX' i całą prostą AB. 

Nakoniec, z prawej strony punktu B niema żadnego punktu 
posiadającego wyżej rzeczoną własność ; bo jego odległość od A, 
będąc większa od odległości od Bi większa od prostej AB, nie 
może być średnią proporcyonalną między niemi. 

Więc, na prostej AB istnieją dwa punkta X i X',itylko dwa, 
które rozwiązują zagadnienie. Jeden z tych punktów jest mię- 
dzy A i B, a drugi z lewej strony punktu A albo z prawej strony 
punktu B, według jak odcinek średni liczy się od A albo od B. 

Teraz, dla wyznaczenia punktów X i X', uważajmy proporcyę 


AB АХ —:, 
— Z ——— ү! aj А. Х' = AB . 
TX АБ która daje AX.A A 


To równanie pokazuje że, aby otrzymać punkta X i X', trzeba 
znaleźć dwie proste АХ і АХ' czyli AX i АВ + АХ, których 
różnica AB i wieloczyn АВ? są wiadome; co właśnie stanowi 
zagadnienie już rozwiązane. Ztąd następujące wykreślenie. 

Ze skrajności B danej prostej AB, wyprowadź prostopadłę BO 
równą połowie tej prostej, i połącz АО; potem, z punktu O jako 
środka, promieniem OB, nakreśl okrąg który przetnie linię АО 
w punktach С i D; odcinek АС będzie równy niewiadomej AX 
a odcinek AD niewiadomej AX'; nakoniec, z punktu A jako 
środka, promieniami АС i AD, nakreśl łuki kół które przetną 
linię AB w punktach szukanych Xi X. 


UwAGA I. — Nazywając a długość prostej AB, mamy 


t 2 
а 2 a a ,— 
OB=z, i ко dpm NE 
a; a aj — aj = 

r BBY | SZ ti Cs A . 12%ы IR 2 
Zatem  AX=zV5— 5 5(У 5 1), i AX'=G(V5+1).. 
Dobrze jest także znać wyrażenie odcinków skrajnych, 

BX =z(3— Уз) i BX =% (3-+V5). 


IL. — Można rozwiązać algebrycznie powyższe zagadnienie. Jakoż, ozna- 
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190 KSIEGA TRZECIA, 
czając przez а dana prostę AB, przez w szukany odcinek średni, ро» 


winno być 
H 3 
Sz ; zkąd q + as — а =0. 
a—w 


w 
Rozwiązując to równanie 2* stopnia, acid 


Уе 
== +а 


Owoż, uważając że pierwiastnik у * Rup wyraża przeciwproslo- 
а A 
— ia 


Ат 


2 
2 a 
9? 


Капе trójkąta prostokątnego, w którym bokami kąta prostego s 
oznacza 


widzimy łatwo że pierwszy pierwiastek w = Yy — +a — 


szukany odcinek średni AX, i prowadzi właśnie do tego samego wykreślenia 
które daje geometrya. 
Drugi pierwiastek 2 =— = ŻE + a jest odjemny, Aby wie- 
dzieć co on znaczy, zamieńmy œ na — «© w powyższem równaniu, które 
stanie się 


2 х EM Я а / 
—аш—@а@ =l ==: \у 


а a А 
Ziąd wnosimy że wartość algebryczna my = +a” drugiego 


i da 


„ który właśnie ma 


pierwiastku pierwszego równania wyraża odcinek АХ’, 
kierunek w stronę przeciwną odcinka АХ, Co także wskazuje geometrya. 


Ten przykład jest jednym z niezaprzeczalnych dowodów że algebra i 
geometrya uzupełniają się nawzajem, i dlatego powinny być uprawiane 


nierozdzielnie. 


ZAGADNIENIE ІХ, 


Na danym boku zbudować trójkąt podobny danemu, albo wielo- 


kąt podobny danemu wielokątowi 
1° Aby na prostej ab, jako boku odpowiednym bokowi AB, 
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= D zbudować trójkąt podobny danemu ABC zrób 

Fi < kąt bac równy kątowi BAC, i kąt abe równy 

r 79. АВС. Trójkąty abe i ABC będą podobne jako 
Ё /  równokątne między sobą. 

А ZB 20 Niech będzie do zbudowania, na prostej 

á -K ab, wielokąt podobny wielokątowi ABCDEF. 

K е Przypuszczając że prosta ab ma być bokiem 

Уг 4 odpowiednym bokowi AB, rozłóż na trój- 


kąty wielokąt ABCDEF, prowadząc przekątne, 
jako АС, AD... To zrobiwszy, zbuduj na ab trójkąt аре podobny 
trójkaątowi ABC; potem na ac trójkąt acd podobny trójkatowi 
ACD ; i tak dalej; nakoniec na ae trójkąt aef podobny trójkątowi 
AEF. Wielokąt abcdef będzie podobny wielokątowi ABCDEF ; bo 
oba składają się z jednej liczby trójkątów podobnych i podobnie 
ustawionych (12). 

Następujące wykreślenie jest dogodniejsze. Przy skrajności b 
danego boku ab, który ma być odpowiedny bokowi AB wielo- 
kata ABCDEF, zrób kąt abc = В, i weź bok be równy czwartej 
proporcyonalnej do boków AB, ad, BC. Przy wierzchołku c, zrób 
kat bed = С, i weź bok са równy czwartej proporcyonalnej do 
boków AB, ab, CD. I tak następnie, aż do przedostatniego wierz- 
chołka e, gdzie weź tylko boki ef i af, równe czwartym proporcy- 
onalnym do boków AB, aż, EF, i do AB, ab, AF; i z wierzchoł- 
ków e i a jako środków, promieniami ef i af nakreśl łuki kół 
które się przetną w punkcie f. Wielokąty ABCDEF, abcdef będą 
podobne (25). 


A Uwaga. — Te czwarte proporcyonalne kreślą 
MAU się łatwo odrazu. Zrób kąt przyzwoity A; na 


( \ р jedno ramie ponieś boki wielokąta danego, 

/ \ AB, ВС, CD..., а па drugiem weż AN = w. 

) р Poprowadź prostę BN i do niej równoległe СР, 

Е \к ро ER... Odcinki ХР, PQ, QR... będą odpo- 

wiednemi bokami wielokąta szukanego ; co wi 
doczne, 

Można do wykreślenia wielokątów podobnych użyć teoryi li- 
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gur jednokładnych (32), zwłaszcza gdy dano nie bok ab ale 
tylko jego stosunek = do boku odpowiednego AB. To wszys- 


tko za nadto jest łatwe żeby potrzebowało szczegółowego wyja- 
śnienia. 


ZAGADNIENIE X. 


Przez punkt О, dany na płasczyznie dwóch prostych AB i CD, 
poprowadzić linię prostą przechodzącą przez punkt spotkania tych 
prostych, których przedłużyć nie można. 

w Pp Połącz punkt O z dwoma punktami E 
——| =н iF danych prostych AB i CD, i poprowadź 
/ Jk równoległe GH do EF; a przez punkta G 


Th jp іН, równoległę GK doFO i równoległę HK 
F PS ў do FO: prosta OK będzie linią szukaną. 
A ó С Jakoż, trójkąty OME i KNG, OMF i KNH, 
mające boki równoległe każdy do każdego, są podobne i dają 
ME OM . МЕ ОМ . МЕ МЕ 


МЕ ОМ a М г. май с=с. 
NG KN ' NA KN” zad NG NH 


Więc proste AB, CD, OK spotykają się w jednym punkcie (11.). 


ZAGADNIENIE XI. 


Przez punkt A, dany na GRUNCIE, wytknąć równoległę do danej 
prostej BU. 


E Na kierunku prostej BC weź łańcuchem 
э dwa razy długość dowolną BD = DC. Utkwij 
IN tyczkę w każdym ze trzech punktów В, D, C, 
MAGA № і w danym A; utkwij piątą tyczkę na linii BA 
P N w pryzwoitym punkcie E; szóstą na przecię- 
PŚ E ciu F linij AC i ED, a siódmą na przecięciu 
3 D © G linij BF, CE. Prosta AG będzie równoległą 
szukaną. 
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Jakoż, w trójkącie BCE, trzy poprzeczne ED, BG, CA dają : 
DB GC. AE _ 


з 
— X — =—1. 
DQ 3 GE % AB 
SEE GR «= 
S w ESA p dadza ыа © с > 
A że z wykreślenia DC 1, przeto АВ" 6С Więc pros 


ta AC jest równoległa do ВС. 


ZAGADNIENIE XII. 


Znależć miejsce geometryczne punktów równo oświeconych przez 
dwa punkta światła A, B. 


Wiadomo z fizyki że natężenie światła jest w stosunku odwrotnym 
kwadratu z odległości. 


Z Niech będzie M punkt równo 
7 oświecony przez punkta światłe А 
| i B, których natężenia światła, na 
jedność odległości, nazywamy a, b. 


PA Na mocy powyższej ustawy, na- 
ра: tężenia świateł A i В na punkt М 
pa . а b 
wyrażą się stosunkami == 


АМ?’ BM 
Owoż, wedle zagadnienia, te natężenia powinny być równe ; 


Er аё skąd AM = Va 
AM” ВМ? МЕ 0: 

To pokazuje że stosunek odległości punktu М od A i В jest 
stały. Więc miejscem geometrycznem punktu M, równo oświe- 
conego przez światła A i B, jest okrąg koła mający za średnicę - 
odległość CD dwóch punktów które dzielą prostę AB harmoni- 


а 
cznie, w stosunku УЗ . 
b 


Promień tego koła, jeśli nazwiemy d długość AB, wyrazi się 


dV ab е bd 
a = 9). y 5 — ~ 
przez нр (zag. 2); odległość B= 
15 
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, UWAGA. — Gdyby, mając dane trzy punkta światłe A, B, С, szukano na 
ich płasczyznie punktu równo oświeconego ; wtedy trzebaby najpierwej zna- 
leźć miejsce punktów równo oświeconych przez A i B, a potem miejsce 
punktów równo oświeconych przez А i С. Punkta przecięcia tych dwóch 
miejsc będą równo oświecone przez trzy światła A, В, С, 

Mogą być dwa punkta równo oświecone, albo tylko jeden, a nawel może 
nie być żadnego. 


ZAGADNIENIE XIII. 


Znaleźć miejsce geometryczne punktów z których widać dwa kota 
dane pod tym samym katem. 


| Niech będzie M jeden z punktów 
BWA >, szukanych ; jeśli przez ten punkt 
/ ЖЕ С И, i A poprowadzimy styczne do dwóch 
| ° у, Др, ко O, O', kąty opisane będą ró- 
N // wne, a temsamem ich połowy 
a, kąty AMO, AMO'. Więc dwa trój- 

kąty prostokątne AOM, A'O'M są podobne i daja: 


MO _0A 
МО" ОА! 


To pokazuje że stosunek odległości jest stały. Więc, 


MO 
MO' 
miejscem geometrycznem punktu M jest okrąg, mający za śre- 
dnicę odległość CD środków podobieństwa dwóch kół da- 
nych (38, wn.). 
Można wprost dowieśdź że z punktu M widać dwa dane koła 
- pod tym samym kątem, Jakoż, na mocy powyższego wykreślenia 
mamy = Өч, 
MO ОУ 
MO'A', mające przeciwprostokątnę i bok odpowiednio proporcyo- 
nalne, są podobne. Więc kąty AMO, A'MO' są równe. 


zatem dwa trójkąty prostokątne MOA, 
« 


UwaGA — Gdyby szukano punktu z którego widać trzy dane koła pod 
tym samym katem, otrzymanoby ten punkt przecięciem dwóch miejsc geo - 
metrycznych nakreślonych jako powżysze, 
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ZAGADNIENIE XIV. , . 


t 
Poprowadzić stycznę spólną dwom kotom. 


MA 


Wyznacz najpierwej środki podobieństwa 5, 5' danych kół O, 
O' dzieląc linię środków harmonicznie w stostunku promieni ОМ, 
OM' (zag. V); poprowadź potem z każdego środka 5 i S' styczne 
do koła О; te linie będą także styczne do koła O'. Jakoż, punkta A 
i А’, w których jedna z о SA, spotyka oba okręgi, 
są odpowiedne; ale środki kół О i 0' są także punktamiodpowie- 
dnemi. Zatem promienie OA,O'A' są rownoległe, i prosta SA, 
prostopadła do OA, jest prostopadła do promienia О'А’. Więc 
linia SA jest spólną styczną do dwóch kół O, O'. Dowiedzie się 
tak samo że inne styczne do koła О, poprowadzone z punktów S 
i S', są także stycznemi do koła O'. 

To wykreślenie, chociaż nie prostsze od już znanego, może 
czasem być użyteczne. M 
ZAGADNIENIA ZETKNIĘCIA KÓŁ. 


ZAGADNIENIE XV. 


Nakreślić okrąg przechodzący przez dwa punkta A, B, i styczny 
do prostej danej GD. 

4° Rozwiązanie. — Przypuśćmy zagadnienie rozwiązane, i niech 
będzie О koło szukane styczne w punkcie F do prostej CD. 
Przedłużmy prostę AR aż do spotkania E z daną CD. 

Będzie ЕЕ? — ЕА x EB. 

Ztąd następujące wykreślenie. Na BE jako średnicy, nakreśl 
półokrąg EGB; wyprowadź prostopadłę AG do АВ; z punktu Е 
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Ж, jako środka i promieniem EG, na- 
o. > AN kreśl półokrąg przecinający pros- 
С) // M \ tę CD w dwóch punktach Е, F’, 
“ы | które będą punktami zetknięć 
f W Ж. (WTA kół szukanych. Prostopadłe wy- 
Ka ko кр prowadzone z tych punktów do 
0. | prostej СР, і prostopadła we środ- 
ke 7 | ku prostej ABprzetną się w punk- 
34 ај tach Oi O”, które będą środkami 

О, N 


BI kół szukanych, a zaś АО i AQ' ich 
/ /—Ń promieniami. 


\ / ON À 2° Rozwiazanie. — Środek koła 

a DG N Nh szukanego leży na prostopadłej IS, 

E — ws A ze środka prostej 
AB. Punkt spotkania 5 tej prosto- 


padłej z daną prostą CD jest środkiem podobieństwa wszystkich 
kół stycznych do CD, które mają środki na IS. Zatem z punktu 
jakiegokolwiek G prostej IS jako środka, promieniem równym 
prostopadłej GH spuszczonej па GD, nakreśl okrąg który przetnie 
linię SA w punktach K i K'. Przez punkt A poprowadź równo- 
ległę АО do promienia GK, i równoległę АО’ do GK'. Przecięcia 
0, 0' będą środkami dwóch kół szukanych. 

Zagadnienie ma ogólnie dwa rozwiązania, gdy punkta A iB są 
oba z jednej strony prostej CD. Ale, gdy proste AB i Ср są ró- 
wnoległe, wtedy spodek prostopadłej, spuszczonej ze środka 
prostej AB na CD, jest jedynym punktem zetknięcia koła ; zaga- 
dnienie przywodzi się do zag. VIII ksiegi II, i ma tylko jedno 
rozwiązanie, 

Zagadnienie jest niemożebne, gdy punktaA i B leżą po oby- 
dwóch stronach prostej CD. 


ZAGADNIENIE XVI. 


Nakreślić okrag przechodzący przez dwa punkta A, B, i styczny 
do okręgu danego С. 


- Niech będzie О szukany okrąg, D punkt zetknięcia. Przez 
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8 punkta A і В, poprowadź jakikolwiek 
р Ng = okrąg ABF, przecinający dany okrąg С 
/ у NNN w punktach E, F; z punktu przecięcia 


/ jD NY | Ssiecznych AB, EF, poprowadź styczne 
vo {//N_ 80, SD' do koła С. Punkta D, D', będą 


~K / punktami zetknięć żądanemi. 
Е Во 50° = SE SF = SA х SB. 


Więc SD jest styczną do koła szukanego. Tak samo SD' jest 
styczną do drugiego koła które także rozwiązuje zagadnienie. 

Tym sposobem, zagadnienie przywodzi się do już znajomego. 

Aby zagadnienie było możebne, dane punkta A i B muszą 
znajdować oba zewnątrz, albo oba wewnątrz danego koła С. 


ZAGAYNIENIE XVII. 


Nakreślić koto przechodzące przez punkt A, i styczne do prostej ВС 
ido koła D. 


je 


Przypuśćmy zagadnienie rozwiązane, 


4 узык i niech będzie O koło szukane, styczne 
Өм, А Ja w punktach C i E do prostej BC i do 
LA NAC” ) koła D. Złączmy DO i ОС ; і przedłużmy 

pa A CE aż do spodkania F z okręgiem D. 


< Dwa trójkąty równoramienne СОЕ, 
A DEF, mające katy przy E rowne, są 
№ podobne. Więc kąty F i С są równe, 
| i prosta DF jest równoległa do OU, 
a temsamem prostopadła do BC. Punkta 
N р Ві F są wiadome, a prosta FA przecina 
BASY NBA RY F 
R ‚С i sukane koło O w punkcie X który się 
latwo znajduje, Jakoż, sieczne FA, FC dają : 
FA x ЕХ ЕС XFE. 
Ale, w kącie ВЕС dwie przeciwrównoległe BC i EG dają także 
FC x FE=FB X FG. 
Więc FA x ЕХ = ЕВ х FG. To pokazuje że punkt X może 
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się także wyznaczyć za pomocą czwartej proporcyonalnej do FA, 

FB, FG. Tym sposobem zagadnienie przywodzi się do zag. 15. 
Zagadnienie ma ogólnie cztery rozwiązania. Ale, gdy punkt A 

jest dany wewnątrz koła D, wtedy: jeśli prosta BC spotyka 

koło D, zagadnienie ma dwa albo jedno tylko rozwiązanie; a jeśli 

prosta BC nie spotyka koła D, zagadnienie jest niemożebne. 


ZAGADNIENIE XVIII. 


Nakreślić okrąg przechodzacy przez punkt A i styczny do dwóch 
prostych BC, DE. 


Е/ Szukany okrąg O jest symetryczny 
ŻA względem dwójsiecznej SI kąta stycznych 
sf zd T SB, SD. Więc jeśli z punktu A spuścimy 
KĘ d W prostopadłę АТ na tę dwójsiecznę, i weż- 
—R / 6 miemy ІА! =IA, punkt A' będzie należał 


do żądanego okręgu i zagadnienie przywiedzie się do już znanego. 
Zagadnienie ma dwa rozwiązania; ale jest niemożebne gdy dwie 
proste BC, DE są równoległe, a punkt A leży zewnątrz. 


ZAGADNIENIE XIX. 


Nokreślić koło przechodzące przez punkt A, i styczne do dwóch 
kół B iC. 

Przypuśćmy zagadnienie rozwią- 
zane, i niech będzie koło O styczne 
szukane. Linia punktów zetknięć D, 
E, przechodzi przez środek podobień- 
stwa 8 dwóch kół danych В, C. Ja- 
koż, trójkąty równoramienne BDH, 
ODE, CEK, за podobne ; zatem kąt 
p b ER, 8 D=E=K. Więc promienie BD, СК 


\ są równoległe, i linia DE przechodzi 
у y% DXA przez środek podobieństwa 5. Do te- 
% Ж / go, cztery punkta nieodpowiedne D, 

~ E, G, F, leżą na jednym okręgu; bo 
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z przyczyny środka podobieństwa S, cięciwy DF i KL są równo- 
ległe ; ale w czworoboku wpisanym GEKL, boki KL i EG są 
przeciwrównoległe, więc w kącie S linie DF i EG są przeciwró- 
wnoległe i dają SD. SE' = SF. SG. 

Zatem, jeśli przez punkt A poprowadzimy siecznę SA która 
przetnie okrąg O w punkcie X, 

będzie SX . SA = SD. SE = SF SG. 

To pokazuje że cztery punkta A, G, F, X, lezą na jednym okręgu. 
Więc punkt X łatwo się wyznaczy, i zagadnienie przywodzi się 
do Zag. 16. 

Zagadnienie ma ogólnie cztery rozwiązania. 


ZAGADNIENIE XX. 


Nakreślić koło styczne do dwóch linij prostych AB, CD, i do 
koła E. 


с 1° Niech będziekoło O, styczne zewnętrz- 
ДЕ ib Wi nie do koła E i do linij prostych AB, CD. 
Г NV Jeśli nakreślimy koło ОЕ, spółśrodkowe 
AES \ \ z szukanem, to опо przejdzie przez środek 
| danego koła Р, i będzie styczne do dwóch 
w linij prostych które leżą zewnątrz, równo- 
NE legle do danych AB i CD, na odległość 
promienia EF. Ta uwaga przywodzi żą- 
dane zagadnienie do już wiadomego. 
2° Aby otrzymać koło styczne otacza- 
Јасе koło E, prowadzi się, jako wyżej, 
równoległe A'B' i С' do AB i CD, na 
p odległość promienia EF, ale idąc od 
tych linij ku środkowi koła E. 
3* Jeśli obie proste AB i CD przecinają koło 
' E, wtedy są dwa koła styczne wewnętrznie do 
koła E, które się otrzymuje prowadząc, jako 
w poprzedzającym przypadku, równoległe A'B' 
i C'D' do AB i CD, na odległość promienia EF, 
idąc od tych linij ku środkowi E; i dokończa 


Че ЛЕТО КЕ ДР! “отут, 
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Zagadnienie ma cztery rozwiązania, albo tylko dwa; a może 
nawet nie mieć żadnego. 


ZAGADNIENIE XXI. 
Nakreślić koło styczne do prostej AB i do dwóch kół Ci D. 


Niech będzie O jedno z kół szuka- 
\ nych. Jeśli пакету koło OC, spół- 
/ środkowe z szukanem, to ono przejdzie 
-_ przez punkt С, będzie styczne do linii 
prostej A'B' równoległej do AB, na 
odległość promienia CE, i styczne do 
koła spółśrodkowego z kołem D a 
mającego za promień summę albo różnicę promieni kół С i D. 
Więc środek О wyznaczy się za pomocą Zag. 18. 
Zagadnienie ma ogólnie osiem rozwiązań ; albo tylko cztery, 
dwa; albo nie ma żadnego. 


\ 


x 
= 


ODDOLNE SN. 


ZAGADNIENIE XXII. 


Nakreślić koło styczne do trzech kół danych. 


Przypuśćmy zagadnienie razwiązane, 
i niech będzie О koło szukane styczne 
zewnętrznie; przypuśćmy jeszcze, dla 
utkwienia myśli, że promień CE. jest naj- ` 
mniejszy ze trzech. 

Jeśli tedy nakreślimy koło ОС, spół- 
środkowe z szukanem, to ono przejdzie 
przez środek С і będzie styczne do dwóch 
kół których środkami są A i B, a promieniami różnice AD — СЕ 

BE — CF. Więc środek О wyznaczy się sposobem już wiado- 
mym, i rozwiązanie łatwo się uzupełnia. 

Jeśli szukane koło ma otaczać kołaA i B, wtedy, dla znalezienia 
ego środka, trzeba nakreślić koło OC spółśrodkowe z szukanem, 
о ono przejdzie przez środek С i będzie styczne do kół których 
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środkami są A і B a promieniami sommy AD + CF i BE+-CF. 
Podobnie oinnych. 
Zagadnienie ma ogólnie osiem rozwiązań; ale w przypadkach 
szczególnych może mieć mniej, a nawet nie mieć żadnego 


UWAGA OGÓLNA. — Rozwiązania ośmiu zagadnień zetknięcia kół, 
któreśmy wskazali są zaiste łatwe w teoryi, bo się przywodzą 
jedne do drugich; ale dlatego właśnie są rzadko praktyczne, 
z przyczyny komplikacyi wykreśleń. Damy później rozwiązanie 
wprost, oparte na metodach geometryi nowoczesnej. 


ZAGADNIENIE XXIII. 


Zbudować trójkat znając jego trzy wysokości. 


A. Oznaczmy przez a', b', є' trzy wyso- 
\ kości szukanego trójkąta, odpowieda- 
| jace trzem bokom a,b, c. 
B/— \е Uważajmy naprzód że w każdym 
| | -AE trójkącie wysokości są odwrotnie pro- 
„AS (|, poreyonalne do boków odpowieda- 
: Ben » 6 jących. Jakoż, w trójkącie АВС, dwa 
trójkąty prostokątne BCE, ACD dają 
ВС BE 


AC = AD; więc А. . AD= АС. ВЕ. 
Ztąd wnosimy że, nazywając a', b', с trzy wysokości szukanego 
trójkąta, odpowiedające trzem bokom a, b, c, będzie 
аа! = Б = сс’. 
Zkąd, dzieląc przez a'%', wynika 
a b с 


6 «a ab! 


e 


To pokazuje że, jeśli wykreślimy trójkąt АВ'С', mający bo- 
s и Т ; 
ki b, а, = odpowiedające katom A, B', C', ten trójkąt będzie 


podobny szukanemu. Więc, aby otrzymać ten ostatni, dość wziąć 
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na prostopadłej AD spuszczonej z wierzchołka A na bok BC, 
długość AD równą wysokości a', i przez punkt D poprowadzić 
równoległę BC do В'С' ; со da szukany trójkąt АВС 


ZAGADNIENIE XXIV. 


W dany trójkat ABC wpisać trójkąt. któregoby boki były równo- 
ległe do boków danego trójkąta DEF. 


Niech będzie def trójkąt szukany, którego boki są równoległe 
do boków trójkąta DEF. Jeśli w trójkącie ABC poprowadzimy 
równoległę d'/' do df, i, przez punkta d', f", równoległe d'e',/f'e' 
do de, fe; utworzymy trójkąt d'e'f* jednokładny do szukanego 
trójkąta def ; punkt A będzie środkiem podobieństwa tych dwóch 
trójkątów. Więc prosta AC przecina bok BC w punkcie e który 
jest jednym z wierzchołków trójkąta szukanego. Aby więc otrzy- 
mać ten ostatni, dość poprowadzić równoległe ed ief do ED i EF, 
i złączyć df. 


ZAGADNIENIE XXV, 


Na tr онар АВС opisać trójkąt równy danemu trójkątowi DEF. 


ә TOS 
а == R `f NSW E A 
i = | / | pow 
i \ 
| Maar | j ) Уму 
x A / ' Ё / 
< A z Sy / 
nap ё È 


Niech będzie trójkąt szukany def równy danemu DEF. Wierz- 
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chołek d leży na łuku odcinka koła, opisanego na boku AB i 
i obejmującego kat D; tak samo wierzchołek f leży na łuku od- 
cinka koła, opisanego na boku AC i obejmującego kąt F. Więc, 
jeśli nakreślimy te dwa odcinki kół i poprowadzimy, przez 
punkt A, cięciwę df równą bokowi DF, a potem proste dB i fC 
które się przetną w punkcie e, otrzymamy trójkąt def równy trój. 
kątowi DEF; bo te trójkąty mają bok równy przyległy dwom 
katom równym. | 

Zagadnienie ma ogólnie sześć rozwiązań; bo przez punkt A 
można prowadzić dwie cięciwy równe bokowi DF (II. zag. 23. ), 
a kąt d może się opierać na każdym ze trzech boków trójkąta ABC. 
Ale w szczególnych przypadkach może być mniej rozwiązań, a 
nawet nie być żadnego. 

Aby łatwiej znaleźć rozwiązanie, jeśli istnieje, trzeba zacząć od 
największego boku trójkąta АВС i opisać na nim odcinek koła 
obejmujący najmniejszy z kątów trójkąta DEF. 


ZAGADNIENIE XXVI. 


Zbudować czworokąt którego sa dane dwa boki przyległe i prze- 
katna ich wierzchołka, kąt dwóch innych boków i kąt jednego z nich 
z drugą przekątną. 


i niech będzie czworobok ABCD w któ- 

\ rym wiadome są dwa boki przyległe 

BŹ MY AB, AD, przekątna AC, kąt BCD i kąt 
c CBD. 

mo aj Ks Na prostej MP, równoległej do BD, 

( | ©. wykreślmy trójkąt MNP podobny 

м ігојкаќомі BCD. Ponieważ stosunek 


A Przypuśćmy zagadnienie rozwiązane, 
AN 

| 

|| 

| 


АМ А 
AP AD 
zaśrednicę odległość dwóch punktów które dzielą bok MP harmo- 


jest znany, wiemy że punkt A leży na okręgu mającym 


КО АВ i : 
nicznie w stosunku AD” Ten sam punkt A leży także na okręgu 
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mającym za średnicę odległość dwóch punktów które dzielą bok NP 
Б Więc punkt A jest 
wyznaczony, względem boku MP ; co daje czworobok AMNP po- 
dobny szukanemu, Więc aby otrzymać ten ostatni, dość wziąć 
na boku AM długość AB równą danemu bokowi AB, i dokończyć 
czworoboku ABCD. 


Ra: Р АС 
harmonicznie, w stosunku wiadómym 


ZAGADNIENIE XXVII. 


Wykreślić czworobok wpisalny znając jego boki. 


A pó \ 
AG UEF — TR 
Przypuśćmy zagadnienie rozwiązane, i niech będzie czworobok 
wpisalny ABCD w którym AB =a, BC= 0, Ср =c, DA= d. 
Przedłużmy AB i złączmy AC. Mamy oczywiście kąt CBE = D. 
Więc, jeśli na boku CB, jako odpowiednym bokowi CD, zbudu- 
jemy trójkąt CBE podobny trójkatowi GDA, wyznaczymy zarazem 
punkt E i stosunek odległości punktu C od A i E. Bo wtedy Бейле: 


УТЕ а ЩЫ 

BE "GB CE? * BE 6 ОВ” 
bd CA c 
zkąd i= —, i — Z == o 
zką BE я i GE 7 


To pokazuje że punkt С leży na okręgu mającym za średnicę 
odległość HK punktów H, K, które dzielą prostę AE harmonicznie 


w stosunku 7; przypuszczając że bok c nie jest mniejszy od b. 


Owoż, punkt С leży także na okręgu nakreślonym ze środka В 
promieniem BC = b. Więc punkt С jest wyznaczony, i czworo- 
bok łatwo się dokończa. 

Zagadnienie ma ogólnie trzy rozwiązania, i jest możebne byle 
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tylko, ma się rozumieć, największy ze czterech boków był reniej- 
szy od summy trzech innych. 

Powyższe wykreślenie wymaga żeby a < / + с; dopełni się 
zawsze tego warunku, biorące za bok a najmniejszy ze czterech 
danych. 


Gdyby było zagadnienie: W dany wielokat wpisać wielokąt 
podobny drugiemu danemu, możnaby przewrócić zadanie i szukać 
wielokąta OPISANEGO na danym DRUGIM a podobnego PIERWSZEMU. 

Rozwiązawszy to nowe zogadnienie, łatwo będzie wyznaczyć, 
na bokach pierwszego danego, punkta odpowiedne wielokąta po- 
dobnego które mają być wierzchołkami szukanego wielokąta 
wpisanego. 

Taki sposób rozwiązania zagadnienia nazywa się metoda od- 
wrotną, która polega na tem że się bierze niewiadome za wiadome, 
i nawzajem. “ 

Korzyść tej metody jest szczególniej w opisaniu figur, dlatego 
że odcinki kół, obejmujące katy wiadome, dają zaraz miejsce 
geometryczne wierzchołków szukanego wielokąta. Następujący 
przykład jaśniej to pokaże. 


ZAGADNIENIE XXVIII. 


W dany czworobok MNPQ wpisać czworobok mnpq, podobny 
innemu czworobokowi danemu abcd. 


Przewróćmy zadanie, i szukaj- 
my jak opisać na czworoboku abcd 
czworobok ABCD podobny danemu 
czworobokowi MNPQ. 

Przypuszczając że kąty М, N, Q 
odpowiedają bokom ab, be, ad, 
wierzchołki A, B, D leżą na łu- 
kach odcinków kół obejmujących 
kąty wiadome. Owoż jeśli popro- 
wadzimy рггекаіпе BD, ta linia 
przetnie łuki kół nakreślonych na be i ad, w dwóch punktach H 
i K które wyznaczyć można; albowiem czworobok ABCD jest 
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podobny danemu MNPQ, i przeto trójkąt ABD podobny trójką- 
towi ММО. Więc katy ABHi АРК są wiadome, a temsamem 
łuki H i aK ; co właśnie wyznacza punkta H і К. Otrzymawszy 
je, prowadzimy prostę HK której dwa punkta przecięcia Bi D, 
z odcinkami kół już nakreślonemi, są dwoma wierzchołkami 
przeciwległemi czworoboku opisanego ABCD ; i zagadnienie po- 
mocnicze zostaje rozwiązane, 

Teraz, aby rozwiązać dane zagadnienie, dość podzielić boki 
danego czworoboku MNPQ, w stosunku odcinków wyzna- 
czonych, przez punkta a, b, е, d, na bokach odpowiednych czwo- 
roboku podobnego ABCD. Punkta podziału będa wierzchołkami 
czworoboku wpisanego szukanego. 


Zagadnienie ma ogólnie osiem rozwiązań. Jakoż, przypuszcza- 
јас w zagadnieniu pomoeniczem kąt A oparty na boku a, uwa- 
айту że kąty Bi D mogą się opierać na bokach be i ad; со 
właśnie daje rozwiązanie na figurze. Albo przeciwnie, kąty B 
iD opierają się na bokach ad i be; eo stanowi drugie rozwiąza- 
nie, które może nie być różne od pierwszego. Jeśli przypuścimy 
że kąt A opiera się następnie na każdym ze trzech boków be, cd, 
da, znajdziemy sześć innych rozwiązań. 

+ 


ZADANIA. 


4 4 

231 — W trójkącie prostokątnym, zrzutowano boki kąta prostego na 
przeciwprostokątnej, potem zrzutowano te rzuty na odpowiedających bo- 
kach kata prostego i znowu zrzutowano ostatnie rzuty na przeciwprosto- 
katnej, i tak dalej. Owóż, wiadomo że kwadraty z boków kąta pros > 
ѕа proporcyonalne ‚жү tych boków. па przeciwprostokąatnej ; 
wieśdź że sześciany tychże boków są proporcyonalne do drugich rzutów 
czyli do rzutów drugiego rzędu, połęgi czwarte proporcyonalne do rzutów 
trzeciego rzędu ; a ogólnie, potęgi nte są proporcygnalne do rzutów rzędu 
п — 1. % 

939. — Środek ciężkości trójkąta (punkt spotkania De ródkowych), 
środek koła opisanego, i punkt spotkania trzech темата ч linii pros- 


tej. Odległości tych trzech punktów po dwa sa w stosunku liczb 1, 2, 3. 
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238. — Środek ciężkości trójkąta, środek ciężkości jego obwodu ($ro- 
dek koła wpisanego w trójkat mający wierzchołki we środku boków) i śro- 
dek koła wpisanego ѕа w linii prostej. Odległość tych trzech punktów po 
dwa 5а w stosunku liczb 1,9, 3. 

234. — Trójkąt w którym kwadraty z dwóch boków sa proporcyonalne 
do rzutów tych boków na Irzecim. jest prostokątny albo równoramienny. 

235, — Jeśli w trójkącie jeden kąt jest połową drugiego, wtedy dwój- 
sieczna kala większego dzieli bok przeciwległy na dwa odcinki, takie że 
bok przeciwległy katowi mniejszemu jest średnim proporcyonalnym mię- 
dzy bokiem większym i odcinkiem ma przyległym. 

236. — Trójkąt ABC, w którym эт AD, poprowadzona z wierz- 
chołka A do boku przeciwległego BD, jest średnia proporcyonalną między 
odcinkami BD i CD tego boku, jest prostokątny albo rozwartokątny przy A. 

287. — Trójkąt równoramienny АВС jest wpisany w koło, przez wierz- 
chołek A poprowadzono siecznę ADE która przecina podstawę i okrąg 
w punktach D, Ei; dowieśdźże ЛВ = AD. AE. 

288. — Dowieśdź że w trójkącie АВС, w którym summa dwóch bo- 
ków AB+-BC jest stała, ośródkowa trzeciego boku ВС jest najmniejsza 
możebna gdy boki АВ і АС są równe. 


\ 

239. — W trójkąt prostokątny wpisano kwadrat ; dowieśdź że bok DE 
tego kwadratu, który się opiera па przeciwprostokątnej BC, jest średnią 
proporcyonalną między odcinkami BD i GE przeciwprostokątnej. 

240, — Z punktu O płasczyzny trójkąta ABC spuszczono na jego boki BC, 
AC, AB prostopadłe OA’, OB/, OC! ; dowiśdź że 

AG? — BO” + BA” — CA” + GB” — AB" 0, 

L NAWZAJEM, jeśli trzy punkta A’, B/, C’, leżące na kierunkach boków 
trójkąta, zadość czynią temu równaniu, trzy prostopadłe wyprowadzone 
z tych punktów do boków odpowiedających spotykają się w jednym punkcie. 

jywieśdź ztąd że prostopadłe wyprowadzone ze środków boków trójkąta 
spotykają się w jednym punkcie; że trzy wysokości trójkąta spotykają się 
w jednym punkcie ; że trzy prostopadłe wyprowadzone z punktów zeiknięć 
spotykają sią w jednym punkcie. 

211. — Z punkta O płasczyzny wielokąta ABCD... spuszczono na jego 
boki AB, BO,... prostopadłe OA’, OB/,... ; dowieśdź że 

ХА? ВА? + BB — GB ++ GG? — DO +... =0. 
242. — W trójkącie АВО poprowadzono ciąg poprzecznych równoległych 
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do boku BC; dowieśdź że przekątne trapezów tak utworzonych przecinają 
się na ośródkowej tego boku. 


248, — Na bokach trójkąta ABC wystawiono trójkąty równoboczne ABD, 
АСЕ, ВСЕ. Dowieśdź że trzy linie AF, BE, CD są równe і schodzą się 
w punkcie z którego widać boki trójkąta A BG pod tym samym kątem. 


244. W koło wpisano trójkąt, i przez każdy wierzchołek poprowadzono 
stycznę ; dowieśdź że trzy punkta spotkania stycznych z bokami przedłużo- 
nemi są w linii prostej. 

245. — W dwóch wielokatach podobnych ABCDE, A'B/'C'D'E' poprowa- 
dzono dwie przekątne odpowiedne CD, C/D’, i spuszcono na nie prostopa- 
dłe AH, A/H', a na te ostatnie, prostopadłe ВК, B/K/, Dowieśdź że odcinki 
AK, BK są proporcyonalne do odcinków A'K/, B/'K'. 

246. — Cięciwy spólne trzech kół spólnych przecinają się w jednym 
punkcie. 

247. — W trójkącie АВС, boki AB i AC, podzielone w punktach Di E 
w stosunku średnim i skrajnym, sa podzielone na części proporcyonalne. 

248. — Mając dane okręgi spólśrodkowe poprowadzić siecznę, tak żeb, 
jej części, wpisane w te okręgi, były w stosunku m do n. 

249. — Podzielić dana prostę na dwie części takie żeby kwadrat z jednej 
i wieloczyn z drugiej przez całą linię były w stosunku m: n. 


250. — Podzielić dana prostę AB na dwie części takie żeby jedna była 
średnią proporcyonalną między drugą częścią i inną prostą CD. 

254. — Podzielić daną ргоз'е na dwie części takie żeby summa ich kwa- 
dratów była równa danemu kwadratowi. 

Znaleźć minimum tej sammy kwadratów. 


252. — Mając dane trzy proste z jednego wychodzące punktu, poprowa- 


dzić do nich, przez punkt dany, siecznę tak żeby jej odcinki zawarte między 
temi prostemi były w stosunku żądanym. 


253. — Przez punkt, wzięty na dwójsiecznej danego kąta, poprowadzić 
linię prostą tak żeby jej część wpisana miała długość daną. 
Wywieśdź ztąd minimum tej długości. 


254. — Przez dwa punkta poprowadzić okrąg przecinający daną prostę 
pod odcinkiem koła obejmującym kąt dany. 


255. — W danem kole nakreślić m kół równych, stycznych między sobą 
i do koła danego. 


256. — Przez dany punkt poprowadzić koło styczne do koła danego, wie- 
qdz4c że jego środek powinien leżeć na danej prostej. 
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257. — Przez dwa punkta poprowadzić koło któreby przecinało dane koło j 
wedle cięciwy danej. 


258. — Mając dane dwa okręgi i punkt na jednym z nich, poprowadzić 
przez ten punkt trzeci okrąg któryby przecinał dwa fpierwsze pod kątami 
danemi. 


259. — Mając dane dwa punkta Mi N na ramionach kąta A, poprowadzić 
dwa koła O, © styczne w tych punktach do ramion kąta, i styczne między 
sobą, i takie żeby ich promienie były w stosunku danym. 


260. — Mając dane koło i dwa punkta na jego płasczyznie, poprowadzić 
przez te punkta dwie proste takie żeby, przecinając się w okręgu, tworzyły 
kąt największy albo najmniejszy możebny. 

261. — Przez punkt O dwójsiecznej kata A poprowadzić cięciwę BOC tak 
żeby było ОВ 0с? — 12. 

262. — Z punktu M, wziętego na okręgu spuszczono prostopadłe MP 
i MQ na dwie styczne: jakiekolwiek, i prostopadłę MR na cięciwę zetknięć. 
Dowieśdź że MR jest średnią ргорогсуопаіпа między MP i МО, 

263. — Na bokach trójkąta ABC zbudowano kwadraty ABDE, ACFG, 
BCHI, połączono EG, FH, DI, BF, CD, i spuszczono prostopadłę AK na ВС 
Dowieśdź że 1° prostopadła AK i przekątne ВЕ, CD spotykają się w jednym 
punkcie. 2° prostopadłe spuszczone z A na EG, z Bna DI, i z © na FH 
spotykają się w jednym punkcie. 

264. — Mając dane dwa koła, poprowadzić siecznę, równoległą do danej 
prostej, tak żeby jej części wpisane w koło były proporcyonalne do pro- 
mieni tych kół. 

265. — Przez punkt dany A zewnątrz koła poprowadzić siecznę АВС tak 
żeby jej część BG wpisana w koło była nteczęścią całej siecznej АС. 

266. — Mając dane trzy okręgi, znaleźć na jednym z nich punkt taki 
żeby różnica kwadratów, ze stycznych poprowadzonych z tego punktu do 
dwóch pozostałych okręgów, równała się danemu kwadratowi. 


267. — Znaleźć punkt z którego poprowadzone styczne do dwóch kół da- 
nych są równe i tworzą kat równy danemu. 


268. — Do danego koła poprowadzić stycznę tak żeby prostopadle na nią 
spuszczone, z dwóch punktów płasczyzny tego koła, były w stosunku m in. 


269. — Są dane dwie linie proste, na jednej wzięto odcinek AB; zna- 
leźć na drugiej punkt M taki żeby z niego było widać odcinek AB pod ką- 
tem największym możebnym. 

14 
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270. — Przez punkt zewnętrzny poprowadzić siecznę do danego okręgu 
tak żeby była podzielona w stosunku średnim i skrajnym. 

271. — Przez punkt zewnętrzny koła poprowadzić siecznę tak żeby wie- 
loczyn (albo stosunek) części wpisanej i zewnętrznej równał się ilości 
danej. 


272. — Nakreślić koło takie żeby styczne do niego poprowadzone, że 
trzech punktów danych, miały długości dane. 

973. — Przez punkt dany na płasczyznie kata poprowadzić siecznę taką 
żeby wieloczyn albo stosunek jej odcinków, licząc od punktu do ramion, 
równał się danemu. 


274. — Przez punkt K płasczyzny koła poprowadzono średnicę KAB 
i cięciwę KCD ; połączono BC i BD ; przez skrajność A średnicy poprowa- 
dzono stycznę która spotyka sieczne ВС, BD w punktach Р, О, Dowieśdź że 
wieloczyn AP.AQ jest stały (niezależny od kierunku cięciwy CD). 

Roztóżnić dwa przypadki, według jak punkt K jest zewnątrz albo we- 
wnątrz koła. 


275, — Przez punkt P płasczyzny koła O poprowadzono siecznę PAB, 
i wzięto punkt B’ symetryczny punktu В względem średnicy РО ; dowieśdź 
że prosta АВ’ przechodzi przez punkt stały, niezależny od kierunku sie 
cznej РАВ, 

276. — Gdy w kole dwie cięciwy przecinają się prostokalnie, włedy 
summa kwadratów ze czterech odcinków równa się kwadratowi ze średnicy. 

277. — Na bilardzie kolowym stoi bila, w jakim kierunku trzeba ја 
popchnąć żeby po trzech odbiciach powróciła na swoje miejsce ? 


278. — Linia prosta AB jest podzielona w punktach C i D, tak że odci- 
nek АС jest średnią proporcyonalną między AB i AD; z punktu A wypro- 
wadzono drugą prostę AE równą odcinkowi АС, Dowieśdź że linia EC jest 
dwójsieczną kata BED, 

279. — Przez dwa punkta A i B, leżące zewnątrz okręgu, poprowadzić 
dwie sieczne spotykające się na tym okręgu, tak żeby cięciwa СЮ, która 
łączy dwa inne punkta przecięcia, była równoległa do AB. 


280. — Mając dane dwa okręgi, poprowadzić do nich styczne któreby się 
przecinały na danej prostej i czyniły z nia kąty równe. 


281. — Ze środka C łuku AB wyprowadzono cięciwę CD która przecina 
cięciwę AB w punkcie E, Dowieśdź że cięciwa AC jest średnią proporcyo- 
паша między CD i CE. 
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282. — Gdy dwie cięciwy przecinają się w kole na odcinki proporcyonalne, 
linia łącząca punkt przecięcia ze środkiem koła jest dwójsieczną kąta tych 
cięciw. 

263, — Z punktu A okręgu poprowadzono cięciwy AB, АС,... i prze 
cięto je sieczną równoległa do stycznej koła w punkcie A. Dowieśdź że wie- 
loczyn każdej cięciwy przez odcinek zawarty między punktem A i sieczną 
jest stały. 

284. — Z punktu A poprowadzono dwie styczne AB i AG do koła O; 
potem, przez punkt zetknięcia B, poprowadzono średnicę BD na którą 
spuszczono prostopadłę CE z drugiego punktu zetknięcia С, Dowieśdź że 
sieczna AD dzieli prostopadłę CE na dwie równe części. 


285. — Przez punkt A okręgu poprowadzono średnicę AB і stycznę АС, 
przez punkt С poprowadzono drugą stycznę CD, a przez jej punkt zetknię- 
cia D prostopadłę DE do AB. Dowieśdź że prosta BC dzieli prostopadłę DE 
na dwie równe części, 

286. — Z wierzchołka kąta A nakreślono luk koła zawarty między jego 
ramionami. Poprowadzić do tego łuku stycznę lak żeby jej odcinki, zawarte 
między punktem zetknięcia i ramionami kąta, były w stosunku danym. 

287. — Dwa koła O, O! mają spólną cięciwę EF i linię środków ACBD. 
Dowieśdź że 


00.EF = V AG.AD.BC.BD. 


288. — 5а dane trzy równoległe ; z punktów P i Q poprowadzono sieczne 
które się spotykają na jednej z nich a przecinają dwie inne, pierwsza 
przecina jedną z nich w A а druga przecina drugą równoległe w B. Do- 
wieśdź że linie AB, A/B’... spotykają się w jednym punkcie, 


в 
289, — Odległość punktu М okręgu od cięciwy AB jest średnia proporcyo- 
паша między odłeglościami tego punktu od stycznych na skrajnościach 
A iB tej cięciwy. 


290. — Punkt jakikolwiek E średnicy AB połączono ze skrajnościami 
cięciwy równoległej CD. Dowieśdź że 


СЕ? + DE? = АЕ? 4-BE'. 
291, — Dwa koła O, O! są styczne w punkcie A ; przez ten punkt popro- 


wadzono, pod kątem prostym, dwie sieczne spólne BAB’ i CAC”; linia środ- 
ków przecina te koła w punktach D i D’ ; dowieśdź że 


BB + СС? = рр”. 
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292, — Dowieśdź że część stycznej koła, zawarta między dwiema sty- 
cznemi poprowadzonemi przez skrajności średnicy jakiejkolwiek, jest po- 
dzielona w punkcie zetknięcia na dwa odcinki których wieloczyn równa się 
kwadratowi promienia. 

993, — Dwie sieczne przecinają się pod kątem prostym w kole albo 
po za kołem ; dowieśdź że summa kwadratów z dwóch cięciw przeciw- 
równoległych, które łączą ich punkta przecięć z kołem, równa się kwadra- 
towi ze średnicy. 

294. — Dwa koła O, O’ są styczne zewnętrznie w punkcie A. Z punktu 
M, z którego widać promienie ЛО i AO’ pod tym samym kątem, poprowa- 
dzono do tych dwóch kół styczne МВ i MB' ; dowieśdź że 


MA” = MB.MP.. 

295. — Czlery punkta A, В, С, D leżą na jednym okręgu О; utworzono 
cztery trójkąty ABC, ABD, BCD, ВСА, w których punkta spotkań trzech 
wysokości są Н, Н”, Н”, Н” ; dowieśdź że te cztery punkta są na jednym 
okręgu równym pierwszemu. 

296. — Dwa koła przecinają się; poprowadzić przez jeden z punktów 
przecięć siecznę, tak żeby wieloczyn cięciw przejętych równał się kwadra- 
towi z danej linii. 

297. — Mając dane dwie linie proste i punkt na ich płasczyznie, nakre- 
ślić z tego punktu jako środka, okrąg któryby przecinał dwie dane linie we- 
dle cięciwy równoległej do trzeciej prostej, 

298. — Przez punkt przecięcia dwóch okręgów poprowadzić siecznę tak 
żeby cięciwy na niej przejęte były w stosunku danym. 


299, Mając dane dwie linie proste i punkt na ich płasczyznie, wyznaczyć 
na jednej z nich punkt któryby był równo oddalony od punktu danego i od 
drugiej prostej. Dyskutować możebność i liczbę rozwiązań. 


300. — Punkt С, dany na średnicy AB, połączono z jakimkolwiek punktem 
M okręgu ; po czem wyprowadzono do prostej СМ, w punkcie M, prostopa- 
dłę EF która spotyka styczne AE i ВЕ w punktach E i F. Dowieśdź że 
z punktu С widać odcinek EF pod kątem prostym, i że wieloczyn АЕ. ВЕ 
jest stały. 

301. — Mając dane trzy punkta A, В, С, poprowadzić przez jeden z nich 
np. przez А, linię prostą tak żeby spuszczając na nią z punktów B i С pro- 
stopadłe BE i BF wieloczyn albo stosunek tych prostopadłych był równy 
danej ilości. 
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302. Mając dane punkt A, koło i linię prostą, wyznaczyć na tej linii 
punkt B taki żeby styczna do koła, wyprowadzona z tego punktu, była równa 
odległości BA. 


308. — Cięciwa spólna dwom kołom, opisanym na przekątnych trapezu 
jako średnicach, przechodzi przez punkt spotkania boków nierównoległych. 

304. — Podzielić łuk koła AB na dwie części АС i СВ, takie żeby cięciwy 
AG i GB miały stosunek dany. 


305. — Mając dane trzy punkta na okręgu, znaleźć trzy okręgi styczne 
między sobą i styczne w tych punktach do danego okręgu. 

306. — Średnicę AB koła O podzielono harmonicznie w punktach C i D, 
z których wyprowadzono dwie prostopadłe do AB; dowieśdź że wszelka 
styczna koła spotyka te prostopadłe w punktach M i N których odległo- 
ści OM, ON od środka koła O tworzą stosunek stały. 


307. — Z punktu A poprowadzono do koła obie styczne і siecznę jaką- 
kolwiek, które је spotykają w punkiach B, Сі D, Е. Dowieśdź że w czwo- 
roboku BDCE wieloczyny boków przeciwległych są równe. 

308. — 5а dane dwa koła OA, O'A’ nie mające żadnego punktu spól- 
nego ; dowieśdź że na linii ich środków istnieją dwa punkta B i С zadość 
czyniące równaniom 


ов.0с= бА і  0B0C=0A". 
309. — Mając dane dwa punkta na okręgu i siecznę, poprowadzić przez 
te punkta dwie sieczne spotykające się na tym okręgu, i przecinające daną 


w dwóch punktach którychby odległości od punktu danego na tej siecznej 
były w stosunku danym. 


310. — W czworoboku ABCD, podzielono proporcyonalnie dwa boki 
przeciwległe AB i DC w punktach Ei F ; i także proporcyonalnie dwa boki 
przeciwległe AD i ВС w punktech G i H ; dowieśdź że proste EF i GH, są 
podzielone w punkcie przecięcia O na odcinki proporcyonalne do odcinków 
boków przeciwległych, to jest 

EO BH , GO AE 
Fo Gi — BÒ BE 

344. — Na linii AB i na każdej jej połowie jako średnicy, nakreślono 
półkola, z jednej strony AB ; po czem w przestrzeń zawartą między trzema 
półkolami wpisano koło. Dowieśdź że średnica tego koła jest trzecią częścią 
średnicy AB. 


312, — Mając dane punkt A, linię prostą i koło, znależć na tej prostej 
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punkt В taki, żeby kwadrat z AB był równy summie albo różnicy potęg 
punktów A i B względem danego koła. 


= 318. — Gdy dwa koła AB, АВ’ ѕа 

AE е ФУ styczne wewnętrznie w punkcie A, 

/ igdy dwa inne koła C, C’ sa styczne do 

fi Сү nich i styczne między sobą ; wtedy, 
l Apos 4 дген spuszczając ze środków С, С/ prosto- 
padłe СР, С/Р/ na średnicę АВ’, róż- 

„OP СР 


nica stosunków tych prostopadłych do promieni odpowiedających ОБ? Gb” 


równa się liczbie 2. 

A jeśli koła С, C’, C”,.. sa styczne każda do dwóch sąsiednich, stosunki 
GP Ор. 1 Сри Н i 
б? р? TD" tworzą postępnię arytmetyczną, 

314, — Zbudować trójkąt prostokątny, znając sammę albo różnicę boków 
kata prostego i stosunek ich kwadratów. 

315. — Zbudować trójkąt prostokątny, znając różnicę dwóch boków kata 
prostego i różnicę ich rzutów na przeciwprostokątnej. 

316. — Zbudować trójkąt prostokątny, znajac summę albo różnicę dwóch 
boków kata prostego i wysokość odpowiadającą przeciwprostoka!nej. 

317. — Zbudować trójkąt prostokątny, taki żeby jeden z boków kąta 
prostego był średnim proporcyonalnym między drugim bokiem i daną prze- 
ciwprostokątną. 

318. — Zbudować trójkąt prostokątny, mając dany jeden bok kąta pros- 
tego i rzut drugiego na przeciwprostokątnej. 

319. — Zbadowac trójkąt równoramienny taki żeby boki równe miały 
długość daną, a katy im przeciwległe były dwa razy większe od kąta przy 
wierzchołku. 

3920. — Zbudować trójkąt znajac podstawę, wysokość i różnicę kątów 
przy podstawie, 

321. — Zbudować trójkąt, znając bok, różnicę dwóch innych boków, 
i summẹ promieni kół wpisanego i zawpisanego w ich kąt. 

322. — Zbudować trójkąt znając summę dwóch boków, i promienie КО! 
wpisanego i zawpisanego w ich kat. 

328. — Zbudować trókąt, znając dwa boki i dwójsiecznę ich kata, albo 
dwójsiecznę kata spełniającego. 


http://rcin.org.pl 


ZADANIA, 215 


324. Zbudować trójkat znając bok, summę dwóch innych boków, i dwój- 
siecznę ich kata, 

325. — Zbudować trójkąt znając bok, kąt przeciwległy i jego dwójsiecznę. 

326. — Zbudować trójkąt, znając kąt albo bok, promień koła opisanego, 
i odległość środków kół opisanego i wpisanego, albo zawpisanego w ten kat. 


327. — Zbudować trójkąt, mając dane dwa boki, i wiedząc że jeden 
7. katów im przeciwległych jest połową drugiego. 

Dowieśdź że możebność tego zagadnienie wymaga żeby bok mniejszy 
.przewyższał połowę większego. 

328. — Zbudować Irójkat, znajac podstawę, wysokość i summę, ałbo 
różnicę, albo wieloczyn. albo stosunek dwóch innych boków. 

329. — Zbudować trójkat znając bok, jego ośródkowę, i wieloczyn albo 
stosunek dwóch innych boków. 

380. — Zbudować trójkąt, znając wieloczyn dwóch boków, ośródkowę 
itrzeciego boku, i różnicę katów przyległych temu bokowi. 

331. — Zbudować trójkąt znając kat przy wierzchołku, wysokość odpo- 
'wiadająca, i ośródkowę podstawy. 

332. — Zbudować trójkąt, znając summę albo różnicę dwóch boków, ich 
lkat, i wysokość wierzchołka tego kata. 

333. — Zbudować trójkąt, znając dwa boki i długość linii która, idąc od 
wierzchołka ich kąta, dzieli bok przeciwległy w stosunku średnim i skraj- 
mym. 

334. — Zbudować trójkąt, znając jeden bok, jeden kąt i stosunek dwóch 
jinnych boków. 

335. — Zbudować trójkąt, znając wielkość i położenie podstawy, summę 
(albo różnicę dwóch innych boków, i linię prostą albo okrąg na którym ma 
lleżeć wierzchołek trójkąta. 

336. — Znając wysokość trójkąta, promienie kół opisanego i wpisanego, 
znaleźć рокі. 

337. — Zbudować trójkąt, a ogólnie wielokąt, podobny danemu i majacy 
«obwód dany. 

338. — Zbudować trójkąt podobny danemu, i mający wierzchołki na 
ttrzech prostych albo na trzech okręgach danych. 

339. — Zbudować trójkąt, znając dwójsiecznę kąta, dwójsiecznę jego 
sspełnienia, i wieloczyn albo stosunek boków tego kąta. 
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340. — Zbudować trójkąt, znając jeden bok, różnicę kwadratów dwóch 
innych, i jeden kąt. 

344. — Zbudować trójkąt, znając kat, sammę boków tego kata, i wyso- 
kość jego wierzchołka. 

342. — W koło promienia R wpisać trójkąt równoramienny w którym 
wiadoma jest summa podstawy i wysokości. 

Dowieśdź że maximum tej summy jest R(1 -- V5 )? 


343. — W koło promienia R wpisać trójkąt równoramienny w którym 
wiadoma jest różnica podstawy i wysokości, 

Dyskusya. — Jeśli podstawa większa od wysokości, wtedy maximum 
różnicy jest R( И5--1); а jeśli przeciwnie, podstawa mniejsza od wy- 
sokości, wtedy różnica musi być mniejsza od 2R. 

ЗАД. — W dane koło wpisać trójkąt którego dwa boki przechodzą każdy 
przez jeden z dwóch punktów danych М, N, a trzeci bok czyni z prosta MN 
kąt równy danemu. 

345. — W dane koło wpisać trójkąt którego boki przechodzą każdy 
przez jeden ze trzech punktów danych M, N, P. 

346. — Na danym trójkącie MNP opisać trójkat ABG podobny innemu 
trójkątowi, i taki żeby linie, łączące jego wierzchołki z wierzchołkami kątów 
przeciwległych trójkąta MNP, były prostopadłe do boków trójkąta ABC. 

347. — Znaleźć wewnątrz trójkatła punkt którego odległości od trzech 
boków są proporcyonalne do linij danych. 

348. — Trojkąt ABC jest wpisany w kolo; przez wierzchołek A popro- 
wadzono stycznę, i przez wierzchołek B równoległę BD która spotyka 
kierunek АС w punkcie D. Dowieśdź że AB АС. AD. 

349. — Są dane dwa okręgi spólśrodkowe. Zbudować trójkąt podobny 
danemu, i mający dwa wierzchołki na większym okręgu a jeden na mniej- 
szym, 


350. — Mając dany punkt O w kącie BAC, znaleźć na ramionach tego 
каа dwa punkta М i N takie, żeby trójkat MNO był podobny danemu trój- 
katowi DEF. 


351. — W trójkącie ABC przez wierzchołek B poprowadzono prostę BD 
która spotyka bok przeciwległy AG w punkcie D; przez środek O prostej BD 
i przez wierzchołek A poprowadzono prosię AOE która spotyka bok prze- 

EB AD 


ciwległy ВС w punkcie E. Dowieśdź że — = —. 
ЕС АС 
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352. — W trójkącie АВС przez wierzchołek В i środek O ośródkowej AD 
poprowadzono poprzecznę BE ; w jakim stosunku bok AC i poprzeczna BE 
zostały podzielone przez punkta E i O? 

358. — W trójkącie ABC poprzeczna abc, równoległa do dwójsiecznej 
kata А albo jego spełnienia, dzieli bok przeciwległy ВС na dwa odcinki 
aB i aC, proporcyonalne do odcinków cB i bG przyległych temu bokowi. 

354. — Gdy trójkąt zmienny DEF, opisany na trójkącie stałym АВС, 
porusza się zostając ciągle podobny sobie samemu, wtedy punkt jakikolwiek 
jego płasczyzny opisuje okrąg. 

955. — Odległość punktu spotkania trzech ośródkowych trójkąta, od linii 
prostej jakiejkolwiek, jest średnią arytmetyczną odległości trzech wierzchoł - 
ków trójkąta od tej prostej, 

356. — Nazywając G punkt spotkania ośródkowych w trójkącie ABC, 
będzie АВ + АС? + BO =3(AG* +-BG*+-0G)). 

357. — Niech będzie G punkt spotkania trzech ośródkowych trójkąta 
АВС, M punkt jego płasczyzny ; dowieśdź że 


MA” +- MB” + MC =AG + BG 4-06 + ЗМС. 
358. — W trójkącie równobocznym АВС, ze środka D boku ВС spusz- 


czono prostopadłę DE na bok AB. Dowieśdź że BD jest czwartą częścią 
boku AB. 


359. — W trójkącie ABC, wieloczyn odległości punktów B i С od dwój- 
siecznej kąta wewnętrznego A równa się wieloczynowi odległości środka 
boku BC od tej dwójsiecznej przez dwójsiecznę kąta spełniającego. 

Tak samo, wieloczyn odległości punktów В і С od dwójsiecznej kąta ze- 
wnętrznego A równa się wieloczynowi cdległości środka boku BC od tej 
dwójsiecznej przez dwójsiecznę kąta wewnętrznego. 

360. — Srodek koła wpisanego w trójkąt, środek jednego z boków, i 
środek linii łączącej punkt zetknięcia tego boku z wierzchołkiem przeciw- 
ległym, są w linii prostej. 

361. — Podobne twierdzenie dla środka koła zawpisanego. 

362. — W trójkącie równoramiennym ABC, kąty B i С за dwa razy 
większe od kata przy wierzchołku A ; dowieśdź że 

АВ? = ВС + АВ. BC. 

363. — W trójkącie АВС, poprowadzono dwie wysokości BD i СЕ ; do- 

wieśdź że ВС = AB. BE + AC. CD. 
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364, — W trójkącie ABC, poprowadzić do boku BG równoległę DE tak 
żeby summa kwadratów z dłagości DE i z odcinków BD i CE była równa 


í 
kwadratowi m“. 


365. — W trójkącie АВС rozwartokątnym przy A, poprowadzić z wierz- 
chołka A do boku przeciwległego prostę AD tak żeby była średnią propor- 
cyonalną między odcinkami ВР і GD tego boku. 


366. — Na fig. twierdz, XXV, dowieśdź że BHA=VHD.HA i 


BK=V KA. KE. 

367. — Oznaczając przez R promień koła opisanego na trójkącie, przez 
d, d,, dą, dą odległości środka tego Која od środków kół wpisanego i za- 
wpisanych ; dowieśdź że 

IR =d* + d? +d$ а, 

368. — W trójkącie summa prostopadłych, spuszczonych ze środka kola 
opisanego na trzy boki, równa się summie promieni kół wpisanego i opi- 
sanego. 

369. — W trójkącie ABC, oznaczając przez AD i AE dwójsieczne kąta A 
i jego spełnienia, przez H środek podstawy BC, przez AK wysokość odpo 
wiedającą ; będzie 


AB — AG / AG 
nk. но (е), i sk (TG ): 


370. — W każdym trójkącie, oznaczając przez R promień koła wpisanego, 
przez a, b, c trzy boki, przez a”, b”, œ wysokości im odpowiedające, przez 
а, B, y odcinki tych wysokości zawarte między punktem ich spotkania i 
wierzchołkami А, B, С; będzie 


аа +b +c ka HE yi a с m aab Aye). 
371. — Na dwójsiecznej kąta A trójkąta АВС wyznaczyć punkt M taki 
żeby różnica kątów MBC i MCB była maximum. 
372. — W dane koło wpisać trójkąt taki żeby jeden z jego boków był 
równoległy do danej prostej a dwa inne przechodziły przez dwa punkta 
dane na tej prostej. 


373. — W dane koło wpisać trójkąt któregoby boki przechodziły przez 
trzy punkta dane, 

374. — W dany trójkąt wpisać drugi trójkąt któregoby boki przechodziły 
przez trzy PZ done w linii prostej, 

375. — w trójkącie АВС, zmniejszono bok AB ilościa dowolną ВВ/, a 
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powiększono bok AC ilościa СС/ równą pierwszej. Dowieśdź że nowa pod= 
slawa B'C' jest podzielona przez dawna BC w stosunku odwrotnym boków 
zmienionych AB i AC. 


376. — Mając dane dwa okręgi spółśrodkowe promień R i r, na jednym 
wzięto jakikolwiek punkt M i złączono go ze skrajnościami A i B średnicy 
drugiego ; dowieśdź że 

— ——— ° 2 
AM 4-BM = 2(R + r). 
877. — Jeśli w trójkącie wpisanym w koło z punktu okręgu spuszczono 


na boki trzy pochyłe pod katami równemi i w tę sama stronę idące, spodki 
tych pochyłych sa w linii prostej. 


378, — Jeśli z wierzchołków trójkąta opisanego na kole spuszczono na 
stycznę trzy pochyłe, które widać ze środka koła pod katami równemi idąc 
od wierzchołków, te pochyłe spotykają się w jednym punkcie. 


379. — Jeśli trzy promienie, wychodzące z wierzchołków trójkąta, odbi- 
jają się na jego płasczyznie, w jednym punkcie danej prostej, promienie 
odbite spotykają boki trójkąta we trzech punktach w linii prostej. 

380. — Połączono z wierzchołkami trójkąta ABC punkt P jego płasczyzny, 
i poprowadzono przezeń proste PA’, РВ’, PC! tak żeby kąty APA’, BPB’, 
CPC’ były równe i skierowane w tę sama stronę ; dowieśdź że te proste 
spotykają boki przeciwległe trójkąta we trzech punktach w linii prostej. 


381. — W trójkącie ABC, połączono wierzchołek A z punktem D boku 
przyciwległego BC. Dowieśdź że 


AD вс AB". GD + AG”. BD—BC. BD. Ср. 


382. — Punkt O płasczyzny trójkąta ABC połączono z jegowierzchołkam 
i przez środek każdego boku poprowadzono równoległę do prostej łączą- 
cej wierzchołek przeciwległy bokowi z punktem O; dowieśdź że te 
równolegle spotykają się w jednym punkcie O', i każda z nich równa się 
połowie linii do której jest równoległą. 


383. — Wyznaczyć katy trójkata równoramiennego, którego podstawą 
jest odcinek większy danej prostej podzielonej w stosunku średnim i skraj- 
nym, a bokami przyległemi ta prosta sama. 

384. — Mając dany trójkąt przecięty poprzeczną, jeśli na każdym boku 
wyznaczymy sprzężony harmoniczny punktu spotkania poprzecznej, wzglę- 
dem skrajności tego boku, linie proste, łączące te trzy punkta z wierzchoł- 
kami przeciwległemi, przetną się w jednym punkcie. 
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385. — Mając dany trójkąt przecięty poprzeczną, jeśli wyznaczymy na 
każdym z dwóch boków sprzężony harmoniczny punktu spotkania po- 
przecznej względem skrajności tego boku, te dwa punkta będa w lini 
prostej z punktem w którym poprzeczna spotyka trzeci bok trójkąta. 


386. — Mając dany trójkąt PQR opisany na kole O, połączono środki jego 
boków liniami prostemi, i tak utworzono drugi trójkąt ABG ; z wierzchołków 
A, B, Q poprowadzono do koła O styczne które spotykają boki przeciwległe 
trójkata АВС w punktach D, E, F; dowieśdź że te trzy punkta są w linii 
prostej. 

387, — Trójkąt ABG, wpisany w koło, przecięto poprzeczną w punktach 
а, b, с: oznaczając przez a, 6, y, długości stycznych poprowadzonych do 
tego koła z punktów a, b, с; dowieśdź że 

aßy == Ab . Вс. Ca = Ас. Ba. Cb. 
388. — Zbudować trapez znając obie podstawy i obie przekątne, 


389. — Zbudować trapez, znając dwa boki nierównolegle i dwie prze- 
капе. 


390. — Zbudować trapez którego wiadome są dwie podstawy, stosunek 
dwóch innych boków i wysokość. 


3941. — Zbudować trapez, znając dwa boki nierównoległe, kąt dwóch 
boków, i stosunek albo wieloczyn podstaw. 

392. — Poprowadzić, przez dwa punkta dane, dwie równoległe któreby 
tworzyły z dwiema danemi równoległemi równoległobok mający boki pro- 
porcyonalne do dwóch linij danych. 

393. —Wpisać w dane koło trapez, znając sammę dwóch podstaw i jeden 
z dwóch innych boków. 

594. — W dane koło wpisać trapez którego różnica dwóch podstaw i 
jedna przekątna są wiadome. 

395. — Wpisać w dane koło trapez którego wiadoma jest summa albo 
różnica podstaw, i wysokość. 

396, — Zbudować równoległobok podobny danemu, któregoby boki 
przechodziły przez cztery punkta dane. 

397. — W czworoboku opisanym na kole linie łączące punkta zetknięć 
przechodzą przez punkt przecięcia przekątnych. 

398. — W równoległoboku ABCD, przez punkt O, wzięty na przedłuże- 
niu boku AD, poprowadzono poprzecznę MNO która spotyka boki przeciw- 
ległe AB i GD w punktach M, №. Gdy boki AB i BC, nie zmieniając długości» 
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obrócą się około wierzchołków A i D jakoby biegunów, równoległobok weźmie 
położenie AR/C'D, takie że AW=AM i DN==DN. Dowieśdź że trzy 
ow _ OM. 
ох ОМ 

399. — Zbudować trapez ABCD którego dwa wierzchołki A i B są dane, 
podstawa wyższa CD przechodzi przez punkt dany O, kąt С jesi wiadomy, 


punkta O, M’, № są zawsze w linii prostej, i że stosunek 
, р J 


m 
i boki nierównoległe AD, BC sa w stosunku danym =. 


400. — Znając cztery boki trapeza wyrachować przekątne. 

401. — W równoległoboku ABCD nakreślono okrąg przechodzący przez 
wierzchołek A, i przecinający boki АВ i AD i przekątnę AC w punktach 
F, H, б; dowieśdź że 

АВ. AF -+ AD. AH = АС, AG. 

402. — Wpisać kwadrat w półkole. 

403. — W dany trójkąt wpisać równoległobok podobny danemu. 

дод. — W dany prostokąt wpisać prostokąt podobny danemu. 

105. — Gdy ukośnik ABCD jest opisany na kole, wszelka styczna MN 
wyznacza na dwóch bokach przyległych AB i AD dwa odcinki AM i DN któ- 
rych wieloczyn jest stały. 


106. — W trapezie ABCD, poprowadzono równoległę EF do podstawy 

AB, tak że dzieli boki AD i BC w stosunku m : n; dowieśdź że 
(m -- п) EF = mAB -++ nOD. 

407. — Zbudować ukośnik, znając jego bok i wiedząc że jest średnim 
proporcyonalnym między przekątnemi. 

408. — Kat BAC obraca się około wierzchołka A, a długości ramion AB, 
AC zostają w stosunku stałym. Gdy punkt B posuwa się po linii prostej da- 
nej z położenia, jaką linię opisuje punkt С? 

109. — Węgielnica opiera się na dwóch liniach prostokątnych. Znaleźć 
miejsce geometryczne wierzchołka kąta prostego. 

410. — Znaleźć miejsce punktów których odległości od dwóch linij pro- 
stych są w stosunku danym. 

444. — Znaleźć miejsce punktów których odległość od podstawy trójkąta 
równoramiennego jest średnią proporcyonalną między odległościami od 
dwóch z boków. 

112. — Sa dane dwa punkta А, B. Znaleźć 1° miejsce punktu M takiego 


żeby było m X AM +n XEN =k. 
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20 Miejsce punktu M takiego żeby było m X AM —n x BM =k". 

113 — Mając dane dwie linie proste AA’ і BB’, znaleźć miejsce geome- 
tryczne punktów X takich aby, prowadząc przez nie proste XP i XQ które 
spotykają AA’ i BB’ w punktach P i Q, i tworą z niemi katy równe danym, 
odległości XP i XQ były w stosunku danym. 

414. — Mając dane dwie linie proste AA’ i ВВ’, znaleźć miejsce punktów 
X takich żeby, spuszczając z nich prostopadłe АР i ХО na AA’ i BB’, było 
a. XP+ b. XQ=F. 

А15, — Z punktu A poprowadzono sieczne do koła O, i styczne 
w punktach przecięć. Znaleźć miejsce spotkań tych stycznych. 

416. — Z punktu A poprowadzono do okręgu O linie AB, AB/..., i po- 
dzielono je w stosunku stałym m : n. Znaleźć miejsce punktów podziału. 

417. — Z punktu A poprowadzono do koła O siecznę ABC i wzięto na 
niej punkt M taki żeby było АМ, ACK. Znaleźć miejsce punktu M gdy 
sieczna ABC obraca się około punktu A. 

118, — Z punktu A poprowadzono do linii prostej BC, promień wodzący 
AD i wzięto na nim punkt M, tak żeby było AM x AD =. Znaleźć 
miejsce punktu M. 

Wyprowadzić to miejsce geometryczne z poprzedzającego. 

419. — Znaleźć miejsce punktów z których odcinki AB, CD, linii danej 
AD, są widziane pod tym samym kątem, 

490, — Z punktu A, wziętego na ramieniu kata АОВ, poprowadzono do 
ramienia OB promień wodzący AB, i na nim jako średnicy, nakreślono 
okrąg który przecina te ramiona w punktach C, D. Znaleźć niiejsce środka 
linii CD, 

424. — Są dane dwie linie proste AP, BR, i na każdej jeden punkt A, В; 
z obydwóch stron tych punktów wzięto odcinki równe AP=AQ=BR—=BS, 
i złączono ich skrajności. Znaleźć 4° miejsce punktów skrzyżowań linij DS 
i QR; 2° miejsce punktów spotkań linij PR і QS. 

422, — Znaleźć miejsce punktów z których prostopadłe spuszczone na 
boki danego trójkąta mają spodki w linii prostej. 

428. — W dwóch kołach O, O! stycznych zewnętrznie, z punktu 
zetknięcia A poprowadzono cięciwy AB, AB’ których długości są w stosunku 
m : n; na te cięciwy spuszczono promienie kól prostopadłe które się prze- 
cinają w punkcie M. Znaleźć miejsce geometryczne punktu M. 

дод, — Z punktu A, wziętego na okręgu, poprowadzono cięciwy 
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AB, АВ, АВ”... i na każdej obrano punkt С, C’... taki żeby było 
AB. AC = AB' .AC' =... ; dowieśdź że miejscem geometrycznem punktów 
С, C, C”... jest prostopadła do średnicy AOD. 

425. — Są dane linia prosta MN i kąt BAC mający wierzchołek A zewnątrz 
tej prostej. Ramie AB kata spotyka linię MN w punkcie B, a na ramieniu 
AC wzięto punkt С taki żeby było- AB. АС, Wyznaczyć miejsce 
punktu С, gdy kat BAC obraca się około swojego wierzchołka. 

426. — Miejsce punktów których odległości od dwóch linij prostych da- 
nych są w stosunku stałym. 

427. — W trójkącie podobnym danemu, jeden z wierzchołków zostaje 
stały a drugi opisuje linię prostą albo okrąg. Jakie jest miejsce trzeciego 
wierzchołka ? 

428. — Są dane punkt A i linia prosta BC ; znaleźć miejsce punktów M 
które dzielą sieczne AN, poprowadzone z punktu A do prostej BC, tak żeby 
było АМ.АМ= к, 


129. — Jest dane koło О; z punktu С, wziętego na przedłużeniu średnicy 
AB, wyprowadzono prostopadłę CD do tej średnicy, i przez punkt D popro- 
wadzono dwie styczne DE i DF do koła. Dowieśdź że cięciwa zeiknięć EF 
spolyka średnicę AB w punkcie stałym K, jakiekolwiek jest położenie 
punktu D na prostopadłej CD, 

NAWZAJEM, jeśli przez punkt K poprowadzono cięciwę МЕ i przez jej 
skrajności Е, F styczne koła ED, FD; dowieśdź że miejscem spotkania D 
tych stycznych jest prostopadła CD do średnicy AKB. 

130. — Znaleźć miejsce punktów które dzielą cięciwy koła wychodzące 
z jednego punktu na dwa odcinki dające wieloczyn stały. 

434. — Mając dane koło O i punkt P, znaleźć miejsce punktów M takich 
żeby odległość MP równała się stycznej poprowadzonej z punktu M do koła. 


432. — Dwa trójkąty podobne ABC, A/B/C! mają dwa boki odpowiedne 
BC i B/C” równoległe ; gdy trójkąt ABC obraca się około swego wierzchołka 
A, jakie miejsce opisuje punkt przecięcia dwóch linij prostych które łączą 
wierzchołki odpowiedne boków ВС i B/C? 

488. — Jest dany kąt XOY i punkt A na ramieniu ОХ. Z punktu A po- 
prowadzono dwie sieczne jakiekolwiek AM i AN, które przecinają ramie ОҮ 
w punktach M i N; po czem, z tych punktów, poprowadzono proste MM’ 
i NN odpowiednio równoległe do AN i АМ ; te proste przecinają ramie ОХ 
w punktach M’ i NV; 4° Dowieśdź że OA jest średnią proporcyonalną mię- 
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dzy OW і ON’; 9° Znaleźć miejsce punktów przecięcia dwóch prostych 
MM’ i NN. 

434. — Znaleźć miejsce środków kół które widać z dwóch punktów da- 
nych pod kątami danemi. 

435. — Nakreślić koło które widać ze trzech punktów danych pod kątami 
danemi. 

136. — Miejsce wierzchołków trójkątów które mają spólną podstawę i 
równą ośródkowę jednego z boków przyległych podstawie. 

487. — Znaleźć miejsce punktów, z których widać pod kątami równemi 
dwa dane odcinki jednej linii prostej. 

488. — Z punktu zmiennego С okręgu O spuszczono, na daną średnicę 
AB, prostopadłę CD, i wzięto na promieniu ОС punkt M tak żeby było 


ШЕ a Jakie j iej ktu M? 
ОРЕ akie jest miejsce punktu 


439 — Znależć miejsce punktów których odległości od dwóch danych 
okręgów sa proporcyonalne do promieni tych okręgów. 

440. — Znaleźć miejsce środków kół które przecinają dwa dane koła, 
w dwóch punktach średnicowo przeciwległych. 
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KSIEGA CZWARTA 


MIARA POWIERZCHNI. 


OKREŚLENIE I. — Dwie figury zawierające tę samą rozciągłość 
powierzchni nazywają się równowartemi (*) 

Dwie figury równe są temsamem równowarte; ale dwie figury 
równowarte nie są koniecznie równe. I tak, kwadrat i koło 
mogą być równowarte, to jest równe co do powierzchni; ale, 
nie mając tego samego kształtu, nie mogą być równe. 

Zmierzyć powierzchnię jest to wyznaczyć jej stosunek z po- 
wierzchnią wziętą za jedność. Та jednością jest zwykle kwadrat 
wystawiony na jedności linii. Ztąd pochodzi że miara powierz- 
chni figury nazywa się jej kwadratura, 


TWIERDZENIE I. 


Dwa prostokąty tej samej podstawy są proporcyonalne do wyso- 
kości, 


р. с Niech będą dwa prostokąty ABCD, АВЕЕ ma- 
| jace spólną podstawę АВ, i wysokości AD, AF. 
"к= Е Rozróżniamy, jako zwykle, dwa przypadki. 
| И i | I tak, 

| у Р 4° Jeśli wysokości AD, AF są spółmierne, 


przypaśćmy, dla utkwienia myśli, że się mają 
jako liczby 7 do 4 ; będzie 
Ар 9, 
АЁ i 


(*) W niektórych dziełach takie figury nazwano równoważnemi, wyraz nic- 
właściwy, wcale inna myśl malujący. 
15 
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Podzielmy wysokość AD na 7 równych części; wysokość AF 
będzie zawierała 4 z tych części. Jeśli więc przez punkta podziału 
poprowadzimy równoległe do podstawy AB, te linie podzielą 
prostokąt ABCD na 7 prostokątów równych, jako mających ró- 
wne podstawy i wysokości; 4 z tych prostokątów będą się mieś- 
ciły w prostokącie ABEF. 


ABCD 7 
Zatem ABER 4 
Więc stosunek prostokątów ARE i stosunek wysokości 
ZĘ РЕБРО ARS y 
~ , oba wyrażone tą samą liczbą, są równe, to jest 
ABCD АР 
ABEF AF 
а 4 2° Jeśli wysokości AD, AF są niespółmierne, 
| | ] wyobraźmy wysokość AD podzieloną na pewną 
a liczbę równych części, i ponieśmy jedną znich 
Й | na wysokość AF, tyle razy ile się zmieścić mo- 
мс | że; niech będzie F' ostatni punkt podziału. 


Przez punkt F' poprowadźmy rownoległę F'E' 
do AB. Ponieważ prostokąty ABCD, ABE'F' mają wysokości 
AD, AF' spółmierne; zatem, na mocyt , będzie 

ABCD _AD 
ABEF AF" 


Owoż, uważajmy że, im na więcej części równych podzielimy 
wysokość AD, tem bliżej punkt Е' padnie punktu F, a może 
paśdź tak blisko jak się podoba, chociaż go nigdy nie dosięgnie; 
i zawsze stosunek prostokątów tak przybliżonych będzie się ró- 
wnał stosunkowi wysokości spółmiernych. A że te dwa stosunki 
zmienne są ciągle równe, zblżając się nieskończenie do swych 
granic, więc te granice są także równe, to jest 

gr ad == Т An albo ABCD ар. 
* ABE'F' "AF' ABEF AF 


Więc, jakiekolwiek są wysokości, spółmierne albo niespół- 
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mierne, dwa prostokąty mające równe podstawy są proporcyo- 
nalne do swych wysokości. 


WNIOSEK. — Ponieważ w prostokącie można wziąć któryko|- 
wiek z boków za podstawę albo za wysokość, więc 
Dwa prostokąty tej samej wysokości sa proporcyonalne do swych 


podstaw. 


TWIERDZENIE 1]. 


Stosunek dwóch prostokątów jakichkolwiek rowna się wieloczynowi 
stosunku podstaw przez stosunek wysokości. 


Niech będą P i P' dwa prostokąty, A i A' ich podstawy, B iB' 
wysokości. Wyobraźmy trzeci prostokąt Р” mający podstawę A 
pierwszego prostokąta, a wysokość B' drugiego. - 

Owoż, dwa prostokąty Р, Р", mające tę samą podstawę A, dają 

р B., 
Ру? 
a dwa prostokąty P", P', mające tę samą wysokość В’, dają 
także 
p” 
=: 
więc, mnożąc stronami i znosząć spólny czynnik Р", otrzymu- 
jemy 
P A 
p" ^ 

Za pomocą tego twierdzenia można znaleźć stosunek dwóch prostokątów 
których podstawy i wysokości są wymierzone jedną linią, albo nawet dwiema 
liniami wziętemi za jedność, jako stopy, metry. I tak, przypuśćmy że pod- 
slawa А = 40", wysokość B==2met,,; A’ == 0™t,8, ]/=—9нор 6; będzie 

р д0 20,4 (40%, 2,4 


P= 9,6 09,8 8,6 © 0,8 


5 . 
i 
Więc prostokąt P równa się > prostokąta P'. m 
Jeśli podstawa i wysokość fobydwóch prostokątów są wy- 
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mierzone tą samą linią wzięta w jedność, wtedy będziemy mieli 
wieloczyn SKRA i көк 2 
PP ZOE AU, 2 „o AL 

Со dowodzi że dwa prostokąty jakiekolwiek maja się jako wielo- 
czyny z podstawy przez wysokość. 

I tak, jeśli podstawa A= 9°, wysokość В = 4", A'= 15", 
B' = 8", będzie 


TWIERDZENIE III. 


Powierzchnia prostokąta równa się wieloczynowi z podstawy przez 
wysokość. 


Niech będzie do zmierzenia prostokąt P, mający podstawę A 
i wysokość B. Jeśli za jedność powierzchni weźmiemy kwadrat wy- 
stawiony na jedności linii, i porównamy z nim prostokąt P, będzie 

Bu gdy B 
ерү! albo P=Ax B. 

Owoż, pierwsza strona tej równości wyraża miarę powierzchni 
prostokąta P, a druga jest wieloczynem liczb które mierzą jego 
podstawę i wysokość ; więc powyższa równość pokazuje że ро. 
wierzchnia prostokąta ma za miarę wieloczyn liczb które mierzą jego 
podstawę i wysokość. 

Wysłowia się to (wierdźenie krócej, chociaż mniej jasno, 
mówiąc: 

Powierzchnia prostokąta równa się wieloczynowi z podstawy przez 
wysokość. 


PRZYKŁAD. — Jeśli podstawa A zawiera 4 jedności linijne a wysokość B 
с 3 takich jedności, powierzchnia prostokąta będzie 
miała 4X $=12 jedności kwadratowych. — Ten 
wynik łatwo widać na figurze ; jakoż, linie równo- 
ległe do boków przeciwległych prostokąta ABCD, 
B poprowadzone przez punkta podziału podstawy i 
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wysokości, rozkładają ten prostokąt oczywiście па 4 X З czyli 12 kwadra- 
tów mających za bok jedność linijną. 


Często używa się wyrazu rozmiar na oznaczenie linii wymierzonej. 
I tak, podstawa i wysokość prostokąta są jego dwoma rozmiarami ; dla- 
tego też mówi się że powierzchnia prostokąta równa się wieloczynowi 
dwóch jego rozmiarów. % tej przyczyny, w dawnych dzielach, wieloczyn 
dwóch linij prostych nazywano ich prostokątem. 


Wniosek, — Powierzchnia kwadratu równa się drugiej potędze 
jego boku. 


Bo w kwadracie podstawa A równa się wysokości; więc 
. . А з 
powierzchnia kwadratu ma za miarę A.A=A. 


Ztąd pochodzi że druga potęgę liczby nazwano jej kwadratem, 


TWIERDZENIE IV. 


Powierzchnia równoległoboku równa się wieloczynowi z podstawy 
przez wysokość. 


Niech będzie  równoległobok 


po a р .. s ABCD. Jeśli ze skrajności pod- 
| 24 27 stawy AB, wyprowadzimiy prosto- 
Pa жш ч padłe AF i BE aż do przecięcia 
dial а z bokiem przeciwległym CD, utwo- 


rzymy prostokąt ABEF równowarty 
równoległobokowi ABGD. Jakoż, dwa trójkąty prostokątne 
ADF, i BCE są równe; bo mają przeciwprostokątne AD, BC ró- 
wne jako boki przeciwległe równoległoboku ABCD, i boki AF, 
BE także równe jako boki przeciwległe prostokąta ABEF. Teraz 
uważajmy że, odejmując trójkąt ADF od czworoboku ABCF zo- 
staje równoległobok ABCD, a odejmując od tego samego czwo- 
roboku trójkąt BCE, zostaje prostokąt ABEF ; ztąd wnosimy że 
równoległobok ABCD jest równowarty prostokątowi ABEF. 
Owoż, prostokąt ABEF ma za miarę wieloczyn z podstawy przez 
wysokość, tojest AB. BE ; więc powierzchnia Жоодо, 
ABCD ma za miarę ten sam wieloczyn АВ. ВЕ, to jest równa 
się wieloczynowi z podstawy AB przez wysokość BE. 
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WNIOSEK. -— Dwa równoległoboki mające równe podstawy i ró- 
wne wysokości są równowarte. | 
Zatem, dwa równoległoboki mają się jako wieloczyny z pod- 

staw przez wysokości. 
таа wynika że: 

Dwa równoległoboki równej podstawy są proporcyonalne do 
swych wysokości; a dwa równoległoboki równej wysokości są 
proporcyonalne do podstaw. 


TWIERDZENIE V. 


Powierzchnia trójkąta równa się połowie wieloczynu z podstawy 
przez wysokość. ў 


p RE Niech będzie trójkąt ABC, mający bok 
ВС za podstawę, i prostopadłę AH za 
wysokość. Dopełnijmy równoległoboku 
zj М BCDA, prowadząc równoległę AD do 
BC, i równoległę CD do BA. Przekątna 
АС dzieli ten równoległobok na dwa trójkąty równe АВС 
i ACD; zatem trójkąt ABC jest połową równoległoboku ABCD, 
który ma z nim spólną podstawę BC i tę samą wysokość AH. 
Owoż, powierzchnia równoległoboku równa się wieloczynowi 
BC. AH; więc powierzchnia trójkąta ABC równa się połowie 
tego wieloczynu, to jest równa się połowie wieloczynu z pod- 
stawy BG przez wysokość AH. 
To się wyraża pisząc ABC =={ВС.АН. 


WNIOSEK I. — Dwa trójkąty mające równe podstawy i równe 
wysokości są równowarte. Zatem, dwa trójkąty mają się jako 
wieloczyny z podstaw przez wysokości. 

Ztąd wynika że: 

Dwa trójkąty równej podstawy są proporcyonalne do swych 
wysokości ; a dwa trójkąty równej wysokości są proporcyonalne 
do podsta 


UwAGA. — Można wyrazić powierzchnię trójkąta w funkcyi jego trzech 
boków a, b, с. 
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Jakoż, wiemy już (III, 20 uw.) że, w trójkącie ABC wysokość AD, odpo- 
wiedająca bokowi a, wyraża się przez 


AD=ŻVpP=0P=HP=0. 
Jeśli pomnożymy tę wysokość przez połowę podstawy, to jest | 
przez z. otrzymamy powierzchnię S trójkąta w funkcyi boków, 
S= Ур(р — а)(р — 0)(р — с). 
Gdy trójkąt jest równoboczny, mający bok a, wtedy р:= =ja; ; zalem 
wysokość aD=3V5, i powierzchnia ве РУЗ Co zreszta łatwo się 


wprost znajduje. 


TWIERDZENIE VI. 


Powierzchnea trapezu równa się wieloczynowi z połowy summy 
podstaw przez wysokość, 


э ө, 4 Niech będzie trapez ABCD. Prowa- 
А Acz dząc przekątnę AC, rozkładamy go 
D 2277777778 na dwa trójkąty ABC i АСР, które 
р A к шеш |, mają podstawy AB i CD trapezu za 


podstawy, a jego wysokość GH za 
spólną wysokość. 


Owoż, trójkąt ABC=%AB.GH, a trójkąt ACD=43CD.GH; 
więc, dodając, otrzymamy powierzchnię trapezu, 


ABGD = PE, GH. 
WNIOSEK I, — Niech będa Еі Е środki boków nierównole- 


р * 
głych trapezu ABCD ; wiemyże ЕЕ = BAD (1, 33). Więc 


powierzchnia trapezu ABCD = {EF . GH. di 


To jest, powierzchnia trapezu równa się wieloczynowi z wysokości 
przez linie która łaczy środki boków nierównoległych, 
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II. — W trapezie ABCD, przez środek E boku ВС poprowadźmy 
е у 


a, równoległę FG i prostopadłę EH do 
p NE iQ boku AD. Dwa trójkąty BEF, CEG 


SA są równe ; bo mają boki BE. CE równe, 


ЖЖ... | kąty przy E rowne, i kąty EBF, ECG 
śm ~~ p równe jako naprzemianległe wewnętrz- 
ne względem równoległych AB, DC. Zatem, trapez ABCD jest 
równo warty równoległoboókowi AFGD. Owoż, powierzchnia tego 
ostatniego ma za miarę wieloczyn podstawy AD przez wysokość 
EH; więc ten wieloczyn AD . EH jest także miarą trapezu ABCD. 

Więc powierzchnia trapezu równa się wieloczynowi jednego z bo- 
ków nierównoległych przez odległość od niego środka drugiego boku. 

UwaAGA. — Powierzchnia trapezu może się także wyrazić w funkcyi jego 
czterech boków а, b, е, d. 

Jakoż, jeśli poprowadzimy równoległę DK do ВС, (fig. poprzednia), wy- 
sokość GII trapezu, równa wysokości trójkąta ADK odpowiedającej bo- 
kowi АК = а — с, wyrazi się przez (ПІ, 20, uw.) 

4 у ———їЕ — ——————————— 
GH=zm—jV (a —c-+-b + d)(b+-d —a + cj(a —c-- d—b)ta—c+-b—d) 
albo, czyniąc dla skrócenia, a + 0 +- с 4 4 == 2р, będzie 


r ГАА >> И G ШР E 
GH= M (p — a)(p— c) (p — с — 00р —¢ — d). 


Więc powierzchnia trapezu jest 
= онур арр 
a—c 

Aby wyrachować powierzchnię wielokąta jakiegokolwiek, dość 
jest rozłożyć ten wielokąt na trójkąty, albo na inne figury 
któreby łatwo wymierzyć można, i zrobić summę obliczonych 
powierzchni. 

Gdy trzeba wyrachować wielokąt na gruncie, prowadzi się 
największą przekątnę możebną, i spuszcza się na nią prostopadłę 
z każdego wierzchołka. Te linie rozłożą wielokąt na trójkąty i na 
trapezy prostokątne, których nie trudno wymierzyć powierzchnię. 
_ Można jeszcze inaczej obliczać powierzchnię wielokąta na grun- 

cie, zwłaszcza gdy jest niedostępny, rozkładając па trapezy 
' prostokątne, sposobem następującym. 
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B 5 Na płasczyznie danego wielo- 
* 6. kąta ABCDEFG  poprowadźmy, 
А. i Э = £ zewnątrz, linię prostą OX, i spuść- 
N | Л my na nią, ze wszystkich wierz- 
i taa м | chołków, prostopadłe АА’, BB... 


TV 1 które, dla skrócenia, nazwijmy 
o-a fE р ух: 4, 0, С,... Oznaczmy przez О punkt 

wyjścia, i nazwijmy jeszcze а’, 
W, e',... odległości ОА’, OB', OC... Nakoniec, nazywając Р po- 
wierzchnię danego wielokąta, otrzymamy formułę łatwą do 
rachunku, 


2P=(a-)(b' а) 0-0) (0—0) (е4) (e —d')+-(d-pej (е4 
(еле) (0) 004000). 


Sama figura pokazuje które trapezy trzeba wziąć dodatnie a które 
odjemnie. 


PORÓWNANIE POWIERZCHNI. 


TWIERDZENIE ҮП. 


Dwa trójkąty majace kat równy albo spełniający, sa proporcyo- 
nalne do wieloczynów z boków tego kąta. 


E 4° Niech będa dwa trójkaty АВС, ADE 
Ži mające kąt równy A. Połączmy CD. 

А. / Dwa trojkaty ABC, ADC, mające spólną 
JE" Ą / 253 wysokość, mają się jako podstawy АВ, AD; 
э ~» to jest 

к АВС АВ 
A ADG T AD’ 

а R. Tak samo, trójkaty ADC, ADE, mające 
| j „ Spólną wysokość, są proporcyonalne do pod- 
> sław AQ, АЕ; to jest 
ADC АС 
АРЕ AE 
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Mnożąc te proporcye stronami i znosząc spólny czynnik ADC, 


А АВС АВ.АС 
otrzymujemy ADE = AD AE" 


2° Dowiedzie się podobnie że dwa trójkąty АВС, ADE, mające 
kąty A spełniające, są proporcyonalne do wieloczynów z boków 
tych katów. 

WNIOSEK. — Więc, dwa trójkąty АВС, ADE, mające kąt A 
równy albo spełniający są równowarte jeśli AB. AC=AD.AE. 


TWIERDZENIE VIII. 


Dwa trójkąty podobne są proporcyonalne do kwadratów z boków 
odpowiednych. 
A. Niech będą dwa trójkąty 
f} D ABC, DEF mające podstawy 
ARN ВС, EF, i wysokości AH, DK. 
I: ДАЛГА Powierzchnie tych trójkątów 
2 No ' \ . mają się jako wieloczyny z pod- 
SĘ тазе И: x к Sław przez wysokości, to jest 
ABC ВС.АН о АВС ВС AH 
ПЕР ЕЕ.рК * DEF” EF'DK 
Owoż, trójkąty ABC, DEF są podobne, zatem 
BC AB“ 
EF DE’ 
ale trójkąty prostokątne ABH, DEK, mające kąty ostre Bi E 
równe, są także podobne i dają 


ku er. wią, САЙ ЭЕ 
ФЕТ рЫ о ы DK ЕЁ 


H BC 
Więc, zastępując stosunek к przez stosunek równy EF" 


otrzymujemy 
ABC вс вс ВС? 


DEF EFEC Ер 
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Inne dowodzenie. — Ponieważ trójkąty АВС, DEF są podobne, 
ich kąty odpowiedne A i D są równe ; zatem, na mocy poprze- 
dzającego twierdzenia, będzie 
ABC АВ.АС АВ АС 
DEF  DE.DF DE DF 


Owoż, z podobieństwa tych dwóch trójkątów wynika 


AB АС 

DE DF” 
ABC AB AB АВ? 
P> DEF DE DE рү? 


TWIEDZENIE 1X. 


Obwody wielokatów podobnych mają się jako boki odpowiedne 
albo jako linie odpowiedne, a ich powierzchnie jako kwadraty 
z tych linij. 


19 Nazywając а, b,c,.. i а, 2, с',.. boki odpowiedne dwóch 
wielokątów podobnych, mamy, na mocy określenia podo- 
bieństwa. 

p МА е а+ ++ _a 
гутнай 

Więc obwody dwóch wielokatów podobnych таја się jako boki 
odpowiedne, albo jako linie odpowiedne. (Il, 16). 


2° Powierzchnie dwóch wielokątów podobnych rozkładają się 
na równą liczbę trójkątów podobnych i podobnie ustawionych ; 
oznaczając przez 5 powierzchnię pierwszego wielokąta złożoną 
z trójkątów T,T,,T,..., przez 5 powierzchnię drugiego złożoną 
z trójkątów odpowiednych Т”, T',, T',.., będzie, na mocy po- 
przedzającego twierdzenia, 


е 2 238 2 U 2 
a R: a Бы 2 ky a 
mM o m was m o "3> W e" 
I а' r, a' Fy 14 T, в' 
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Ztąd wynika ciąg stosunków równych 
PPOR ZD. aą | 


Шр, р, = 7 
T+T HT +_a 4-00] 
więc -— E— = —, albo z = —. 
Ы PELEM F й =з 


Co dowodzi że powierzchnie wielokątów podobnych mają się jako * 
kwadraty z boków odpowiednych albo z linij odpowiednych. 


p. UwAGA. — Jeśli na cięciwach AG, AD, AE, wycho- 

/! dzących z jednej skrajności średnicy AB, wystawimy 
д НЕЕ ш E figury podobne, to one będą się miały jako rzuty tych 
A 060 VER cięciw na średnicy. Albowiem te figury mają się 


ч jako kwadraty z boków odpowiednych АС, AD, AE,,.. 


е owóż, kwadraty AC s ADs AE. +. są proporcyona|- 
ne do rzutów АС”, Ар”, AE’... ;więc, etc. 


TWIERDZENIE X. 


W trójkącie prostokątnym, kwadrat wystawiony na przeć wpro- 
stokatnej równa się summie kwadratów wystawionych na bokach 
kata prostego (*). 


Niech będzie trójkat ABC prostokątny 
w A; wystawmy na jego bokach kwadraty 
BCED, ABFG, ACHI; z wierzchołka A 
spuśćmy na przeciwprostokatnę ВС pros- 
topadłę AK która przedłużmy aż do prze- 
cięcia L z bokiem DE, i poprowadźmy 
przekątne AD, CF. 

Teraz, uważajmy że Ка!у ABD, FBC 
są równe, jako złożone z kąta spólnego ABC i z kątów prostych 
CBD i ABF; dotego, bok AB = BF, i bok Вр = BC jako boki 
kwadratów. Zatem, dwa trójkąty АВР, FBC, mające kąt równy 
zawarty między bokami równemi, każdy każdemu, są równe. 


(*) Twierdzenie PiraGoRFSA 2 Samos. (580 przed J. Ch.) 
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Owoż, trójkąt ABD jest połową równoległoboku BDLK który ma 
z nim spólną podstawę BD i równą wysokośc BK; tak samo, 
trójkąt FBC, jest połową kwadratu ABFG który ma z nim spólną 
podstawę BF i równą wysokośc AB; więc połowa prostokąta 
BDLK równa się połowie kwadratu ABFG, i temsamem, pros- 
tokat BDLK jest równowarty kwadratowi ABFG. 
Dowiedzionoby podobnie że prostokąt CELK jest równowarty 
kwadratowi ACIH. Więc summa prostokątów BDLK i CELK, 
czyli kwadrat BCED, równa się summie kwadratów АВЕС, ACIH. 
To się wyraża pisząc i 
BG АҢ + AC. 
WNIOSEK I. — Z powyższego równania wynika 
AB = ВС? — АС. 
Więc, w trójkącie prostokątnym, kwadrat wystawiony na jednym 
boku kata prostego jest różnicą kwadratów wystawionych na prze- 
ciwprostokątnej i na drugim boku. 


П. — Prostokąty BKLD, CKLE, mające spólną wysokość, są 
proporcyonalne do podstaw BK, CK; a że te prostokąty są ró- 
wnowarte kwadratom ABFG, ACHI, więc 


ABFG _ ACHI _ BCED 


ави >: ин. >Ш 
То pokazuje że, w trójkącie prostokątnym, kwadraty wystawione 
na bokach kata prostego i na przeciwprostokątnej sa proporcyonalne 
do rzutów tych boków па przeciwprostokątnej i do przeciwprosto- 
kątnej. Р 
Ш. — Kwadrat wystawiony na przekątnej danego kwadratu jest 
od niego dwa razy większy. 
к Niech będzie kwadrat ABGD ; popro- 


wadźmy przekątnę AC. Trójkąt АВС 
prostokątny i równoramienny daje 


АС = АВА BC = MAP. 


kaj To zadanie łatwo się geometrycznie 


http://rcin.org.pl 


238 е KSIEGA CZWARTA. 


okazuje. Przez wierzchołki kwadratu ABCD poprowadźmy ró- 
wnoległe do przekątnych, utworzymy kwadrat EFGH. Owoż, 
ostatni kwadrat zawiera oczywiście osiem trójkątów rówrych 
których pierwszy zawiera cztery ; więc kwadrat EFGH jest lwa 
r zy większy od kwadratu ABCD. 


ГУ. — W trójkącie prostokątnym АВС, 
spuśćmy prostopadłę AD na przeciwyros- 
tokatnę, będzie (5) 

BC. AD=AB. AC. 


Owoż, BC = AB* +- АС" ; 
Jeśli więc podzielimy strony ostatniej równości przez twa- 
draty stron pierwszej, otrzymamy wynik godny uwagi 


AD AB AC 


UWAGA OGÓLNA. — Własności miarowe figur mogą służyć do okazania 
proporcyonalności linij, J tak, jeśli chcemy dowieśdź że : 

W trójkącie ABC równoległa DE do bolu BG 
dzieli proporcyonalnie dwa inne boki AB « AC. 
Połączmy В i E, € i D. Widzimy zaraz że dwi trój- 
kąty ADE, BDE, mające równą wysokość, są рюрог- 
cyonalne do podstaw AD, BD, to jest 


ADE Ар 
BDE BD 
Tak samo, trójkąty ADE, CDE dają 
ADE _ АЕ 
CDE СЕ 


Owoż, dwa trójkąty BDE i CDE, mające spólna podstawę DE, i vierz- 
chołki B i С na równoległej ВС do DE, są równowarte: co dowołzi że 


dwa pierwsze stosunki SDE i АРЕ są równe, a temsamem dwa 
Ар i АЕ. 
drugie D сЕ: 
| AD AE 
więc BD = CE * 
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To dowodzenie w tem godne uwagi że nie potrzebuje rozróżniać odcin- 
ków na spółmierne i niespółmierne. 


Weźmy jeszcze inny przykład. 


W każdym trójkącie АВС, dwójsteczna AD kąta A i dwójsieczna АЕ 
kąta spełniającego dzielą, każda, bok przeciwległy BC na dwa odcinki 
proporcyonalne do boków przyległych, 


26 Aby dowieśdź tego twierdzenia, uważaj- 
e 4 my że: 4° dwa trójkąty ABD, ACD mające 
Ё spólny wierzchołek A i podstawy BD, GD 
w linii prostej, sa proporcyonalne do tych 
B 5— ->p podstaw, to jest 


ABD BD 

AGD GD 
Ale te same trójkąty ABD, ACD, mające za wierzchołek punkt D dwój- 
siecznej kąta ВАС, są równej wysokości, zatem proporcyonalne do podstaw 
AB, AC, to jest 

ABD & AB. 

ACD AC 


Więc, porównywając te dwie proporcye, otrzymujemy 
BD AB 
GD AG 
20 Dwa trójkąty AEB, AEC, równej wysokości, są proporcyonalne do 
podstaw EB, ЕС, to jest 
AEB _ ЕВ. 
a AEC СЕС 
Те same trójkąty AEB, AEC, mające wierzchołek w punkcie Е dwój- 


siecznej spełnienia kata BAC, są równej wysokości, zatem proporcyonalne 
do podstaw AB, AG, to jest 


więc эы. czuj] 


Powyższe dowodzenie w tem znakomite że nie wymaga kreślenia żadnej 
linii. 


Dobrze jest wiedzieć że : 
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W trójkącie prostokątnym ABG summa boków kąta prostego jest 
mniejsza od summy przeciwprostokątnej i odpowiedającej wysokości. 


i АВ. AC=BC. AD. 


A = VARN T AZ 
ДХ г Jakoż, AB + АС = ВС 
| 
D 


- = Ztąd wynika 


TE + AC? + 2AB. AC <<BQ 4-280. AD +-AD'. 
Więc, AB + AC < BCH AD. 

Dowiedźmy teraz następującego twierdzenia. 

Jeśli, przez punkt O płasczyzny trójkąta АВС i przez wierzchołki, po- 
prowadzimy linie proste które spotykają boki przeciwległe w punktach 
М, B/, C', będzie 

Оол, ов, , OC! 


s zw tip? co" 
$ > 
a 7 эё 
Е A Д JA бй Ù 
£- | Dk Fá | М 
в“ es W w УХ с 


4° Uważajmy punkt O wewnątrz trójkąta АВС, jako na pierwszej figu- 
rze. Powierzchnia trójkąta АВС składa się z trójkątów BOC, АОС, ЛОВ ; więc 
BOC , AOG AOB __ A i 
АВО САБО АВС (9 
Owoż, stosunek trójkatów BOG i ABC, mających spólną podstawę BC, jest 
równy stosunkowi wysokości, albo stosunkowi linij OA’ i АА’. Tak samo 
o dwóch innych stosunkach. Więc, podstawiając, będzie 
ом. ӨМ, OC 
ant ppt c=" 
9° Jeśli punkt O leży zewnątrz trójkąla АВС, w jednym ze trzech 
katów, jako na drugiej figurze, uważamy że powierzchnia tego trójkąta jest 
summą trójkątów BOC, AOB mniej AOC ; zatem 


APA i AOG 
АВС АВС ABC © % 
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Ale trójkąty ОВС, АВС, spólnej podstawy ВС, sa proporcyonalne do wyso- 
kości albo do linij OA’, AA'/; etc. 
Од, „OC ОВ 
КАТ p i (2) 
AA! СС ВВ’ 
3° Nakoniec, jeśli punkt O leży w kącie wierzchołkiem przeciwległym 
jednemu z katów trójkąta АВС, jako na trzeciej figurze, wtedy uważamy 
że trójkąt ABC równa się trójkatowi ОВС mniej trójkatami OAC i OAB; więc 
oA’ ов OC R 
MA!" BW 60 % © 
Zważając па znaki stosunków, łatwo widzimy że równania (2) i (3) wy- 
wodzą się z równania (1). 
Ten przykład jest dowodem użyteczności ilości odjemnych w geometryi. 


więc 


Można geometrycznie dowodzić formuł algebrycznych. Fo, znajoma 
formuła (a -+ b) =a? 4- dab--b* wysłowia się geometrycznie jako 
twierdzenie, 

Kwadrat wystawiony na summie dwóch linij równa się summie kwa- 
dratów wystawionych na tych liniach więcej podwójny ich prostokąt. 

ZE Aby dowieśdź tego twierdzenia, weźmy linię AC 
równą summie dwóch linij AB, BC: na liniach АС, 
AB wystawmy kwadraty AGDE, АВЕС, i przedłażmy 

boki BF, GF aż do spotkania w punktach П, К. 
| Owoż, prostokąt FKDH jest oczywiście kwadra- 
А——; и. tem wystawionym na BC; a prostokaty BCKF, ` 
GFHE, mające rozmiary AB i BC, są równe. 


Więc (AB + BC) ==AB'4- BO” 4-2AB.BC. 


"Гак samo, formuła (a—b)* =a* — dab --6% wysłowia się : 

Kwadrat wystawiony na różnicy dwóch linij równa się summie kwa- 
dratów wystawionych nastych liniach mniej podwójny ich prostokąt. 
©_____ * Aby tego dowieśdź, weźmy linię AG równą różnicy 
dwóch linij AB, ВС; na tych trzech liniach wystawmy 


Ej 888 9 kwadraty АСЕ, АВЕС, BCHK, i przedłażmy ED aż 
| | | do spotkania L. 
| . | Prostokąty ELFG, DHKL, mające rozmiary Аһ, BC, 
A o SAŃNNECA rh sa równe, a cała figura sklada się z kwadratów АР; 


| | i BCHK; zalem, odejmując od niej dwa prostokąty 
u "x ELFG, DHKL pozostaje kwadrat ACDE wystawiony 
na różnicy AB — BC. 


więc (AB— BC)” = AB" -++ BC — 2AB X BC. 
16 
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Nakoniec dowiedźmy twierdzenia, а 
Prostokąt wystawiony па summie i różnicy dwóch linij, równa się 


różnicy kwadratów wystawionych na tych liniach. 


x І & Niech będzie prostokąt АСЕР którego pod- 
stawa АС jest summa dwóch linij AB i ВС, 


» га Т атаб wysokość AD ich różnicą. Na linii АВ 
wystawmy kwadrat ABGH ; na linii DE weż- 

_ турк =DA i dopełnijmy prostokąta DKIH. 

R i P rostokąt KFGI jest oczywiście kwadratem 


wystawionym na linii KF równej BC; a zaś 
dwa prostokąty BCEF, DKIH, majace rozmiary AD i BC, są równe; zatem 
prostokąt АСЕР jest równowarty wiełokątowi ABFKIH, który jest różnicą 
kwadratów ABGH i KFGI, wystawionych na liniach AB i BC. 


- Więc (АВ + BC) (AB — ВС) = АВ — BC”. 
To twierdzenie jest geometrycznym obrazem ważnej, algebrycznej 
formuły. (a+ b) (a — b) = а —b*. а 


Е 
ZWIĄZKI MIĘDZY POWIERZCHNIĄ TRÓJKĄTA, JEGO BO- 
KAMI, I PROMIENIAMI KÓŁ OPISANEGO, WPISANEGO 
1 ZAWPISANYCH. 


Oznaczamy, jako zwykle, przez a, b, © boki trójkąta АВС prze- 
ciwległe katom A, B, C; przez S jego powierzchnię, przez 2р 
obwód, przez R і r promienie kół opisanego i wpisanego. 

W trójkącie ABC mamy (III, 22) 

AB . AC =2R. AD? 

Jeśli więc pomnożymy obie strony przez trzeci bok BC, uwa- 
żając że {ВС X AD=S, otrzymamy AB . AC. BC =4К.5, albo 

| abc \ abe 


LRS=abc (1); ztąd R==— А 
| 85 WVpl(p—a(p— 0р0) 


Со daje promień koła opisanego na trójkącie w funkcyi jego 
boków. 


Niech będzie teraz koło promienia r wpisane w trójkąt ABC. 
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HA Połączmy OA, OB, OC. Trójkąty BOC, 
AOC, АОВ таја za miarę 1 ал, ;br, $er. 


А N Więc powierzchnia trójkąta ABC jest 
AJ "тс" m) С 
KA E 
С albo, czyniąc a-0--c=*p, 


(p— a)(p— 60р —e) 

р 
Więc, powierzchnia trójkąta równa się wieloczynowi z połowy ob- 
wodu przez promień koła wpisanego. м 


S=pr (2), zkąd r=;= 


Druga formuła daje promień koła wpisanego w funkcyi boków 
trójkąta. \ 


Wiadoma formuła, która wyrażą powierzchnię trójkąta w fun- 
kcyi boków, może się teraz otrzymać bardzo pięknie za pomocą 
geometryi. We 


Niech będzie trójkąt ABC. Środki О, 0, 
kół wpisanego i zawpisanego, leżą, jako 
wiadomo, na dwójsiecznych katów we- 
wnętrznych i zewnętrznych. two 
promienie zetkaięć OD, OE, OF, O'G, он 
О'К. Wiemy już (II, zag. 9) że: 

АН =p, AF=p —a, BF=p—b, BH=p—c. 
eraz, uważajmy że dwa trójkąty podobne 
АЕО, АНО dają 


ти Z —— A = ! = 2 
AH HO' з даа (р а) 5 pr , 
nazywając 7” promień koła zawpisanego stycznego do boku BC. 
Następnie, dwa trójkąty BFO, BHO', mające boki prostopadłe 
każdy do każdego, są także podobne i dają 


ВЕ 


РО 
но = ви 2 0 P—bdtp—d=r". 
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Z tych dwóch równości, pomnożonych stronami, wynika 
(p—a)(p —b)(p — e) = p. 
Pamietając że pr = 5, pomnóżmy obie strony przez p, otrzy- 
mamy p(p—a)(p—b) (рс) == ри = S; 
Więc 8—4 р 00р 0 (р). (3) 
Znajac boki trójkata, nie tradno wyznaczyć promienie kół 
zawpisanych. 
Jakoż, trójkat АВС = АВО АСО! — BCO'. Więc 
8 (рди (6); ka r=. 
2 2 2 p—a 
Nazywając 7", r”, promienie kół zawpisanych w katy B, С, 


otrzymamy podobnie: 


S 
S=(p—b)r" (5); Каа p! maka > 


S=(p—or" (бу; ай r"=——. 
p—e 
Między promieniami kół, wpisanego i zawpisanych, istnieje 
związek który się łatwo za pomocą poprzedzających formuł 
znajduje. 
Jakoż, formuły (2), (4), (5), (6) dają 


S 5 5 b- 
per К Аа р-да» тре, ; 


ztąd, odciągając pierwszą równość od summy trzech następują- 
cych 1 dzieląc przez 5, wynika 


1 1 1 1 
а а m. 


ot jest, summa odwrotnosci promieni kół zawpisanych w trójkąt 
równa się odwrotnuści promienia «ola wpisanego. 


Można wyrazić powierzchnie trójkąta w funkcyi promieni kół 
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wpisanego i zawpisanych ; albowiem, mnożąc przez siebie for- 
тишу (2), (4), (5), (6), będzie 


= 


Hy" alalt att? o 
w , 


p(p—a (pb) 0р — с) rrr = Sry" r 


więc $= т!” (8). 
Między trzema wysokościami trójkąta i promieniem koła wpi- 


sanego jest także związek. Jakoż, nazywając a', 4/,c' wysokości 
odpowiedające bokom a, b, е; mamy 


Ц ә 
аа! =bb' = сс! =3%pr albo 388.7 = =r 
T 


— 1 
ad 0 
Owoż, summa liczników «- 0+ c= 2p; 
4 1 Ар Е! 
więc л + 5 + = (9). 


to jest, Summa odwrotności trzech wysokości trójkąta równa stę 
odwrotności promienia kała wpisanego. 
Z formuł (7) i (9) wynika 
EE | 1 1 1 1 
„tatm=gtyte" 
Można mieć powierzchnię trójkąta w funkcyi trzech wyso- 
kości. Jakoż, podstawiając w formule (3) wartości 
SM 1 1 2S 2S 25 
p= =s(5 +55) ==" б=т, CETERA 


otrzymujemy 


i MATTI ЫЕ Т; РЕГГИ Е: 
kc Vitit uti- CuB N 


albo 3 


a' 5303 
уа асе аа еа е ааа е а?о) 
UwAGA. — Wiemy że najmniejsza wysokość trójkąta odpowieda naj- 
większemu bokowi; więc, nazywając a najmniejszą wysokość, aby trójkąt, 
którego są dane trzy wysokości, byl możebny trzeba i dość jest żeby było 


25 2S , 28 4 4,3 
głyty b =ч: 


S= 
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Zakończymy ten rozdział wyznaczeniem powierzchni czworoboku wpi 
salnego, w funkcyi jego boków. 
Niech będzie czworobok ABCD wpisany w koło 
„ promienia R. Oznaczmy jego boki AB, BC, CD, DA 
przez a, b, c, d; przekątnę AC przez ж. Formuła (1) 
daje 


uw. ABC X ДВ = abx, tre ACD X ДЕ = cdz. 
Dodając stronami, i uważając że samma ABC-- АСО wyraża powierz- 
chnię S czworoboku, otrzymujemy 
LRS = (ab -+ са). 
Ale w trójkącie ABC, biorac wysokość odpowiedającą bokowi a, mamy 
(Ш, 24 120 uw.) 
RAR 
bm = Мей — (a? + 02 — 202)2, 


Z tych równań, pomnożonych stronami, wynika 


cabok „зааг 
S= тут" аз? — (a? + 12 — a?)?, 


Ap (ae +- bd) (ad +- bc) 
u ab + cd 


Podstawiając teraz wartość (Ш, 27. uw.), 


4. rm 
znajdziemy = V n(ab-H cd? — (a? + b? — с — P}. 


Można uprościć, rozkładając ilość pod pierwiastnikiem na czynniki, jako 
uż widzieliśmy ; co daje najpierwej 


з= V UFFA atb opd ане OF Faa; 
po czem, czyniąc dla skrócenia, a- b- c-}d = 2p, otrzymujemy 
S= vp- 0G- jp jp i 
Jeśli jeden z boków czworoboku maleje aż do zera, np. d = 0, wtedy 


czworobok staje się trójkątem, i ostatnia formuła sprawdza formułę (3). 
WNiosEk. — Podstawiając wartość na 2, znajdziemy łatwo promień 
koła opisanego na ay”. 
„GAR. (ab cd\(ac-Fbdjad F bo). 
S 
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TWIERDZENIE XL. 


Istnieją wielokaty foremne wszelkiej liczby boków. 


Jakoż, można sobie wyobrazić okrąg podzielony na tyle równych 
części ile się podoba, i połączyć punkta podziału. Utworzy się 
tym sposobem wielokąt, którego wszystkie boki będą równe jako 
cięciwy podpasujące łuki równe, i wszystkie katy także równe 
jako mające tę sama miarę. Więc ten wielokąt, zarazem równo- 
boczny i równokątny, jest foremny. 


TWIERDZENIE XII. 


Jeśli podzielimy okrąg na n części równych w punktach A, B, C.. 
i, poczynając od jednego z nich A, połączymy te punkta co pierwszy, 
co drugi,... a ogólnie cok; byłe ki п były liczbami pierwszemi 
między sobą, utworzymy wielokąt foremny mający n boków. 


Niech będzie łuk AD = АВ. k. Ponieważ 
liczby k i n są pierwszemi między sobą, naj- 
mniejszym spólnym wielownikiem łuku АВ .k 
i okręgu AB . a, jest AB . k. п. Owoż len wie- 
loczyn jest to samo со (АВ. k)n albo (АВ. n)k, 
to jest n razy łuk AD, albo k razy okrąg; więc, 


{аслас punkta podziału co k, utworzymy wielokąt foremny ma- 
Jacy n boków, którego obwód podpasuje k razy okrąg. 


Takie wielokąty nazywaja się gwiaździstemi. 

Figura pokazuje dziesięciokat gwiazdzisty ADGKCFIBEHA. 
Okrąg jest podzielony na 10 części : punkta podziału połączone 
co trzeci dają 10 boków, a obwód podpasuje 3 razy okrąg. 


Uwaga. — Jeśli liczby k i n mają największy spólny dzielnik d 
wtedy najmniejszym wielownikiem łuku AB ./ і okręgu AB.n 
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А k = я 
jest (АВ. bz SAB, п)" Więc, łącząc punkla podziału co /, 


a 
otrzymujemy wielokąt foremny mający d boków i podpasu- 


k 
~ razy okrąg. 


jacy 5 


TWIERDZENIE ХШ. 


Na każdym wielokacie foremnym można opisać okrąg, i wpisać 
w niego okray. 


D 


JARA || 


k U 19 Przez trzy wierzchołki А, В, С wielokąta 
A aa \ À foremnego poprowadźmy okrąg. Środek O tego 


ү 0. \| okręgu leży па dwójsiecznej kąta В, bo cięciwy 
R Ja AB, BC są równe. Połączmy OB, OC, OD. 
W Trójkąt OBC jest równoramienny, przeto 


kat CBO = BC0= + BCD; zatem dwa trójkąty 
OCB, OCD są równe, bo mają kąty przy С 
równe zawarte między dwoma bokami ró- 
wnemi ; ztąd wynika że bok OD = OB. Więc 
okrąg przechodzący przez trzy wierzchołki A, 
B, С przechodzi także przez czwarty D. 


Dowiedzionoby podobnie że przechodzi przez wszystkie inne 
wierzchołki; więc ten okrąg jest opisany па wielokącie foremnym. 

Nadto, na wielokącie foremnym jeden tylko okrąg opisać 
można; bo, przez trzy punkta A, B,C, nieleżące w linii prostej, 
jeden lylko okrąg przechodzić może. 

2° Wszystkie boki AB, BC, .. wielokąta foremnego, jako cię- 
ciwy koła opisanego, są równo oddalone od jego środka О; więc 
okrąg nakreślony ze środka О, odległością ОН jako promieniem, 
jest styczny we środku każdego boku wielokąta ; więc jest wpi- 
sany w ten wielokąt. 

Okrąg wpisany jest jedyny ; bo wewnątrz figury trzech linij 
prostych istnieje tylko jeden punkt równo oddalony od tych linij. 


WNIOSEK I. — W wielokącie foremnym, prostopadłe wypro- 


http://rcin.org.pl 


WIELOKĄTY FOREMNE. 249 
wadzono ze środków boków i dwójsieczne katów wewnętrnych 
spotykają się w jednym punkcie, który jest spólnym środkiem 
kół opisanego i wpisanego. Ten środek dwóch kół nazywają 
czasem środkiem wielokąta foremnego (*). Nazwano także promie- 
niem wielokąta foremnego promień koła opisanego, a zaś apotema 
tego wielokala promień koła wpisanego. 

WNIoSEK П. — Linia łamana foremna, to jest łamana wypukła, 
zarazem równoboczna і równokatna, ma także środek, promień i 
apotemę. 

UwAGA.—Z twierdzenia i wniosku poprzedzającego wynika że : W wie- 
lokacie foremnym, apotemy, i przekątne wierzchołków przeciwie- 
głych (**), Są OSIAMI SYMETRYI. 

Zatem wielokąt foremny jest figurą symetryczną, i ma tyle osi syme- 
tryi ile boków. 


TWIERDZENIE XLV. 


Majqc dany wielokąt foremny wpisany w koto, można zawsze opi- 
sać па temże kole wielokąt foremny podobny. 1 NAWZAJEM. 
R 


Niech będzie wielokąt foremny wpi- 
sany ABCDE. Przez środki łuków G, Н, 
I... poprowadźmy styczne NP, PQ...; 
wielokatopisany NPQRS będzie podobny 
danemu. 

Jakoż, prosta ON. jako dwójsieczna 
kala N stycznych, przechodzi przez 
wierzchołek A który jest środkiem łuku 
GL; lak samo dwójsieczna ӨР kąta P 
przechodzi przez wierzchołek B; etc. 
Ale boki NSi AE, NP i AB, etc są ró- 
wnoległe między soba; wiec kal NSA, 
PB, ... 


(*) Nazwisko środku nie jest wlaściwe w wielokącie foremnym nieparzystej 
liczby boków ; bo ten punkt nie dzieli na dwie równe części linij prostych wpi- 
sanych które przez niego przechodzą. 


(**) W wielokącie parzystej liczby boków, dwa wierzchołki, ТМД ө 
GABIN 
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Nadto, w trójkącie ONP, х ОР ; 


B’ 
› , 
a w trójkącie ОРО, БО ЕН: f NE u РО Р 

Dowiedzionoby podobnie proporcyonalności wszystkich in- 
nych boków. 

Więc wielokąt opisany NPQRS jest podobny wpisanemu 
ABCDE, a że ostatni jest foremny, więc pierwszy jest także fo- 
remny. 

Wzajemnica tego twierdzenia, to jest: mając dany wielokat 
foremny opisany na kole, można zawsze wpisać w to koło wielokąt 
podobny, jest widoczna. 


UWAGA. — Można także opisać wielokąt podobny foremnemu wpisanemu, 
prowadząc styczue przez wierzchołki tego ostatniego. 

Opisuje się jeszcze wielokat podobny foremnemu wpisanemu, sposobem 
następującym : przez środek G łuku AB poprowadź prostopadłę NP do pro- 
mienia OG i przedłuż promień OA aż do spotkania N; po czem, ze środka 
koła O promieniem ON, zakreśl okrąg ná który przenieś bok NP == 2NG. 
jako cięciwę, tyle razy Йе można ; otrzymasz wielokąt szukany. 

Dowodzenia dwóch powyższych twierdzeń stosują się zarazem do wie- 
lokątów foremnych gwiazdzistych, jako widać na figurach. 


TWIERDZENIE XV. 


Liczba wielokątów foremnych mających n boków równa się poło- 
wie liczby która wyraża ile jest całkowitych przed n i pierwszych 
do n. 


Niech będą 4, a, b... n — b,n — а, n— 1 
wszystkie całkowite mniejsze od n i pierwsze 
do n. Podzielmy okrąg na n równych części i 
połączmy punkta podziału co jeden,... co a... 
Ponieważ każda z tych liczb jest mniejsza 
od n i pierwsza do n, przejdziemy zawsze 


są przeciwległe, gdy je przedziela połowa liczby innych. 

W wielokącie nieparzystej liczby boków, wierzchołek i bok są przeciwległe, 
gdy je przedziela połowa liczby innych wierzchołków albo boków. 

I tak, są przeciwległe w sześciokącie ABCDEF, wierzchołki A i D, boki AB 
i DE; a w pięciokącie wierzchołek A i bok CD; etc. 
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przez wszystkie punkta podziału nim wrócimy do punktu wyj- 
ścia, i tym sposobem utworzymy tyle wielokątów foremnych 
ile jest całkowitych przed n i pierwszych do n. Te wielokąty 
są równe dwojanami, bo łuki AB.a i AB(n— a), których 
summa stanowi okrąg, mają tę samą cięciwę ; przeto, łącząc 
punkta podziału co a, tworzymy ten sam wielokąt jako łącząc 
je con —a, ale idąc w stronę przeciwną. Więc liczba wielo- 
katów foremnych mających n boków równa się połowie liczby 
wyrażającej ile jest całkowitych przed n i pierwszych do n. 

UwaGA. — Jest 1 tylko trójkąt foremny, 1 czworobok foremny 
i 4 sześciokąt foremny ; ale 2 pięciokąty foremne i 2 dziesięcio- 
katy foremne ; 3 siedmiokąty foremne; ete. 


TWIERDZENIE XVI. 


Summa katów wewnętrznych wielokąta foremnego n boków 
równa się tyle razy dwom katom prostym ile jest jedności w liczbie 
п — 2k ; oznaczając przez k liczbę wziętych przedziałów. 

Niech będzie ABC... GA wielokąt foremny 
n boków, utworzony biorąc po k równych 
przedziałów. Каі wewnętrzny ABC ma za 

AD(n — 2k). 


miarę połowę łuku ADC, to jest ARA 
A a summa wszystkich п katów równych wie- 
lokata ma za miarę ZAD. n.(n — 2k) czyli 4 okrąg X (п — 2), 
więc ta summa kątów równa się 2” x(n — 2%). 


WNIOSEK. — Summa katów zewnętrznych wielokąta foremnego 
równa się hk katów prostych. 

Bo summa kątów zewnętrznych z wewnętrznemi czyni 2n 
kątów prostych ; а że same wewnętrzne wartają 2° . (п — 2%) 
czyli 2n — lk kątów prostych, więc summa katów zewnętrznych 
równa się 4k katów prostych. 


Uwaga. — Biorąc k = 1, otrzymujemy twierdzenia już znane. 
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TWIERDZENIE ХУП. 


Dwa wielokąty foremne równej liczby boków są podobne. 
Obwody tych wielokatów sa proporeyonalne do promieni albo do 
apotem, a powierzchnie do kwadratów z tych linij. 


Jokoż, 1° dwa wielokąty fo- 
remne mają hoki proporcyo- 
nalne, bo te boki są równe 
w każdej figurze; i mają kąty 
równe, bo wartość kąta we- 

\ / / wnętrznego w wielokącie fo- 

remnym zależy od liczby bo- 

ków (I, 26, uw.), a liczba boków jest ta sama w obydwóch 
figurach ; więc te wielokąty są podobne. 


20 Niech będą teraz AB i A'B' boki odpowiedne dwóch wielo- 
lokatów foremnych podobnych ; О 10' środki, ОА1О'А' pro- 
mienie, OD і O'D' apotemy tych wielokątów. Trójkąty prosto- 
katne OAD, O'A'D' są podobne, bo mają katy ostre AOD, A'O'D' 
równe jako połowy kątów środkowych równych. Więc 

Ар po AB._0A_ _OD 
KW ** T OW OD ` 

Owóż. obwody wielokątów podobnych mają się jako boki od- 
powiedne, a powierzchnie jako kwadraty z tych boków (9); więc, 
nazywając P i P' obwody dwóch wielokątów foremnych podo- 
bnych, będzie 

р AO OD 


PP AU UD 
Jeśli te wielokąty sa wypukłe, nazywając 5 1 5' ich po- 
wierzchnie, mamy 


5 ло? Op 
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"TWIERDZENIE ХҮШ. 


Powierzchnia wielokąta foremnego wypuktego ma za miarę wie- 
loczyn z obwodu przez połowę apotemy. 


Niech będzie O środek wielokąta foremnego 
ABCDE. Poprowadźmy ароіете ОН i promie- 
nie OA, OB, OC, OD, OE, które rozłożą ten 
wielokąt na trójkąty mające jego boki AB, 
BC, CD,.. za podsławy, a jego apolemę ОН 
za spólną wysokość. Więc summa powierzchni tych trójkątów, 
to jest powierzehnia wielokąta foremnego ABCDE, ma za miarę 
wielaczyn z summy bo ków AB, BC, GD... przez połowę apote- 
my OH, czyli wieloczyn z obwodu przez połowe apotemy. 

Oznaczając przez a, р, S, apotemę, obwód, i powierchnię wie- 
lokata foremnego, mamy 


S = іра. 
UwAGA. — Z poprzedzającego dowodzenia wynika że po- 
wierzchnia wielokąta opisanego na kole ma za miarę połowę wielo- 
czynu z obwodu przez promień tego koła. 


ZAGADNIENIA O WIELOKATACH FOREMNYCH. 


ZAGADNIENIE |. 
Wpisać kwadrat w dane koło. 


Poprowadźmy dwie średnice ACi BD 
prostopadłe do siebie i połączmy ich skraj- 
ności. Czworobok ABCD jest kwadratem, bo 
ma wszystkie boki równe jako cięciwy 
ćwiercianów, i katy proste. 

Aby otrzymać stosunek boku kwadratu do 
promienia R, uważajmy że trójkąt ABO, prostokątny i równo- 
ramienny, daje 


AB" — 0A + OM — 20A% 
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zkąd АВ уз albo АВ =0AV2. 
Więc bok kwadratu wpisanego w koło promienia R równa 
się RV 2. 
Apotema ОН={ВУ 2 (I, 32.). н 


ZAGADNIENIE Ш. 


Wpisać sześciokąt foremny i trójkąt równoboczny w dane koło. 


4° Niech będzie AB bok sześciokąta forem- 
nego wpisanego. Kąt środkowy АОВ jest szóstą 
częścią czterech katów prostych, albo 3 kąta 
prostego. Zatem summa dwóch innych katów 
A i B trójkąta równoramiennego ОАВ równa 
się 2 katom prostym mniej ; kąta prostego, to 
jest $ a prostego. A że te dwa kąty są równe, każdy z nich 
jest $ А kata prostego, i trójkąt АОВ jest równoboczny. 

Więc bok sześciokąta foremnego wpisanego w koło równa się jego 
promientowi. 

Aby zbudować sześciokąt foremny promienia R, dość nakreślić 
tym promieniem okrąg, i wpisać w niego sześć cięciw, po sobie 
idących, równych promieniowi. 

2° Łącząc co drugi wierzchołki sześciokąta foremnego ABCDEF, 
utworzymy trójkąt równoboczny wpisany ACE. 

Aby wyznaczyć stosunek boku tego trójkąta do promienia, po- 
prowadźmy średnicę BE; będzie, w trójkącie prostokątnym ABE, 


АЙ ВЕ? —AB', albo AE =iR —R*—=3R”. 
Ztąd АЁ ЕИ, (айю. АБ Ну, 


Więc bok trójkata równobocznego wpisanego w koło promienia R 


równa się RYS. 

Co do apotem trójkąta równobocznego i sześciokąta forem- 
nego, one są połowami nawzajem boków tych wielokątów. Jakoż, 
w trójkącie ABE, apotema OK trójkąta wpisanego ACE jest po- 
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łową boku AB sześciokąata ; i nawzajem apotema OH sześciokąta 
wpisanego ABCDEF jest połową boku AE trójkąta ACE. 


Więc OH = $R, OK = RV 3. 


ZAGADNIENIE III. 
Wpisać dziesięciokąt foremny w dane koło. 


Przypuśćmy okrąg О promienia R podzie- 
lony na dziesięć równych części, i niech bę- 
dzie AB bok dziesięciokąta foremnego wpi- 
sanego. Aby znaleźć stosunek tego boku do 
promienia, poprowadźmy dwójsiecznę AD kąta 
BAO, będzie 
Ол со 
АВ СВ 

Owoż, w trójkącie równoramiennym ОАВ, kąt środkowy АОВ 
jest dziesiątą częścią czterech kątów prostych, czyli $ kąta pros- 
tego ; zatem summa kątów A i B przy podstawie równa się 2 ką- 
tom prostym mniej $ kąta prostego, to jest czyni $ kata prostego; 
a że te dwa kąty są równe, każdy z nich jest $ kąta prostego. 
Ztąd wynika że trójkąt ACO jest równoramienny, bo kąt 
АОС = {р = ОАС; i tak samo trójkąt АВС jest równoramienny, 
bo kąt ACB= CA0 + COA =$P =B. Z tego wszystkiego 
wnosimy że bok АВ = АС = 0C. 

Jeśli więc, w powyższej proporcyi, podstawimy ОС za АВ i 
ОВ za ОА, będzie 


(M, 2.). 


OB Оос. 
OG" CB’ 
co dowodzi że punkt С dzieli promień OB w stosunku średnim i 
skrajnym. Więc bok AB dziesięciokata foremnego równa się wiek- 
szemu odcinkowi OC promienia OB podzielonego w stosunku średnim 
i skrajnym. 
Połączmy teraz, co trzeci, punkta okręgu podzielonego na dzie- 
sięć równych części : otrzymamy dziesięciokąt foremny gwtiaż- 
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dzisty, którego bokiem jest cięciwa AD oczywiście dwójsieczna 
kata BAO. Aby wyznaczyć ten bok AD, uważajmy że dwa trójkaty 
równoramienne САО i OAD, mające Каі A spólny, sa podobne: 
zatem proste OC i OD sa przeciwrównoległe, i dają 


AC. AD=A0 =R". 


Dotego, trójkąt DCO jest równoramienny; bo kąt DOB, dwa ` 
razy większy od kata DAB, jest równy katowi DCO ; więc DC =DO 

Zatem AD — AC =R. 

Dwa powyższe równania pokazują że boki AG i AD, dwóch 
dziesięciokątów foremnych wpisanych w koło, są dwiema liniami 
prostemi których różnica równa się promieniowi R koła a wielo- 
czyn kwadratówi tego promienia. Więc otrzyma się oba boki, dzie- 
lac promień R w stosunku średnim i skrajnym ; odcinek dodatny 
bedzie bokiem dziesięciokąta foremnego wypukłego a odcinek od. 
jemny bokiem dziesirciokąta foremnego gwiaździstego. 

Mamy tedy (Ш, Zag. 8). & 

AB=!R(V5—1) si Ар=В(У 5+1). 


\узтозкк. — Podzieliwszy okrąg na dziesięć równych części, 
jeśli połaczymy punkta podziału po dwa, 
otrzymamy  pięciokąt foremny wypukły 
ABCDE; a jeśli je połączymy po cztery, 
będziemy mieli pięciokąt foremny gwiaź- 
dzisty ACEBDA. 


№, 
Nin 


{+ Ж 
! 7 


А Poprowadźmy średnię AN, i nazwijmy d 
i d! boki GN i BN dziesięciokątów foremnych wypukłego i 
gwiaździstego. Dwa trójkąty prostokątne ABN i ACN dają 
8 = ә ° = 2 
A= aR? 187 (6-Ł2V 5) =R R (6—2V 5) =R"+-d 
car 2 = 2 2, а 319 
AG? = R? — 4R7(6—2V 5) == К R (6 + 2V 55=R+d' 
Więc bok pięciokąta foremnego wypukłego jest przeciwprostokątną 
trójkąta prostokątnego w którym kąt prosty ma za ramiona promień 
koła i bok dziesięciokąta foremnego wypukłego. 
Tak samo, bok pieciokata foremnego gwiaździstego jest przeciw= 
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prostokątną trójkąta prostokątnego, w którym kąt prosty ma za ra- 
miona promień koła i bok dziesięciokąta foremnego gwiaździstego. 

Podstawiając wartości boków 4 i d', znajdziemy, w funkcyi pro- 
mienia R, boki AB i АС dwóch pięciokątów foremnych, wypu- 
kłego i gwiaździstego. 


AB = IRV 10—2y5, i AC=RV10--2y5. 

Co do apotem tych czterech wielokątów foremnych, uważajmy 
że one så nawzajem połowami boków. I tak, apotema OF dziesię- 
ciokąta foremnego wypukłego jest połową boku AC pięciokąta 
foremnego gwiaździstego ; a nawzajem, apotema OH pięciokąta 
foremnego gwiaździstego jest połową boku dziesięciokąta forem- 
nego wypukłego. Tak samo, apotemy OG i OK dziesięciokąta fo- 
remnego gwiaździstego i pięciokąta foremnego wypukłego są na- 
wzajem połowami ich boków AB i BN. 

Więc wartości czterech apotem są : 

w dziesięciokącie foremnym wypukłym OF = +RY 10 + 255. 

w dziesięciokącie foremnym gwiaździstym 06 =з 10—2V 5. 
m. 

w pięciokącie foremnym wypukłym OK == {В (V 541). 

w pięciokącie foremnym gwiaździstym  OH=4R(V5—1). 


ZAGADNIENIE IV. 
Wpisać piętnastokat foremny w dane koło. 


Niech będą AB i AC boki dziesięciokąta fo: 
remnego i sześciokąta foremnego ; łuk BC ró. 
wna się $ — -G==,, Okręgu. Więc cięciwa ВС 
jest bokiem piętnastokąta foremnego wpisanego. 

Aby wyznaczyć ten bok w funkcyi promienia, 
poprowadźmy średnicę AD,i połączmy BD, CD. 
Czworobok wpisany ABCD daje 
AD . BC -HAB . Ср = AC, BD. 

Owoż, CD jest bokiem trójkąta równobocznego wpisanego, a 
zaś BD bokiem pięciokata gwiaździstego ; więc 


t 
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IR. BC + R(V5—1)RYV3=R. RV 10Ł2y 5); 


ztąd BC=+R(V 10+2V 5+ V3—V 15. 
Co do apotemy, jej wartosć w funkcyi promienia jest więcej 
skomplikowana. , 


UWAGA OGÓLNA. — Ponieważ umiemy dzielić łuk na dwie ró- 
wne części, potrafimy, bacząc na to со poprzedza, wpisać w koło 
wielokąty mające : 

Б, ЧӨ? 33. 2" boków, 
$, 6, 12, 24... 5.93 boków, 
5, 10, 20, Ł0.... 5. 5" boków, 
15, 30, 60, 120.... 15. 2” boków, 

Możemy jeszcze, za pomocą liniału i cyrkla, wpisać w koło 
wielokąty mające 2" ++ 1 boków, byle tylko ta liczba była pier- 
wsza: јако 17, 257.... ale o tej rzeczy mówić obszerniej*nie tu 
jest miejsce. 

Widzimy teraz łat można, kreśląc tylko linie proste i koła, 
podzielić kąt prosty na takie równe części których liczba jest je- 
дпа z wyżej wymienionych, jako to: na 3, 5, 15, 20, etc. 


UwaGy II. — Jeśli bok wielokąta foremnego, np. siedmiokąta, który 
chcemy wpisać w koło, nie jest znany w funkcyi promienia, wtedy musimy 
go szukać z przybliżeniem. Następujący sposób jest do А © 

Linię HK, któaa się zdaje bokiem siedmiokąta, po- 

nieśmy siedem razy jako cięciwę na okrąg O, і przy- 

ur puśćmy że przechodzi punkt wyjścia A, pewnym łukiem 
N stanowiącym błąd przez zbytek. Na skrajności K linii 
probowanej, wyprowadźmy prostopadłę KM równą cięciwie łuku przewyżki. 

Weźmy teraz linię mniejszą HL, i, poczynając od tego samego punktu A, 
ponieśmy siedem razy jako cięciwę; przypuśćmy że tą razą niedośtaje pe- 
wnego łuku który właśnie stanowi błąd przez niedostatek. Na skrajności 1, 
wyprowadźmy, w stronę przeciwną, prostopadłę LN równą cięciwie łuku 
niedostającego. Mu 4 Punkt przecięcia P podzieli różnicę KL, bo- 
ków probowanych, proporcyonalnie do cięciw dwóch błędów przeciwnych. 
Zatem linia HP mniej się różnić będzie od boku szukanego. 
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Jeśli błąd jeszcze znaczny, wtedy wyprowadza się, z punktu P, pros- 
topadłę równą cięciwie łuku który błąd oznacza. i, postępując jako wyżej, 
znajduje się punkt P’; nieochybnie bok НР” będzie więeej przybliżony. — 
Po kilku próbach dojdzie się do takiego przybliżenia że wykreślenie nawet 
prawdziwej wartości nie byłoby dokładniejsze, 


>. 
ZAGADNIENIE V. 


Mając dany promień kota i bok wielokąta foremnego wpisanego, 
znależć bok wielokąta opisanego podobnego. 1 nawzajem. 


с р 1° Niech będzie АВ = a bok wielokąta fo- 
remnego wpisanego w koło promienia R; 
GD => będzie bokiem wielokąta opisanego 


0 podobnego. Dwa trójkąty podobne COD, АОВ 
dają 

. = СЕ) zkąd Ср = SĘ. 

y “ Ух 

2 ги JE 

Ale 0E=Y R –т=5У* a; 
więc b= И... 
Ми?а? 


2° Aby, nawzajem, mając dany bok b, znaleźć bok a, uważajmy 
że te same trójkąty podobne ABO, CDO dają 


AB ОА 
BOB 
р? 
Ме ос RYN к= уа + + 0; 
m. WR 
więc а = Vin Lis 
LR? 4 5 


Ta formuła łatwo się algebrycznie z poprzedzającej wywodzi. 


Uwaca. — W trójkącie równobocznym wpisanym a=RV 3. 
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więc b =2RV 3 = 2a; 
Ten wynik pokazuje że bok trójkąta równobocznega opisanego na 
kole jest dwa razy większy od boku trójkąta równolocznego wp: - 


sancgo. 
Czego nie tradno dowieśdź geometrycznie. . 


ZAGADNIENIE VI. 


Mając dany promień koła i bok wielokąta foremnego wpisanego, 
znaleść bok wielokąta foremnego wpisanego podwójnej liczby boków, 


i wyrachować powierzchnię tego wielokąta. —. A 
. 


Niech będzie АВ = а bok wielokąta forem- 
-nego wpisanego w koło promienia R; AC=a' 
będzie bokiem wielokąta foremnego wpisa- 
nego podwójnej liczby boków. 

Trójkąt OAC, w którym kąt O jest ostry, daje 


АС? = ОА + Об — 200. 0D. 
Ale, w trójkącie prostokątnym ADO, 


zer zwy + 4 : 
0р = Vga 0 == FV aRt — a 


więc a! == Von? AVA 0 


NAWZAJEM, znając a” można łatwo znaleźć a. Jakoż, powierz- 
chnia trójkąta prostokątnego ACE ma za miarę 

1CEXAD, albo $AGxAE; więc CEXAD=ACXAFE. 

Podstawiając wartości, otrzymujemy 


W отаг ; ACZ Z 
Ra=a' V iR” — a”; ziad a =% Vin — а, 
> 

; - 

Znając promień i bok wielokąta foremnego wpisanego, mają- 

cego n boków, można wyrachować powierzchnię wielokąta fo- 

remnego wpisanego podwójnej liczby boków, nie szukając jego 
boku a, Jakoż, nazywając S tę powierzchnię, mamy: 

S =trój. AOC ж 2п == п. ОС, AD; 
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Ww 1ẹC S — naR . 
2 


Zastosujmy. — W sześciokącie а = R; więc bok dwunasto- 
‘kata foremnego jest 


° — RE RSE 452 \ Moj 
a= Мон пуа в =RV2—V 3 =z(V 6— М); 


a powierzchnia dwunastokąata, 5 = AR W. 


Na zastosowanie drugiej formuły, кшй boku a pięciokąta 
foremnego, znając bok dziesięciokąta foremnego. 


Wiemy że а =z(V5—:); 
À PES зы К ле. „łą 
więc а= (5—1) м? — 7 (V5—1), 


albo а= У 1)Y/10+2V 5=GV10—2V3. 


ZAGADNIENIE VII. А 


Mając dany promień koła i bok wielokąta foremnego opisanego, 
znaleźć bok wielokąta foremnego opisanego podwójnej liczby boków. 
I NAWZAJEM. 


Niech będzie CD = b bok wielokąta forem- 
nego opisanego na kole promienia R. Popro- 
wadźmy ӨС, OD, i styczne AE, BF. Bokiem 
wielokąta foremnego opisanego, podwójnej 
liczby boków, będzie EF =V'. 

Mamy AE = EK = $%' ; a trójkąty podobne sij CKO dają 


ре Мети Е 


SAB > 


ПД 
Z ій _ 
б R W 
9 КЕЕ е 
więc y= zY Мав? + 2—9). 
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NAWZAJEM, rozwiązując poprzedzającą formułę na b, otrzy- 
mamy. 
SRY 
т =P" | 


ZAGADNIENIE VIII. 


Mając dane obwody pi P dwóch wielokątów foremnych podo- 
bnych, wpisanego i opisanego, znaleść obwody р'і P' wielokątów 
foremnych wpisanego i opisanego podwójnej liczby boków. 


Niech będą AB i CD boki wielokątów p i P. 
Połączmy wierzchołek A z punktem zetknięcia 
K,i poprowadźmy styczne AE, BF. Proste 
AK, EF będą bokami wielokątów p', Р". 

Oznaczając przez n liczbę boków wielokątów 


р. P, mamy 
p=m.AH, P=n.0B; p'=m.AK= ln. GK, 


 P=lm. EK. 
Teraz w trójkącie COK, dwójsieczna ОЕ daje 
ЕК. OK ОА р. 
BG 66. 60 58: 


EK p р! p 
ztąd BKKEG Pop albo TERET 
więc p! — 27P_ < 

~ P+p 


Ta formuła pokazuje że obwód Р! jest średnią harmoniczną 
między obwodami Р ір, 

Żeby teraz wyznaczyć р’, uważajmy że dwa trójkąty prosto- 
kątne EGK, AHK, mające kąty ostre K i A równe, są podobne i 
dają 


AH ОК nm p 
жа == albo -=> 
AK EK p' 
więc p =V pP · 
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UWAGA. P— p< дыг 


и ZAGADNIENIE IX. 

Mając dane powierzchnie A i B dwóch wielokątów foremnych po- 
dobnyeh, wpisanego i opisanego, znaleść powierzchnie A” i В' wielo- 
kątów foremnych wpisanego i opisanego podwójnej liczby boków. 


Powtarzajac wykreślenia poprzedzającej 
figury, mamy 
А = 2n . trój. АОН, B=2n. trój. СОК; 
А' = m, trój. АОК, В’ = ím. trój. AOE. 
Trójkąty AOH, AOK, równej wysokości, 
mają się jako podstawy, 


AOH он " 
AOK OK 
Dla tej samej przyczyny trójkąty АОК, СОК dają także 
AOK ы ОА 
сок ос 
Ale w trójkącie COK prosta AH, równoległa do boku CK, 
| ОН ОА 
daje OK" бб 
AOH AOK А А 
Zatem KOK GOK albo ru р B ; 
więc A'= V А.В 


Aby wyznaczyć B', uważajmy że dwa trójkąty AOE, COE, ma- 
jace równą wysokość, są proporcyonalne do podstaw 


АЙЕ 0А е 0A_OH_A т АОБА. 
OE o РОКА СОЕ" A 
AOE А SEBES 
7, Жаз E «ho. aae 
zywe EF Ta нә a E 


http://rcin.org.pl 


264 KSIĘGA CZWARTA. 


2A.B 
ле В’ = ү; 
więc гуе EEY () 
UwaGA. — Szukajmy różnicy B'— А’. Mamy © 
2A. B — VA.B(VB—VA) 
B —A'= — —V A.B= — А 
А+У А.Б VA+VB 


albo, mnożąc oba wyrazy przez  Y/ B+ VA, 
V A. 5(B— A) 
A-+B+-2Y A.B 


1 
Owoż, średnia arytmetyczna 5 (А +- В) jest większa od średniej geome- 


лды 


туспе ү A.B; 


V A.B(B—=A) B— 
więc ВА — albo pae нса 
АУ А.Б U 


Dla zogólnienia zamieńmy znamiona na wskazy, bądzie 
В,— А,< (В — А); następnie B,—A,<;(B, —A,),... 
В. — AE (В... Aai )М 


7лаа, mnożąc powyższe nierówności stronami, otrzymujemy 
B—A 


R=A,< Ет ЫШ 


Ten wynik dowodzi że różnice powierzchni B~- А, 1„—А,,.. ma- 
leją coraz bardziej, i maja za granicę zero. 


(*) Można inaczej wyrazić powierzchnię ТУ. 
tr. AOE _ OA tr AOK _ А' 


ш; i. COE ОС .СОК B 
AOE A' в А 
ДР ТИНИН. SAKE а road, 
pe ROEF COE Bpa 209 sk" BER 
авл’ 
; Ez 
więc BEN 


To pokazuje że powierzchnia B’ jest średnicą harmoniczną między powierz- 
chniami B i A’ 
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ZAGADNIENIE X. 


Znając promień R i ароѓете r wielokąta foremnego, znaleźć pro- 
mień R' ё apotemę т wielokąta foremnego RÓWNOOBWODOWEGO po- 
dwójrej liczby boków, 


G Niech będzie AB bok wielokąta foremnego 
AZT > aR ` p MO 
Ś K A danego, ОС = R jego promień, OD = » apote- 
хү та. Poprowadźmy cięciwy AC, ВС. Linia EF 


jest równoległa do boku АВ i równa jego po- 
Р. łowie, a kąt środkowy EOF = : АОВ : więc EF 
jest bokiem, OE promieniem R’, OK ароіета 
r wielokąta foremnego równoobwodowego podwójnej liczby 
boków. 
Punkt K jest środkiem strzały CD ; 
06—00 0с + 0р 


więc OK = OD + 


GLS E ан, 
. 
R+r 
albo "=——. 
1100 Ш 9 
Teraz, w trójkącie prostokątnym СОЕ, bok ОЕ = ү ОС х ОК; 
więc = уң, 


Szukajmy jeszcze różnicy А —?7". Jeśli promieniem ОЕ, zakre- 
ślimy łuk koła EIF, będzie strzała IK < 4CD. Albowiem punkt I 
leży na dwójsiecznej kąta CEF, i prosta IK jest prostopadła do 
ramienia EF a prosta IQ pochyła do ramienia EC tego kąta; to 
pokazuje że ІК < IC, a temsamem IK < {СК albo IK < 4CD. 
R=<r 

l 

UWAGA. — Formuly dające wartości r! i R” są proste, i do rachunku 
przybliżonego dogodne; bo wiemy że drugą można zastąpić przez pierwszą, 
gdy połowa żądanych cyfer już wyznaczona. Ale formuły dwóch poprze- 
dzających zagadnień nie zdają się przedstawiać tych korzyści. Jednakże, 
aby je uczynić dogodniejszemi, dość wziąć odwrotności. I tak, formuła 


ол. В 4, 4%. Т. 
t= —— daje —=—=-{- — |=-| — — 1, 
=". PB GS) Eta) 


uważając że A.B=A". 
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БЕ 1 / 4.4 
t= i == —. =. 
Z formuły A= А.В  wywodzimy Pr \ 1 5 
2Pp PEM | ( 1 
Tak samo, formuła pP = за daje т=з +5) ; 
* = 1 йж. ЫЫ 


fi l= У i -> = . — o 
a z formuly р'== № pl wynika 5 № 5 р 


Te wyniki otrzymuje się wprost geometrycznie, sposobem eleganckim о 
którym dobrze jest wiedzieć. 
Jakoż, 1° wiemy że (fig. zag. 9) 


A OH ОА «W OH OK OG 
мок бб ЕЁ? Кай Шо => 
Ж”, А, A 
Nadto, 
ОА _ їг. ОЛЕ _ OH albo oH OK _ он-ок | 
OG ir. ОСЕ оК? OAE * OCE = OCK Ы 
| zkąd OH _ ;(0H-|-0K) 
4 1 
B В' 
OH _ ОК ос +(0H -|- OK) м 
Zatem . dz tai dw wo: GM . 
BW, R Б/ 


Owoż, na mocy pierwszej równości, OK =0H.0C; więc 


powo 1 E |. 


2° Ponieważ obwody wielokątów foremnych po- 
dobnych są proporcyonalne do ich apotem, poprowa- 
dziwszy prostopadłę OL do OK, mamy 


p OH р _0G _OL 
Р OK P OK OG 
OK он 1 960, 
ка]! 4 
P P g p 
Owoż, trójkąty podobne ОСК, АНК dają 
охи р. ОК 00, 
oG АН p "AMEA 
> р р! 
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zatem 
p p р! р/ 
Teraz uważajmy że OL—=:(0H--0K), i OG=Y OK.OL; 
1 


| 1 1 1 (ШЕ 
więc n=z(z+5)* i "WZ p 


UWAGA = mm mma 


ZAGADNIENIE XI. 


Mając dane promień i apotemę wielokąta foremnego, wyrachować 
promień i apotemę wielokąta foremnego RÓWNOWARTEGO podwójnej 
liczby boków. 


Niech będą О środek, AB bok, ОА = R pro- 
mień, OD = r apotema wielokąta danego. Aby 
otrzymać wielokąt równowarty i podwójnej 
liczby boków, zamieńmy trójkąt AOD, który 
jest połową trójkąta АОВ, na trójkąt równo- 
ramienny i równowarty EOF. Wtedy O będzie 
środkiem, a EF bokiem wieiokąta szukanego; zatem OF = Н’, 
Об = т. 

Owóż, dwa trójkąty ЛОР, EOF, równowarte z przypuszczenia, 
i mające kąt spólny O, dają (7 wn.) 

ОЕ =0A x OD; міс R=VRx<r. 
Przedłażmy DO aż do przecięcia Н z okręgiem, i połączmy АН. 
Dwa trójkąty prostokątne FOG, AHD sa podobne i dają 

OG _ OF, DH . OF 
DH AH AH 


Więc ТАМ OM w ху: :). 
V 2R(R--») 


пай 06 = 


` 


UWAGA. M ZZ. 
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MIARA OKRĘGU I POWIERZCHNI KOŁA. 
OKREŚLENIE IL. — Dwa łuki, dwa wycinki, dwa odcinki dwóch 
kół różnych nazywają się podobnemi, gdy odpowiedają dwom 
katom środkowym równym. 


a Wiemy że długością linii -prostej jest jej stosunek do innej 
prostej wziętej za jedność; pojmujemy także wielkości względne 
dwóch łuków jednego koła, bo możemy je porównać z trzecim 
łukiem tego samego koła, przyzwoicie dobranym, który przeno- 
simy na te łuki tyle razy ile można ; liczby wskazujące ile się razy 
ten tuk w nich mieści dają stosunek dwóch łuków. Ale, jeśli 
chcemy porównać dwa łuki kół różnych, albo łuk koła z linią 
prostą, powieważ niema żadnej linii któraby, przeniesiona па ta- 
kie dwie linie, przystawała do każdej, trzeba, dla wyobrażenia 
wielkości względnych, określić co należy rozumieć przez długość 
łuku koła. Dwa następujące twierdzenia ułatwią to określenie. 


TWIERDZENIE XIX. 


Linia WYPUKŁA jest mniejsza od wszelkiej linii która ją otacza od 
jednej skrajności do drugiej. 


NĄ Niech będzie linia wypukła ABC otoczona, 
r ЕТ od skrajności A do В, jakąkolwiek linia ADB. 
Б Oczywiście między różnen:i drogami, jako 


сара ACB, ADB, które ida od A do В, jest przynaj- 
s/ т mniej jedna najkrótsza ; jeśli więc linia wy- 
/ ( ) \ pukła niejest tą najkrótszą drogą, to musi nią 
$ JA / być jedna z otaczających, dajmy na to ADB. 
A Owoż, jeśli przez punkt С linii АСВ, poprowa- 

œ! dzimy stycznę ECF która spotka tę linię, jako 
wypukłą, w tym tylko punkcie, a przetnie otaczającą ADB 
w punktach E i F, będzie prosta EF mniejsza od krzywej ЕРЕ; 
więc linia otaczająca AEFB jest mniejsza od otaczającej AEDFB, 
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któraśmy wzięli za jedną z najkrótszych. Ta dowodzi że między 
liniami otaczającemi wypukłą ACB niema najkrótszej drogi od 
A do B; wiec ta drogą, krótszą od otaczających, jest linia wy- 
pukła ADB. e 18 

WNIOSEK. — Linia WYPUKŁA LMN jest mniejsza od wszelkiej 
linii EFQS która ją ze wszystkich stron otacza. 3 

Jakoż, poprowadźmy stycznę SMT, będzie * 

SMT < SQT, 
ana mocy powyższego twierdzenia, i t 
МХМ < MS + SRPT +TM; ` 
więc, dodając, otrzymujemy 
; LMN < SRPTQ. 


TWIERDZENIE XX, 
"Łuk kola jest granicą linii łamanej wpisanej, 


Niech będzie linia łamana 
jakakolwiek ABCD, wpisana 
w łuk koła AD. Poprowadźmy 
styczne A'B', B',C',... równo- 
ległe do cięciw АВ, BO,... i 
zawarte między normalnemi 
ОА, ОВ, ОС,.... Те styczne 
które są bokami opisanemi na łuku AB, nie stanowią koniecznie 
linii ciągłej; ale każdy z boków opisanych jest większy od 
łuku odpowiedającego. I tak, bok A'B' jest większy od łuku 
AB; albowiem, jeśli na obydwóch skrajnościach łuku poprowa- 
dzimy styczne AM, BN, będzie MA'>MA i NB'> NB; 
a że linia łamana АММО jest większa od łuku AB, więc tem 
barzdiej bok A'B' większy od łuku AB. 

Nadto, gdy się powiększa ciągle liczbę boków łamanej wpisa- 
nej, różnica dwóch boków odpowiednych, wpisanego i opisanego, 


AB OH A 
AB ORK’ a różnica 


jako AB i A'B', maleje coraz więcej; bo 
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HK, między promieniem OK i apotemą OH, mniejsza od cięciwy 
AK, jest tem bardziej mniejsza od łuku AB, który może być 
: i i AB 
wzięty tak mały jak się podoba. Więc granicą stosunku АП? 

jest jedność ; co zresztą przez się widoczne. 

Okazawszy to, oznaczmy przez l, /', /"... boki wpisane AB, 
BC..., przez L, L', L"... boki opisane, A'B', B'C/,.... przez 
ү") ү?) 
15 i 16. największy i najmniejszy ze stosunków, będzie (°) 
ү) T E [» 

е 1%) L--L' + + L' -- LP 
Owoż, gdy boki łamanej wpisanej dążą do zera, wtedy, jakośmy 
jm [?) 
dopiero co dowiedli, gr. 15 == 1 9-16 = 


de | UPER je АШИ! +...) 

Teraz uważajmy że łuk koła AD jest zawarty między summami 
ltp l +... 1 LĘL'+L" +-...które mają spólną gra- 
nicę ; więc tą granicą jest łuk koła AD. 

Ztąd wnosimy że, linia łamana wpisana w łuk koła AD, jaka- 
kolwiek jest ustawa wedle której rośnie liczba jej boków i każdy 
dąży do zera, ma zawsze tę samą granicę, to jest łuk AD. 

Możemy teraz dać określenie długości łuku koła, i temsamem 
długości okręgu. 

OKREŚLENIE Ш. — Dzucością łuku koła jest GRANICA do której 
daży oBwób linii łamanej wpisanej w ten łuk, gdy liczba boków 
rośnie nieskończenie, i każdy bok zbliża się coraz bardziej do zera. 


TWIERDZENIE XXI. 


Okregi dwóch kót są proporcyonalne do promieni. 
Niech będą R i R' promienie, С i С' długości dwóch okręgów; 


(*) Zobacz naszą лкутметуку rozdz. stosunki, 
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A Р Р i P' obwody dwóch wielokatów fo- 
4 у үе h, równej liczby boków, wpi- 
7 (У) \ м w te okręgi; тату (17) 


e) t 
== " albo = 


Ta proporcya istnieje ы 2 są boki dwóch wielo- 
katów wpisanych ; owoż, im bardziej powiększy się liczbę boków, 


Т “ый. Pay АТЫ ; : 
tem więcej stosunki zmienne кі p» ciągle równe, zbliżą 


. СТЕ А ; ; 
się do swych granic к | p? Wiec te granice są równe, 
CE 
to jest с=з К: 
o jes RW 


WNIOSEK. — Ztąd wynika że stosunek okręgu do srednicy jest 
liczbą stałą. 
' U 
Jakoż, proporcya i=W albo = a pokazuje że 
stosunek okręgu б do średnicy 2R, jako równy stosunkowi 
wszelkiego innego okręgu С’ do jego średnicy 2R', jest ten sam 
we wszystkich okręgach. 


Nazywając tedy, jako zwykle, т ten stosunek, mamy & 


м 


* == skade C= 2R: 


Więc długość okręgu С równa się wieloczynowi ze średnicy 
przez liczbę m. 


Liczba я jest niespółmierna (*), pokażemy niebawem jak się 
otrzymuje. 


Oto. wartość т na mniej niż S jej odwrotność i logarytm. 
n =3,111592653589793238462643383279... 
- = (.318350988618579067153... 
log. т = 0,49714987269413385435, 


П. — Długość łuku n stopni w kole promienia R. Ponieważ 


(*) Zobacz notę na kóńcu dzieła. 
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długość łuku 180° w kole promienia R, czyli długość półokręgu 
3 еі : ЕЕ zR А 
jest «Н, długość łuku 1 slopnia wyraża się przez 180 “1% 
oznaczając przez / długość łuku n stopni w kole promienia R, 
będzie 

ит. ы 


ps: 


180 


. . . . t . 
Za pomocą tej formuły, znajduje się łatwo łuk koła mający 
długość równą promieniowi, Jakoż, czyniąc / = R, otrzymujemy 


180° 
n = —— == 180° x 0,31830988.. = 57° 17' 11'',80, 
т 


te 
PRZYKŁADY : 
19 Jaka jest dtugość okregu którego promień та 0™,64 ? 
Mnożąc promień 0”,64 przez 2m == 6,283.. wartość na mniej _ 
niż 0,001, znajdziemy że szukana długość okręgu jest 4*,02 na 
mniej niż centymetr, przez niedostatek. 


29 Jaki jest promień okręgu długości 5", ? 


ja A | 
Mamy R= ©з К 2"=,7 X 0,3183 == 0",859 na mniej 


niż millimetr. 
30 Jaka jest długość łuku 2436! w kole promienia 0,15 ? 


36 2. 4122 
== —- = 9/ = ам. 
Mamy tu n А. 24 + = 
Zatem, . . 
Ы 0", 75 h 499 Xp Sm X6lr _ 183" X 3,141 
l= a = = = 031 
5.180 1800 1500 
s na niniej niż centymetr. 
це Jaki jest promien kota w którem tuk 30° ma 2 metry ? 
mu Lal «n=$80; zatem 
- «2% x480 „,..i 9 | 
| Rz 180 дон 1. дон x 0,31830 —=30,810.. 
907 { т « 


` 


па mniej niż millirhetr, 


^ 
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TWIERDZENIE XXII. 


„Dwa łuki kół podobne sa proporcyonalne do swych promieni. 


273 


Niech będą, (figura poprzedzająca) w kołach promieni R i В’, 
dwa łuki podobne ABi A'B', odpowiedające kątom środkowym 


AOB i A'O'B'. Mamy 


AB AOB : A'B' 


—— — 1 
xR ц? 27R' 


И AB AB' 
Więc R" albo 


AB 


TWIERDZENIE XXIII. 


4 


AB 


A'O'B' 


R 


R" 


W dwóch kołach jakichkolwiek, kąty środkowe mają się jako sto- 


sunkt łuków objętych do promieni. 


Niech będą, w dwóch kołach promieni R i В’, dwa łuki AB 
i А'В' odpowiedające kątom środkowym О i O'. 

W kole promienia R, stosunek kąta środkowego AOB do kąta 
prostego równa się stosunkowi łuku odjętego AB do ćwierciann 


trR, to jest 


АОВ АВ 
r a=" 
Tak samo, w kole promienia R' 
A'O'B' _ A'B' 
1 PIR R ў 


Więc, dzieląc stronami, otrzymujemy 


AB 

AQB "RU 

АОВ AB 
WU 


WNIOSEK. — Jeśli za jedność katów weźmiemy kat środkowy 
A'O'B', obejmujący łuk A'B' równy swemu promieniowi E 
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powyższa równość da miarę kąta środkowego AOB, i będzie 
AB 
АОВ = R 
Ten ważny wynik pokazuje że, w jakiemkolwiek kole, kat środ- 
kowy ma za miarę stosunek tuku objętego do promienia; byle za 
jedność kątową wzięto kąt obejmujący łuk równy swemu pro- 
mieniowi. 
Jedność linijna zostaje tu zupełnie dowolna, a kąt wzięty za 
jedność jest, jako wiemy, 57°47'44" 80. W tem założeniu, kąt 


prosty ma za miarę = ўт = 1,5707...; kat 45% za mia- 


ге т; еіс. 

11.— Је) oznaczymy przez a miarę kąta środkowego odniesiona 
do powyższej jedności kątowej, przez / długość łuku przejętego 
na okręgu promienia R, otrzymamy dwa równie użyteczne wyra- 
żenia, 


z| 


а= albo ¿=aR. 


TWIERDZENIE XXIV. 


Powierzchnia koła ma za miarę wieloczyn z okręgu przez połowę 


promienia. 
> 


Dowiedziemy najpierwej że powierzchnia koła jest granica po- 
wierzchni wielokąta wpisanego, którego liczba boków rośnie 
nieskończenie i każdy bok dąży do zera, wedle ustawy jakiej- 
kolwiek. 


|> "mg Niech będzie wielokąt ABCDE wpisany w ko- 

f ło O. Powierzchnia tego koła składa się z po- 
ii A N wierzchni wielokąta ABCDE iz summy odcin- 
W | ków kół takich jako ABK, BCL,.. Owoż, odcinek 
\ // koła ABK jest mniejszy od prostokąta mającego 


Ав za podstawę cięciwę AB i za wysokość strzałę 
HK, a tem bardziej mniejszy od prostokąta mającego za pod- 
ә 
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stawę długość łuku АКВ i za wysokość tę samą strzałę. Więc, 
oznaczając przez / największą strzałę tych odcinków, przez С 
długość okręgu, summa powierzchni wszystkich odcinków bę- 
dzie mniejsza od summy wieloczynów: łuk AB./ +-łuk BQ./+-..., 
to jest mniejsza od Cf. Ale, gdy cięciwy dążą do zera, ich strzały 
dążą także do zera; więc gr. С/ = 0. Ztąd wnosimy że powierz- 
chnia wielokąta wpisanego w koło O, jakakolwiek jest ustawa 
wedle której rośnie liczba boków i każdy bok dąży do zera, ma 
zawsze tę samą granicę, która jest powierzchnią koła O. 

Teraz, aby wyznaczyć powierzchnię koła О, wpiszmy w nie 
wielokąt foremny ABCDE. Wiemy że, nazywając p obwód, a apo- 
{еше wielokąta foremnego, jego powierzchnia 8' ma za miarę 

5'==р.{а. 

Owoż. gdy liczba boków rośnie coraz więcej, te boki maleją, 
i powierzchnia S' wielokąta dąży do powierzchni 5 koła O, 
obwód p do okręgu C, apotema a do promienia R; więc, prze- 
chodząc do granicy, mamy 

S=C.;R 4). 

WNIOSEK. — Jeśli, w powyższej równości, zastąpimy okrąg С 

przez jego wartość 2rR, otrzymamy 
S' = rR? (2). 
_ Ta formula, dogodna w zastosowaniach liczebnych, wyraża 


powierzchnię koła w funkcyi promienia, i nawzajem daje pro- 
mień koła gdy powierzchnia jest wiadoma. 


Nazywając d średnicę koła, będzie R = 11; zatem 
S= prd”. 
Ten wynik daje powierzchnię koła w funkcyi średnicy. 
Jeśli wyrugujemy R za pomocą formul (1) i (2), znajdziemy 
CA 


formulę тт Е (3) 


która daje powierzchnię koła gdy okrąg wiadomy, albo ten okrąg 
gdy powierzchnia jest wiadoma. 
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PRZYKŁADY : 


4° Znaleźć powierzchnię koła którego średnica jest 3" ,5. 


35ү, > 
Mamy S=r а |= 1r.12,25. 
Biorąc za т wartość 3,1415 otrzymamy S= gr 62, 


na mniej niż poł decymetra kwadratowego. 


20 Znaleźć promień koła którego powierzchnia jest 12 metrów 
kwadratowych. 
Mamy sh = 19; 


1 c 
ztąd R= Ņ\/ 12x -= Y 12 x 0,31831 = 17,95 
т 


na mniej niż centymetr. 


3° Jaka jest powierzchnia koła którego okrąg ma 1 metrów ? 


Formuła (3) daje = се. 0,31830 — 3" 90. 
т 
na mniej niż pół decymetra kwadratowego, przez zbytek. 


11. Powierzchnie dwóch kół są proporcyonalne do kwadrvtów 
z promieni. 

Niech będą S i S' powierzchnie dwóch kół, R i R' ich promie- 
nie; mamy 


2 
М ЖЕШ И. sia ИЕ. 


SS pó 

UWAGA. —Koło jest równowarte trójkatowi którego podstawa ma długość 
okręgu a wysokość równa promieniowi; albo, biorąc promień za jedność, 
koło jest równowarte prostokątowi którego wysokością jest jedność linijna 
a długością podstawy liczba т, Gdyby więc znaleziono linię prostą dłu- 
gości т, wtedy średnia proporcyonalna między podstawą i wysokością 
tego prostokąta byłaby bokiem kwadratu równowartego kołu. Rozwiązanoby 
tedy sławne zagadnienie hwadratury koła, które zeleży na tem żeby, za 
pomocą liniału i cyrkla, to jest kreśląc linie proste i koła, wystawić kwa- 
drat równowarty danemu kołu (*). 


(*) Zobacz notę na końcu dziela. 
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А + 
А : 
TWIERDZENIE XXV. 


Powierzchnia wycinka kołowego ma za miarę wieloczyn z jego 
łuku przez połowę promienia. 


Jakoż, mamy widocznie 
А \ мус. АОВ łuk, AB 
| IN «А? 270A 
/ 
h albo, mnożąc oba wyrazy ostatniego stosunku 
763 przez połowę promienia ОА, 
wyc. АОВ łuk. AB x 40A 
„Од? | 2m. ОА х 10А 
Owoż, mianowniki tych stosunków są równe; więc 
wyc. АОВ = łuk. AB x :0А. 
UwAGA. — Dochodzi się wprost do tego wyniku, uważając wycinek koła 
jako granicę wycinków wielokatnych foremnych wpisanych, których boki 
dążą do zera, 


WNIOSER. — Oznaczając przez S, х i R powierzchnię, kąt i pro- 
mień wycinka kołowego, mamy 


Sa ć RO 7 
T = więc S= R - 
A jeśli nazwiemy n° liczbę stopni kąta a, będzie także 
A 
360 
formuły dogodne do liczebnych zastosowan. 
П. — Dwa wycinki podobne sa proporcyonalne do kwadratów 
z promieni. 


Nazwijmy S iS' powierzchnie dwóch wycinków podobnych 
mających kąt а i promienie R, R'; będzie, na mocy poprze» 
dniego wniosku, 


WIęc R ш 
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IM. — Powierzchnia odcinka kołowego АВС równa się różnicy 
powierzchni wycinka OACB i trójkąta ABO. 

Gdy cięciwa AB jest jednym z wiadomych boków wielokątów 
foremnych, wtedy można wyrachować w funkcyi promienia po- 
wierzchnię trójkąta, i temsamem powierzchnię odcinka. W in- 
nych przypadkach trzeba użyć 7rygonometryt. 


PRZYKŁAD. — Znaleźć powierzchnię odcinka 120° w kole promie- 
nia 8”. са 

Cięciwa łuku 120%, w kole promienia 8%, równa się 8V 3, 
zatem trójkąt ОАВ ma za miarę ;.8y/3 И — 18 — 163; 
айе miara wycinka ОАСВ równa się $r. 8; więc powierzchnia 
odcinka ABC jest k 

S=4r . 64 —16 V 3 = 4E (lr —3 V 3) = 37,9077 

na mniej niż centymetr kwadratowy. 

1V. Dwa odcinki kołowe podobne sa proporcyonalne do kwadratów 
z promieni, 

Nazwijmy W i T powierzchnie wycinka i trójkąta, których róż- 
nicą jest pierwszy odcinek; W'i Т powierzchnie wycinka i trój- 
kąta których różnicą jest drugi odcinek. Ponieważ wycinki Wi 
W' są podobne, i trójkąty T i T' także podobne, oznaczając 
przez R i R' promienie, mamy 


5 2 GO 2 

WAP Bo 27 8 

W pR? T W—T p? 
TWIERDZENIE XXVI. ы 


Powierzchnia trapezu kołowego ma za miarę wieloczyn z połowy 
summy podstaw przez wysokość. 


SS Trapez kołowy ABED jest różnicą dwóch wycinków 
/ \ podobnych ОАВ i ODE; jego podstawami sa łuki AB 
( o \ 1 DE, a wysokością różnica AD promieni. Jeśli oznaczy- 
\ в we / my przez a miarę kąta środkowego O, długości podstaw, 


реда АВ = aR і DE = ak, powierzchnia 5 trapezu 
kołowego ABED wyrazi się przez 
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2 n 

ш. a АГА 
"AE" 
з i 
Więc Sm Ta AD. 
UWAGA. — Powiezzchnia trapezu kołowego 
P 4 ABDC równa. się wieloczynowi z wysokości BD 
„7 P przez łuk koła GH równo oddalony od pod- 
PORZE a —K staw ; albowiem ten trapez jest równowarty 
ар | —E trapezowi prostolinijnemu ВЕЕР, w którym 
R podstawa ВЕ równa łukowi AB; etc. 


ZAGADNIENIE XII. 


Wyrachować stosunek okręgu do średnicy, z przybliżeniem wy- 
znaczonem, 


Formuły C=23xR (1), і S=sR (9), 
- e: 36 5 _B8 
z których wywodzimy TWO Acz w 


nastręczają cztery elementarne sposoby wyrachowania liczby +. 

Jakoż, dając sobie promień R, można, za pomocą zagadnień 
poprzednio wyłożonych, wyrachować okrąg С albo powierz- 
chnię koła 8, z przybliżeniem wyznaczonem. To stanowi metode 
obwodów i metodę powierzchni. 

Można także, dając sobie długość C okręgu, albo powierzchnię 
S koła, wyrachować promień R. To stanowi metodę wielokątów 
równoobwodowych i metodę wielokątów równowartych. 

Aby pokazać jedynie możebność takiego rachunku, wyłożymy 
dwie z tych metod. 

4° Metoda obwodów. Na R=4, formula (1) daje r =40; 
więc т wyraża długość półokręgu którego promień wzięto za jed- 
ność. To pokazuje że półobwód, wszełkiego wielokąta wpisanego 
w okrąg promienia 4, jest wartością liczby т przybliżoną przez 
niedostatek, a półobwód wielokąta opisanego na tym okręgu jest 
wartością т przybliżoną przez zbytek, Więc jeśli, zaczynając np. 
od sześciokąta foremnego, wyrachujemy, za pomocą formuł 
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zag. VII, półobwody wielokątów foremnych, wpisanego i opisa- 
nego, liczby boków 12, 24, 48..., otrzymamy wartości coraz mniej 
od siebie różne, które będą zawierały liczbę т; ich cyfry spólne 
będa należały do prawdziwej wartości r. 

Та metodą, ARCHIMEDES, najsławniejszy z matematyków, wpi- 
sując i opisując sześciokat foremny, potem dwojąc liczbę boków 
aż do wielokatów mających 96 boków, dowiódł pierwszy że 
liczba ~ mieści się między 34% i 34%. Ostatnia wartość 34 
czyli *2, która przewyższa т mniej niż półsetną jest dostateczna 
w wia zastosowaniach. 


Adryan Metius, matematyk hollenderski XVII** wieku, znalazł 


2; 855 т ЕА 
dla т wartość 112? przybliżoną na mniej niż , przez zbytek: 
łatwo pamiętać tę liczbę, bo się otrzymuje pisząc dwa razy każdą 
ze trzech pierwszych liczb nieparzystych 113355, i przedzielając 
na połowę. 

Metoda obwodów, prosta w zasadzie i jasna w teoryi, jest 
nader mozolna w zastosowaniu. Ale można znacznie ułatwić ra- 
chunek, szukając odwrotności obwodów zamiast samych obwo - 
dów. Jakoż, formuły 


4 „A/4 =) 
P=3 3) =V; F 


ү 1 
prostsze od formul zag. VIII, pokazują że liczby 2 Pp 


, 5o "FAM 
2 Pa 
są naprzemian średnią arytmetyczną i кайый, А 
dwóch bezpośrednio poprzedzających ; со wiele uproscza ich ra- 


chunek. 

Więc, jeśli w formule C= 2rR weźmiemy R =} co daje 
C=r albo = odwrotności Б г wszelkiego wielo- 
kąta foremnego opisanego i wpisanego będą wartościami dla 1, 
przybliżonemi pierwsza przez niedostatek drugo przez zbytek. 
Owoż, różnica А — 5- jest mniejsza od =- т) tem- 


Pn Po 
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1 NZ A 

samem SE < —f -—= ); co dowodzi że te różnice mogą 
7 OP "APE 

stać się mniejszemi od wszelkiej ilości danej, byle tylko wzięto n 


Р 4 


dostatecznie wielkie. Ztąd wnosimy że liczby Š, = "po h БҮТ 
' 8 2 


А е Бе: ыл 1 ER 1 x 
naprzemian mniejsze i większe od — , mają liczbę — za granicę. 
т т 
Aby znaleźć przyblizoną wartość liczby А ‚ zacznijmy od kwa- 
т 
dratu. W kole promienia +, obwody kwadratów wpisanego i 


5 5 4 4% 4 Тыл 

opisanego są p=2v2 i P=h; zatem PR aid 2. 
aa dacia, А А 

Jeśli teraz będziemy uważali że ГА jest średnia arytmetyczna mię- 

1 

h 


dzy 014, a zaś $V? średnią geometryczną między 5 i 
przyjdziemy do następującego zadania : 

Liczba - jest granica do której dążą liczby szeregu utworzonego, 
zaczynając od 0 i $, i biorąc naprzemian średnię arytmetyczuą i 


średnię geometryczną między dwiema bezpoórednio poprzedzającemi. 
Oto obraz rachunków aż do wielokąta 128 boków. 


LICZBA BOKÓW WARTOŚĆ 5 WARTOŚĆ 2 
1 1 ; 
[Д = == 0,2500000 = = 0,3535534 
P p 
4 4 
8 p 0,3017767 — = 0,3266407 
' M 
1 1 
16 =- = 0,3142087 — = 0,3203644 
Р, Р» 
1 1 
32 — == 0,3162867 — = 0,3188217 
P, Pa 
4 5 1 
64 — = 0,3180541 — = (),3184377 
Р, M 
1 1 
128 — == 0,3182459 —=0,3483418 


› 


http://rcin.org.pl 


5 


a 
282 KSIEGA OZWARTA. 


Znajdujemy tym sposobem - == 0,318 na mniej niż jedną 


tysiączną; a można wziąć nawet 


т 
1 RZE 
— =0,3182, bo ta wartość jest 
т 


przybliżona na mniej niż 0,0001. 


; wa 1 
Zachodzi teraz pytanie, jaką wartość wyrachować dla =, 
т 


aby otrzymać r z przyblsżeniem wyznaczonem ? 


Wiemy (*) że, dzieląc 1 przez wartość 1 z błędem «, popeł- 
т 


niamy błąd ilorazu mniejszy od 


1 
ę' Омо, ga > 0,318; 
>= 
т 
zatem błąd ilorazu jest mniejszy od и czyli od 10. 


Więc, aby wyznacczyć т z przybliżeniem żądanem, dość zna- 

leźć wartość — z jedną cyfrą więcej, podzielić 1 przez tę war- 
т 
tość, i przestać па cyfrze dziesiętnej rzędu przybliżenia. 

Jeśli chcemy mieć m z sześcioma dokładnemi dziesiętnemi, 
trzebaby ciągnąć rachunek powyższego obrazu, aż do wielokątów 
których odwrotności obwodów mają siedem spólnych dziesięt- 
nych. Jednakże, doszedłszy do wielokąta mającego 64 boków, 
możnaby już uprościć działanie, zastępując średnię geome- 
tryczną przez średnię arytmetyczną; albowiem różnica 
1 1 ; s 
сше, Hr 0,0003836 pokazuje że błąd jest mniejszy od 

4 4 
(0,0004)? 4 А ow. AM 
8x 0,318 < 107 ten błąd maleje coraz bardziej, z przyczyny 

1 A 
55 maleje а 5 rośnie. Ale i ten łatwy rachunek nie jest po- 
trzebny ; bo można odrazu mieć średnię arytmetyczną nie szuka- 
jac poprzednich. Następujące twierdzenie posłuży do tego skróce- 
nia. 


(*) Zob. rozd, PRZYBLIŻENIA w naszej arytmetyce. 
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W szeregu rosnącym, którego kazdy wyraz jest średnia arytme- 
tyczną dwóch poprzedzających, wyrazy dążą do granicy która się 
równa pierwszemu wyrazowi więcej % różnicy dwóch pierwszych. 
Aby tego dowieśdź, uważajmy że, jeśli oznaczymy przez a 
i a+ 8 dwa pierwsze wyrazy szeregu, dwa następujące Беда 
i a-Hgó i atŅ. 
Owoż, ostatnie wyrazy można pisać: 
a-+i8—48 i a++; 
więc następujące średnie arytmetyczne są : 
a + 28 — 4,8 
a +- 38 + 435 
a + 38 — 58 
Widzimy teraz łatwo że wyrazy szeregu, na przemian mniej- 
sze i większe od liczby a + 36, dążą nieskończenie do tej liczby 
ktora jest ich granicą. 
Stosując twierdzenie do naszego rachunkn, mamy 
1 1 1 1 
р 0,3184377, 57 = 0,318054, p, — ту =0,0003836. 


4 Р, 4 l 4 


1 
Zatem = = 0,3480544 + 3. 0,0003836 — 0,3483098, 
т 
na mniej niż 0,0000004. 


Więc ostatecznie r = 3,141593 na mniej niż 0,000001. 


Metoda wielokątów równoobwodowych. Jeśli nazwiemy т pro- 
mień okręgu równego obwodowi kwadratu którego bok wzięto 

а 2 ; 
za jedność, formuła С = 2r% da ==: Ghodzi tedy о wyzna- 
czenie wartości promienia z. 

W tym celu, uważając że okrąg rz jest oczywiście większy 
od okręgu 2rr,, wpisanego we wszelki wielokąt foremny ró- 
wnoobwodowy z kwadratem, ale mniejszy od okręgu 2rR, 
opisanego na tym wielokącie ; łatwo widzimy że promień « mie- 
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ści się między apotemą 7, i promieniem R, ; a że różnica R„— r, 
dąży do zeza, w miarę jak п rośnie, ztąd wnosimy że 

Promień okręgu danej długości jest granica apotem i promieni 
wielokątów foremnych równoobwodowych 

Owoż, wiemy że w kwadracie obwodu 4 apotema r = i pro- 
mień R = > V2; jeśli będziemy zwałali że + jest średnią aryt- 
metyczną między 0 i 1, a zaś 5V3 średnią geometryczną między 
1 i4, przyjdziemy do następującego twierdzenia: 

Liczby szeregu którego dwie pierwsze są 041, akażda z następu- 
Jacych jest, naprzemian, średnią arytmetyczną i średnia geome- 
tryczną między dwiema bezpośrednio poprzedzajacemi, maja zu 
granicę promień okregu równego l. 

Na mocy tego twierdzenia, wykonywając po kolei rachunek 


apotem i promieni, aż do wielokąta 428 boków, znajdujemy na- 
stępujący obraz wyników. 


LICZBA BOKÓW. APOTEMA. PROMIEŃ. 
Giro б» r = 0,5000000 R == 0,7071068 
8..... r, == 0,6035534 R, = 0,6532815 
46... . r. = 0,6284174 R, = 0,6407289 
32..... r, = 0,6345731 R, = 0,6376435 
64... .. r, == 0,6361083 R, = 0,6368754 
428. „.. - r, = 0,6364919 R, = 0,6366836 


Teraz, ponieważ różnica R, — 7, = 0,0001917, można wziąć 
średnię arytmetyczną zamiast średniej geometrycznej; bo błąd 
(0,0002)3 1 
3 x 0,63 © 10% 

Zatem, stosując wiadome już twierdzenie średnich arytme- 


będzie mniejszy od 


tycznych, otrzymujemy 
2 = 0,6364919 + 5 x 0,0001917 = 0,6366197. 
2 
i = = — 3,141593. 
Więc «= oa n 
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na mniej niż jedną milionowąa. Co jest własnie wartością znale- 
zioną powyżej. 


1 
UwAGA. — Gdybyśmy wzięli C=2, inielibyśmy ткн ; wtedy, w kwa- 


dracie równoobwodowym, byłoby теў , R = V2; i rachunek 
wyznaczenia wartości ~ byłby zupelnie ten sam со w metodzie obwodów. 

Te jednakże metody, mimo znakomitych uproszczeń byłyby jeszcze 
bardzo mozolne, gdyby chciano znaleźć wartość т z wieloma dziesiętnemi. 
W ostatnich czasach, sposobami o których tu mowy być nie może, posu- 
nięto rachunek wartości m aż do 540 dziesiętnych. 


WIEDZA O LINIACH STOŻKOWYCH (*) 


` 


4 
WŁASNOŚCI FUNDAMENTALNE ELLIPSY 


ELLiPsA jest to linia krzywa płaska, zamknięta, i taka że summa 
odległości każdego jej punktu od dwóch punktów niezmiennych ró- 
wna się długości stałej. 


Te punkta niezmienne, które oznaczamy przez F i F', nazy- 
wają się ogniskami ellipsy ; linie MF, MF' łączące punkt M ellipsy 
z ogniskami są promieniami odzacemi tego punktu. Oznaczając 
przez AA' summę promieni wodzących, będzie dla każdego pun- 
ktu Mellipsy, 


MF -+ MF' =ZzAA' 
e Powyższe równanie daje prak- 
ai y 227 Я tyczny sposób kreślenia ellipsy 
) K 


/ 2N \ \ ортойпікот wiadomy. Krańcesznu- 
al LS 4 “№ JA kwa długość | się danej 
AEn / ilości AA', przywiązują się w ozna- 
zk S A czonych ogniskach F i F', a tyczka 
pionowa, wytężająca ten sznur 
w punkcie M, wzdłuż się pomyka; wtedy skrajność tyczki 


(*) Trzy linie krzywe ellipsa. hiperbola i parabola, która można otrzymać 
przecinając stożek kołowy płasczyzną, nazywają się dlatego stożkowemi. © 
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kreśli ellipsę ; bo summa MF + MF' jest ciągle równa długości 
sznura. 

Zmieniając długość sznura i odległość ogniskową ЕЕ! można 
otrzymać wszelką ellipsę. 

Wynika oczywiście z określenia źe ellipsa jest linią symetry- 
czną względem linii ognisk FF', i względem prostopadłej BB' wy- 
prowadzonej z jej środka O. T 

Punkt przecięcia tych dwóch osi symetryi prostokątnych jest 
środkiem ellipsy. Jakoż, niech będą: N symetryczny punktu M 
względem osi ВВ’, M' i № symetryczne punktów М і N względem 
osi FF'; jeśli połączymy M'N', czworokąt MNN'M' będzie wido- 
cznie prostokątem ; więc punkt O jest środkiem przekątnej MN! 
(I, 30, wn.). Owoż, punkt M jest wzięty jakikolwiek na ellipsie ; 
więc, na ellipsie, każdemu punktowi M odpowieda punkt № sy- 
metryczny względem punktu О. Ztąd wynika że środek O odle- 
głości ogniskowej FF" jest środkiem ellipsy. 

Można tego wprost dowieśdź. Niech będzie № symetryczny 
punktu M ellipsy ; poprowadźmy N'F i N'F', czworobok MFN'F', 
w którym przekątne ЕЕ’, MN! przecinają się na połowy w punk - 
cie O, jest równoległobokiem; zatem N'F +- ХЕ" = MF -- МЕ. 
Со dowodzi że punkt N' należy do ellipsy; więc punkt O jest 
środkiem tej linii. . 


W trójkącie ЕМЕ! ośrodkowa ОМ < МЕ + МЕ t ME. 
ш MF-+MF' = 20А, więc ОМ < 0А. 


To pokazuje że największym promieniem ellipsy jest OA, 
a najmniejszym OB. Dlatego też odległość AA' nazywa się wielką 
osig ellipsy, a odległość BB! mała osiq; skrajności tych osi A i A', 
B i B' są wierzchołkami ellipsy. 

Długość wielkiej osi oznacza się przez 2a, długość małej osi 
przez 20, a odległość ogniskową FF' przez 2c. 

Z istnienia trójkąta MFF'wynika że  2c<2a czyli e< a. 


с ; s ; 
Stosunek FL który oznaczają przez e, nazywa się ezcentry- 
cznością ellipsy. 


Taexcentryczność jest ułamkiem który się zmienia od 0 aż do 1. 
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Gdy c =0, ogniska F i F' ellipsy schodzą się w jej środku 0, 
i ellipsa staje się kołem promienia a. Zatem koło jest szczególnym 
przypadkiem ellipsy. 


Gdy c =a, excentryczność > i ellipsa staje się linia 
prostą FF' = 20. 

Ztąd wynika że ellipsa jest- tem więcej spłasczona im ma 
większą excentryczność, a tem bliższa koła im excentryczność 
mniejsza. 

R F Trójkąt prostokątny ОВЕ daje 
{ X 1 ё = + È; 


| 
z” NY 


/_|, to równanie wyznacza jedną ze trzech 


j————$ 
TR A * | lościa, b,e gdy dwie inne są wia- 
/ 
P4 dome. 
я” жазга 
~- Itak, c= +y а — b; 


więc aby, znając obie osie ellipsy, wyznaczyć jej ogniska, dość 
jest ze skrajności B małej osi jako środka, promieniem równym a, 
nakreślić łuk koła który przetnie wielką oś w dwóch ognis- 
kach Fi F'. 
Ziemia i wszystkie inne planety opisują w przestrzeni ellipsy 
których słońce zajmuje jedno z ognisk. 
Uważajmy teraz punkt K zewnątrz ellipsy, i połączmy go 
z ogniskami ; w trójkącie KFF' będzie (I, 1, wn) 
KF + KF' > МЕ + МЕ albo KF+KRF' > 3a. 
Jeśli zaś weźmiemy punkt H wewnątrz elipsy, trójkąt МЕЕ’ da 
HF + НЕ < МЕ + МЕ albo HF+-HF' < а. 
Więc, według jak summa odległości punktu od ognisk równa 
wielkiej osi, jest od niej większa albo mniejsza, ten punkt leży 
na elipsie, jest zewnątrz albo wewnątrz tej krzywej. 


ZAGADNIENIE XIII. 


Nakreślić ellipsę punktami znając obie osie. 


Poprowadź dwie proste АЛ’, ВВ’ prostopadłe do siebie w punk- 


http://rcin.org.pl 


288 KSIĘCA CZWARTA. 
p. В * cie О. Weź długość ОА = ОА' =a 
| długość OB = ОВ' = b. Z wierz- 
chołka B jako środka, promieniem 


A 0—+—4—A a nakreśl łuk koła który oznaczy 
йа AA! ogniska F i F'. Po czem, weź 

xX ty między temi ogniskami na AA' jaki- 

B kolwiek punkt K,i z punktów Fi Е" 


jako środków, promieniami odpowiednio równemi odległościom 
КА i КА’, nakreśl łuki kół ; ich punkta przecięcia Mi M' będą 
należały do ellipsy; bo 

МЕ + MF' =MF+-MF' = КА + KA' = 2а. 

Ale trzeba dowieśdź że te łuki przecinają sie. Owoż, odległość 
FF' środków kół jest oczywiście mniejsza od summy 2a ich pro- 
mieni ; więc, dla przecięcia dwóch kół, dość jest żeby ta odległość 
była większa od różnicy promieni, to jest żeby było 
FF' > KA' — KA czyli 2c>2a—2KA; zkąd КА > АЕ. 
Cowłaśnie jest warunkiem którego powyższe wykreślenie dopełnia. 

Przemieniając promienie można, temi samemi otwartościami 
cyrkla, otrzymać względnie do kożdego punktu К, cztery punk- 
ta M, M' i N, N'ellipsy. 

Jeśli punkt K jest w О, wykreślenie daje wierzchołki B i B' ma- 
łej osi elipsy ; a jeśli punki K jest w F albo w F', odpowiedające 
punkta ellipsy są wierzchołkami A i A' wielkiej osi. Promień 
wodzący minimum jest FA a mazimum FA". 


TWIERDZENIE XXVII. 


Styczna do ellipsy czyni kąty równe z promieniami wodzącemi 
punktu zetknięcia. 


Niech będzie punkt M dany na ellipsie. Przez ten punkt i przez 
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sąsiedni M', poprowadźmy siecznę MM i, z ogniska F, spusćmy 
na nią prostopadłę FG którą przedłużmy długością GH= FG. 
deśli teraz poprowadzimy F'H, ta prosta przetnie siecznę MM' 
w punkcie I który będzie między MiM'. Jakoż, wiemy (1, zag. 3) 
że FI + IF' jest najkrótszą drogą z punktu F do F' dotykającą 
siecznej MM'; zatem IF -+ IF' < MF + MF' czyli IF -+ IF' < За 
Todowodzi że punkt I siecznej MM' leży wewnątrz ellipsy, a więc 
między Mi M. Wiemy nadto że prosta MM' tworzy z prostemi 
IF, IF' kąty równe FIM', F'IM; i ta równość kątów istnieje cią- 
gle jakkolwiek blisko punkt M' dochodzi do M. Owoż, gdy punkt 
M’ schodzi się z punktem M, punkt I schodzi się z nim także, 
i sieczna MM' staje się styczną do ellipsy w punkcie M; więc sty- 
czna do ellipsy czyni kąty równe z promieniami wodzącemi pun- 
ktu zetknięcia, to jest kąt TMĘ' = T'MF. 

WNIOSEK. —- Jeśli w punkcie M poprowadzimy prostopadłę MN . 
do stycznej MT, katy NMF, NMF' będą równe jako dopełnienia 
kątów równych FMT', F'MT. 

Więc normalna do ellipsy jest dwójsteczną kąta który twsrzą pro- 
mienie wodzące punktu zetknięcia. 

Ztąd wynika że styczna i normalna раки M ellipsy dziela 
harmonicznie odległość ogniskową. 

W wierzchołkach ellipsy normalna ma kierunek odpowiedają- 
cej osi, a styczna jest prostopadłą do tej osi. 

Uwaga. — Własności stycznej i normalnej w ellipsie uspra- 
wiedliwiają nazwę ogniska. 

Jakoż, na mocy ustawy fizycznej że: kat odbicia jest równy 
katowi wpadnięcta, promienie światła, ciepła albo dźwięku, które 
wychodzą z jednego ogniska ellipsy, po odbiciu się od tej linii, 
zbiegają się w drugiem ognisku. т s 

ZAGADNIENIE XIV. 

Poprowadzić stycznę do ellipsy przez punkt dany. 


1° Jeśli jest dany punkt M na ellipsie, poprowadź promienie wo- 
BL MF, MF’ i dwójsiecznę MI kata spełniającego FMK która 
bedzie styczną szukaną. 
19 
http://rcin.org.pl 


290 KSIĘGA CZWARTA. 

29 Jeśli punkt dany T jest ze- 
wnątrz ellipsy, przypuśćmy za- 
gadnienie rozwiązane „i niech bę- 
dzie MT styczna szukana. Z ognis- 
ka F poprowadźmy do stycznej 
MT prostopadłę FK, która spot- 
ka w punkcie K przedłużony 
promień wodzący MF' punktu 
zetknięcia M. бий, styczna MT jest dwójsieczną kata FMK ; za- 
tem trójkąt MFK jest równoramienny i styczna MT jest prosto- 
padła we środku podstawy FK. Жай wynika że ТК = ТЕ, 
i MK = MF a przeto F'K = 20. Tym sposobem punkt K jest 
wyznaczony i następnie punkt zetknięcia M. 

Więc, aby rozwiązać zagadnienie, z danego punktu T jako 
środka, promieniem FT nakreśl łuk koła, i z ogniska F' jako środka, 
promieniem 2a, nakreśl drugi łuk koła który przetnie pierwszy 
w punktach K i K' ; po czem, poprowadź proste F'K iF'K', ich 
przecięcia Mi M z ellipsą wyznaczą punkta zetknięć MiM';i 
proste TM, TM' będą stycznemi szukanemi. 

Dwa wyżej nakreślone koła przecinają się zawsze gdy dany 
punkt T nie jest wewnątrz ellipsy. Jakoż, w trójkącie ТЕЕ”, 
mamy 


ТЕ < TF+-FF' i  TF'>TF—FF'; 
więc tem bardziej 
ТЕ < TF+-2a i ТЕ' > ТЕ — 24. 
Nadto, jeśli punkt T jest zewnątrz ellipsy, wtedy 
TF + TF' >2a; zkąd ТЕ > 2a—TF. 

Gd nkt T leży na wielkiej osi, trójkąt TFF" nie istnieje ; 
ale trzy potrzebne nierówności, wyżej znalezione, są jeszcze 
prawdziwe. 

Ponieważ tedy odległość TF' środków dwóch kół jest mniej- 
sza od summy promieni 2a, TF, i większa od ich różnicy gdy 
punkt T jest zewnątrz ellipsy; więc te koła przecinają się 
w dwóch punktach K i K', i zagadnienie ma dwa rozwiązania. 

Powyższy sposób prowadzenia stycznej do ellipsy wystarcza 
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wtedy nawet gdy ellipsa nie jest nakreślona, i tylko wiadome jej 
ogniska i wielka oś. W tym przypadku, wyznaczywszy punkt K 
jakośmy wskazali, szuka się punktu równoodległego od F i K; 
prosta przechodząca przez ten punkt i przez dany Т jest styczną 
do ellipsy, a jej przecięcie M z promieniem F'K jest punktem 
zetknięcia. Tak samo znajduje się drugą stycznę TW. 

Z tego co poprzedza ważne wynikają wnioski. 

WNIOSEK I. — Styczna do ellipsy ma z nią jeden tylko punkt 
spólny. à 

Jakoż, przedłużmy promień wodzący F'M; styczna MT jest 
dwójsieczną kąta FMK, jeśli więc weźmiemy МК = МЕ i połą- 
czymy FK, styczna MT będzie prostopadła we środku prostej FK. 

{ай wynika że ТК == ТЕ. Owoż, w trójkącie TKF', mamy 

TK--TF'>FK albo  TF+-TF' 2а; 
więc wszystkie punkta stycznej MT, oprócz punktu zetknięcia M, 
są zewnątrz ellipsy. 

П. — Koło któreśmy kreślili z ogniska F' jako środka, pro- 
mieniem 2a, nazywa się kołem kierujacem ellipsy względnem do 
ogniska F'. Ellipsa ma dwa koła kierujące względne do dwóch 
ognisk. 

Ponieważ odległości MK i MF są równe, jakikolwiek jest 
punkt M na ellipsie, ztąd wnosimy że - 


Miejscem punktów równoodległych od okręgu majacego środek 
F, i od punktu wewnętrznego F, jest ellipsa mająca punkta F iF' 
za ogniska i koło F' za koło kierujące względne do Е'. 

Jeśli z punktu F, wziętego wewnątrz koła F'K, poprowadzono 
do jego okręgu różne proste jako FK, wtedy prostopadł ro- 
wadzone ze środka tych linij są styczne do ellipsy, to jest owłó - 
czą tę krzywę; dlatego mówi się że ellipsa jest owłoką tych 
prostopadłych. 

Ш. — Punkt I jest rzutem ogniska F na stycznej MT. Połączmy 
ten punkt ze środkiem O ellipsy. W trójkącie КРЕ”, linia OI łą- 
cząca środki dwóch boków FK, FF" jest równoległa do trzeciego 
boku F'K i równa jego połowie; więc ОГ =a. Ztąd wynika że 
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Miejscem rzutów ognisk ellipsy na jej stycznych jest okręg kota 
opisany na wielkiej osi joko średnicy. 

To koło nazywają czasem kołem głównem elipsy. 

UWAGA. — Punkt I jest przecięciem koła głównego i koła nakreślonego 
na odległości FT jako średnicy. Ta uwaga nastręcza inny sposób prowa- 


dzenia stycznej do ellipsy, przez punkt zewnętrzny T. Sama figura dosta- 
tecznie to wyjaśnia. 


IV. — Styczne PM, PM' poprowadzone do ellipsy przez punkt 
zewnętrzny P, czynia kąty równe z promieniami wodzącemi tego 
punktu ; linia łącząca punkt P z jednem ogniskiem jest dwójsieczną 
kąta który tworzą dwie linie idące z tego ogniska do dwóch punktów 
zetknięć Mi M. 


Jakoż, koła kierujące przeci- 
паја przedłużone promienie Е'М 
i FM w punktach K i K', tak że 
PK=PFiPK' = PF. Zatem 
dwa trójkąty РКЕ’, РЕК’, mające 
trzy boki równe każdy każdemu, 
są równe. Zkąd wynika że kąty 
KPF' i FPK' są równe. Jeślitedy 
odtrącimy część spólną kąt ЕРЕ", otrzymamy kąty KPF į K'PF' 
równe; więc kąty MPF i M'PF', jako połowy tych ostatnich, są 
równe. 9 

Wynika także z równości trójkątów PKF', PFK że kąty PKM i 
PFM' są równe ; owoż, kąt PKM jest równy kątowi PFM ; więc 
katy РЕМ i PF'M' są równe, to jest linia FP jest dwójsieczna 
kąta promieni zetknięć FM, FM. 

— Przypuśćmy że kąt stycznych MPM' jest prosty (fig. po- 
wy ‚ Ponieważ kąt MPF' = МРК, trójkąt KPF' jest prosto- 
Кашу; zatem ` 


PR” + РЕ” — F'K*, albo РЕ? -+ PR = ha 
To dowodzi że punkt P opisuje okrąg mający ośródkowę OP 
za promień. Owoż, gdy punkt P staje się wierzchołkiem prosto- 
kata opisanego na ellipsie, ta ośródkowa jest przeciwprostokątnąa 
trójkąta w którym kąt prosty ma za boki a i b: więc 
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Miejscem wuerzchołka kąta prostego opisanego na ellipsie jest 
okrąg spółśrodkowy, majacy promień równy V a? -- 7. 


ZAGADNIENIE XV. 


Poprowadzić do ellipsy styczne równotegłąa do danej prostej. 


NK Przypuśćmy zagadnienie rozwią- 
zane, i niech będzie MH styczna ró- 
wnoległa do danej prostej DE. Wi- 
dzimy zaraz że prostopadła FH, 
spuszczona z ogniska F na stycznę 
Š i ) MH, jest prostopadła do prostej DE 
INA WE EA, W. i przecina w punkcie K koło kieru- 
zk 2 ч jace F'. Więc, aby wykreślić stycznę 
K н? do ellipsy równoległą dodanej pros- 
% | tej DE, dość jest poprowadzić, przez 
ч / , jedno ognisko F, prostopadłę FH 
>A do DE, i potem z drugiego ogniska 
F' jako środka, nakreślić koło kierujące które przetnie tę pros- 
lopadłę w punktach K i К’. Prostopadłe НМ i H'M', wyprowa- 
dzone ze środków linij FK i FK', będą szukanemi stycznemi do 
ellipsy, a ich przecięcia z promieniami F'K i F'K' będą punktami 
zetknięć Mi M. * 
Zagadnienie ma zawsze dwa rozwiązania ; powyższe wykreśle- 
nie daje obydwa, nie potrzebując nawet wykreślonej ellipsy, byle 
tylko wiadome były wielka oś i ogniska. 


WNIOSEK. — W ellipsie punkta zetknięć M i M! dwóch stycznych 
równoległych MH, M'H' sa symetryczne wzgledem jej środka 0. 
Jakoż, trójkaty równoramienne KMF, KF'K', FM'K', mające 
‚ kąt równy przy podstawie, są podobne i mają boki równoległe. 
Zatem czworobok FMF'M' jest równoległobokiem. i środek О 
ellipsy jest środkiem przekątnej MM'. 
NAWZAJEM, styczne do ellipsy w dwóch punktach symetrycznych 
względem jej środka sa równoległe. Dowiedziemy tej wzajemnicy 
dowodząc następującego, ogólniejszego twierdzenia : 
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W każdej krzywej mającej środek, styczne w dwóch punktach 
symetrycznych względem tego środka są równoległe i równo od 
niego oddalone. 


Niech będą dwa punkta M i M' symetryczne względem środka 
O krzywej jakiejkolwiek, np. ellipsy (fig. powyższa). Uważajmy 
punkt N sąsiedni punktu M, i symetryczny № sąsiedni punktu W. 
Ponieważ dwa trójkąty OMN, OW'N' są równe, sieczne MN і MN' 
są równoległe i równo oddalone od środka O linii krzywej, jak- 
kolwiek blizko punkt N dochodzi do M. Więc styczne do krzy- 
wej, w dwóch punktach symetrycznych M i M, jako granice 
tych siecznych, są równoległe i równo oddalone od środka 0. 


II. Punkta H i Н’ należą do koła głównego ellipsy; więc 
FH.FH' а2— ОЕ, albo FH.FH'=6, Owoż jeśli, przez 
ognisko F', poprowadzimy cięciwę LL' koła głównego prosto- 
padłą do stycznej będzie oczywiście ЕН! =F'L ; więc 
w ellipsie wieloczyn odległości dwóch ognisk od stycznej jest równy 
kwadratowi z połowy osi mniejszej. 


ZAGADNIENIE XVI. 


Mając dane ogniska F i F' i wielką oś АА! ellipsy, wyznaczyć 
punkta jej przecięć z dana prosta DE. 


Przypuśćmy zagadnienie roz- 
wiązane, i niech będzieM punkt 
przecięcia ellipsy z дапа pros- 
tą DE; połączmy ten punkt 
z ogniskami, i przedłużmy pro- 
mień wodzący F'M długością 
MH równąMF. Punkt H należy 
dokoła kierującego F'H, i do koła nakreślonego z punktu M jako 
środka promieniem MF, które jest styczne do koła kierującego. 
Jeśli więc weźmiemy punkt G symetryczny ogniska F, będzie- 
my mieli drugi punkt koła MF, i zagadnienie Brzywiedzie się 
do wyznaczenia środka koła które przechodzi przez dwa punkta 
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wiadome F, G, i jest styczne do koła kierującego F'H; co już 
umiemy (Ш, 247.16). 


Zagadnienie ma dwa rozwiązania albo tylko jedno, albo nawet 
nie ma żadnego; albowiem dana prosta DE może być sieczną 
albo styczną do ellipsy, albo leżeć zewnątrz. 

WNIOSEK. — Ponieważ linia prosta nie może spotykać ellipsy 
w więcej niż dwóch punktach, ellipsa jest linią wypukłą. 


WŁASNOŚCI FUNDAMENTALNE HIPERBOLI. 


HIPERBOLA jestfo linia krzywa płaska taka, że różnica odległości 
kazdego jej punktu od dwóch punktów niezmiennych równa się dłu- 
gości stałej, 

Te punkta niezmienne F, F' nazywają się ogniskami, a odle- 
głości MF, MF' punktu M hiperboli Фот są promieniami 
wodzącemi tego punktu. Oznaczając przez АА’ daną różnicę, 
będzie dla każdego punktu hiperboli 

MF' МЕ = + АА’. 

Znak + albo —, według jak punkt M jest więcej oddalony 

od ogniska F' albo od ogniska F. 
To równanie wskazuje sposób 
kreślenia hiperboli ruchem cią- 
głym : bierze się liniał F'K dłuższy 
od odległości ogniskowej БЕ", i 
jeden jego koniec przytwierdza się 
w ognisku Е", tak żeby liniał mógł 
/ м. się tylko obracać około tego punk- 
> tu; po czem, jedna skrajność 
nici, której długość równa się przewyżce liniału nad daną dłu- 
gością ЛА’, przywiązuje się w ognisku F a drugą skrajność na 
końcu K liniału. Wtedy ołówek, wytężający nić wzdłuż liniału 
obracającego się około ogniska F', kreśli łuk żądanej hiperboli ; 
bo różnica '—MF jest ciągle równa danej długości АА’, 
jako pokazuje sama figura. 


/ 


/ 
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Obracając podobnie liniał około ogniska F, nakreśli się drugą 
część hiperboli. 

To wykreślenie pokazuje że hiperbola składa sie z dwóch 
części, które nie mają żadnego punktu spólnego. Albowiem, dla 
każdego punktu M prawej części figury jest МЕ' > МЕ; a prze- 
ciwnie, dla punktu lewej części, МЕ >> МЕ'. Każda z tych dwóch 
oddzielnych części ma dwie gałęzie, rozciągające się nieograni- 
czenie nad i pod linią ogniskową ЕЕ’. Hiperbola ma tedy cztery 
gałęzie nieskończenie rozległe na cztery swony płasczyzny. 


Wynika z określenia że hiperbola 
jest linia symetryczną względem 
linii ognisk FF' i względem prosto» 
padłej BB' wyprowadzonej z jej 
środka O. 

Te dwie osie symetryi nazywająsię 
osiami hiperboli, a punkt ich prze- 
cięcia O jest środkiem tej krzywej. 


Oś przechodząca przez ogniska spotyka hiperbolę w punktach 
* Ai A' które są jej wierzchołkami. Ta oś nazywa sięosią poprzeczną, 
jej długość AA' oznacza się przez 2a. Druga oś BB' nie spotyka 
hiperboli, i nazywa się osią niepoprzeczną a czasem osią urojona. 
Odległość ogniskowa FF' oznacza się przez 2e. 
Z istnienia trójkąta MFF' wnosimy że 2c>2a czyli е >a. 
Uważajmy punkt Н, lezący zewnątrz hiperboli, i złączmy go 
z ogniskami. Ponieważ promień wodzący НЕ" przecina hiperbolę 
w punkcie M, mamy 
MF' — МЕ = 20. 


Owoż, trójkąt МЕН daje © 
MF — MH < НЕ; 
więc МЕ —MH<2a+HF , albo НЕ — НЕ< 2a. 
Uważajmy teraz pumkt H' leżący wewnątrz hiperboli, i złączmy 
go z ogniskami. Ponieważ promień wodzący H'F" przecina w M 
gałęź hiperboli należącą do ogniska F, mamy najpierwej 
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MF' — МЕ = 2a, 
a potem, w trójkącie MFH, MH --MF>H'F; 
więc МЕ+ МН >2a+-H'F albo HF'—HF>2a. 
Ztad wnosimy że, według jak różnica odległości punktu od 
dwóch ognisk hiperboli równa się 2a, jest mniejsza albo większa 
od tej ilości, punkt M leży na hiperboli, jest zewnątrz albo we- 
wnatrz tej krzywej. А 
ZAGADNIENIE XVII. 


Nakreślić hiperbole punktami, znając oba ogniska i oś poprzeczną. 


Z obydwóch stron środka О 
odległości ogniskowej FF', 0z- 
naczmy punkta A i A', biorąc 
OA =0A' =a;poczem, weźmy 
jakikolwiek punkt K na prze- 
dłużeniu OF. Jeśli z punktów 
F i F’, jako środków, promie- 
niami KA і KA! nakreślimy łuki kół, punkta przecięć M i M' tych 
łuków będą należały do hiperboli; bo 

MF' — MF = КА'—КА = 2a. 

Ale trzeba dowieśdź że tak nakreślone łuki kół przecinają się. 
Owoż, odległość FF' środków kół jest oczywiście większa od 
- różnicy promieni KA'—KA czyli 2a; więc trzeba tylko żeby 
odległość FF' była mniejsza od summy tych promieni, to jest 
powinno być 

FF'<KA'+-KA albo 2<2a+-2KA; 
Кай КА:>е—а albo KA>KF. 
Co właśnie jest warunkiem którego powyższe wykreślenie do- 
pełnia. 


Przemieniając promienie, można, temi samemi otwartościami 
cyrkla, otrzymać na każdy punkt K cztery punkta M i M', Ni N 
hiperboli. 
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Jeśli punkt К jest w Е, odpowiedające punkta hiperboli sa 
wierzchołkami A i А’. Promień wodzący minimum jest c — a. 
Niema promienia wodzącego maximum; ponieważ punkta hiper- 
boli mogą się oddalać nieskończenie od ognisk. 


TWIERDZENIE XXVIII. 


Styczna do hiperboli jest dwójsieczną kąta który tworzą promie- 
nie wodzące punktu zetknięcia. 


Niech będzie punkt M na 
hiperboli. Przez ten punkt 
i przez sąsiedni M’, popro- 
wadźmy siecznę ММ”, i na 
nią spuśćmy z ogniska F' 
prostopadłę F'G którą prze- 
dłażmy wielkościaGH=GF'; 
po czem poprowadźmy pros- 
tę HF. Ta linia spotka siecz- 
nę MM' w punkcie I leżącym 
między Mi M'. Jakoż, po- 
łączmy IF, IF'. Ponieważ 
prosta MM’ jest dwójsieczną kąta ЕТЕ! (1, zag.4), i różnica ТЕ" —1Е 
jest maximum, będzie IF'—IF>MF'—MF, albo MF'—MF >2a. 
Więc punkt I jest wewnątrz hiperboli a temsamem między 
punktami M i M'. Ztąd wynika że, gdy punkt M' zbliża się do M, 
punkt I zbliża się tem bardziej do niego. Owoż, jakkolwiek 
blisko punkt M dochodzi do M, sieczna MM' jest ciągle dwój- 
sieczną kata FIF'; więc granica tej siecznej, styczna w punkcie 
М hiperboli, jest dwójsieczną kąta ЕМЕ". 


WNIOSEK. — Normalna MN do hiperboli jest dwójsieczną 
spełnienia kata promieni wodzących punktu zetknięcia. 

Ztąd wnosimy że styczna i normalna punktu M hiperboli dzielą 
harmonicznie odległość ogniskową FF". 

W wierzchołku hiperboli normalna ma kierunek osi poprze- 
cznej, a styczna jest prostopadła do tej osi. 
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UwAGA. — W hiperboli, promienie światła, ciepła albo głosu, wychodzące 

z jednego ogniska, po odbiciu się od tej krzywej, oddalają się od drugiego 
ogniska i tylko ich przedłużenia w niem się zbiegają. 


ZAGADNIENIE XVIII. 


Poprowadzić stycznę do hiperboli przez punkt dany. 


1° Jeśli jest dany punkt M 
na hiperboli, poprowadź pro- 
mienie wodzące MF i MF', a 
dwójsieczna MT kata FMF' 
tych promieni będzie styczna 
szukaną. 

2° Jeśli jest dany punkt T 
zewnątrz hiperboli, przypuść- 
imy zagadnienie rozwiązane 
i niech będzie MT styczna żądana. Z ogniska F, poprowadźmy 
do stycznej MT, prostopadłę FH która spotka w punkcie K pro- 
mień wodzący MF’ punktu zetknięcia M. Owoż, styczna MT 
jest dwójsieczną kąta ЕМЕ"; zatem trójkąt FMK jest równora- 
mienny, i prosta MT jest prostopadła we środku podstawy FK. 
Ztąd wynika że TK == TF, i MK = MF, a przeto F' K = 2a. Tym 
sposobem punkt K jest wyznaczony, i następnie punkt zetknię- 
cia M. 

Więc, aby rozwiązać zagadnienie, z danego punktu T jako 
środka, promieniem TF nakreślłuk koła, i z ogniska F' jako 
środka, promieniem 2a nakreśl drugi łuk koła który przetnie 
pierwszy w punktach K i K'; po czem, poprowadź proste F'K 
i F'K' które wyznaczą na hiperboli punkta zetknięć M i M'; i pros- 
te TM i TM' będą stycznemi szukanemi. 

Aby dowieśdź że dwa wyżej nakreślone koła przecinają się 
zawsze gdy dany punkt T jest zewnątrz hiperboli, uważajmy że 
trójkąt TFF' daje 

TF' > FF' — ТЕ, a tem bardziej TF' > 2a — ТЕ; 
nadto, ponieważ punkt T jest zewnątrz hiperboli, mamy 
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TF' — TF < 2a i TF — TF' < 2a; 
zkąd TF' > TF + 2a i TF' > TF — 20 


Więc rzeczone koła przecinają się. 


WNIOSEK. — Słyczna do hiperboli ma z nia jeden tylko punkt 
spólny. 


Dowodzenie jako w ellipsie. 


П. — Koło któreśmy kreślili z ogniska F' jako środka i promie- 
niem 2a, nazywa się kotem kierujacem hiperboli względnem do 
ogniska F'. Hiperbola ma dwa koła kierujące względne do dwóch 
ognisk. 

Widzimy łatwo że miejscem punktów równoodległych od koła F' 
i od punktu zewnętrznego F jest hiperbola, mająca punkta F i F' za 
ogniska, a koło F' za koło kierujące względem ogniska F'. 

Zatem, jesli ze środka linij łaczacych punkta okręgu F' z pun- 
Мет. zewnętrznym F wyprowadzimy prostopadłe, owłoką tych pros- 
topadłych będzie hiperbola mająca ogniska ЕЁ tF'. 

IM. — Miejscem rzutów ognisk hiperboli na stycznych jest koło 
opisane na osi poprzecznej jako średnicy. 


To koło nazywają kołem głównem hiperboli. 
IV. — Niech będzie HM styczna do hiperboli, OH koło główne, 
R 


F'K koło kierujące. Ponieważ promienie ОН i F'K są równoległe, 
ognisko F jest środkiem podobieństwa tych dwóch kół; popro- 
wadźmy do nich stycznę spólną FLN. Widzimy łatwo że, gdy 
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punkt H zbliża się do punktu zetknięcia L, punkt K przysuwa się 
do punktu zetknięcia N, a punkt zetknięcia M stycznej HM do hi- 
perboli oddala się coraz więcej od F’. Jeśli więc punkt H рада 
w L, styczna HM przystaje do prostej OL, i punkt zetknięcia M 
jest nieskończenie oddalony od F'. Ta prosta OL, granica sty- 
cznej HM, do której hiperbola zbliża się nieskończenie i może być 
tak blisko jak się podoba chociaż jej nigdy nie dosięga, nazywa 
SIĘ NIEMALTYCZNĄ (asymptota) hiperboli. 

Jest druga spólna styczna FL' do kół głównego i kierującego ; 
zatem prostopadła OL' do FL' jest druga niemaltyczną do prawej 
części hiperboli. A ponieważ hiperbola jest symetryczną wzglę- 
dem osi poprzecznej АА', i względem prostopadłej wyprowa- 
dzonej ze środka O tej osi, dwie rzeczone niemaltyczne, przedłu- 
żone, są niemaltycznemi do dwóch gałęzi lewej części hiperboli. 

Hiperbola ma tedydwieniemaltyczne 
RR'i SS, które przechodzą przez jej 
środek, i są prostopadłe do stycznych 
zewnętrznych, spólnych kołom głó- 
wnemu i kierującemu tej krzywej. 

Z wierzchołka A osi poprzecznej, 
wyprowadźmy prostopadłę AC aż do 
przecięcia w punktach С i С' z niemal- 
tycznemi RR' i SS', i dopełnijmy prostokąta CC'DD'; ро czem, 
z ogniska F spuśćmy prostopadłę FH na niemaltycznę OK. Wiemy 
już że ОН = а, więc dwa trójkąty prostokątne OAC, OFH są ró- 
wne ; ztąd wynika ОС = ОЕ = c, 

Poprowadźmy BB' drugą oś symetryi hiperboli. Dla podobień- 
stwa z еПірѕа, długość BB' = 2AC nazwano długością osi niepo- 
przecznej hiperboli, i oznaczono przez 2%. 


Jako w ellipsie tak i w hiperboli jest związek między trzema 
ilościami a, b, c. Jakoż, trókat prostokątny ACO daje 
» 


naa + 4, а c=+ уа +b. 


To równanie wskazuje graficzny sposób wyznaczenia ognisk 
hiperboli, gdy długości obydwóch osi są wiadome, 
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Dość wyprowadzić ze skrajności A osi poprz prostopa- 
Ше AC=b, i nakreślić, ze środka O hiperboli, promieniem ОС, 
półkole które przetnie oś poprzeczną w dwóch ogniskach F i 1". 

Jako widzimy, niemaltyczne hiperboli są dwiema przekątnemi 
prostokąta zbudowanego na jej osiach; one najwyraźniej wska- 
zują kształt tej krzywej, i dlatego zawsze je przede wszystkiem 
kreślić należy. 

Hiperbola nazywa się równoboczną gdy jej osie są równe. 
Owoż, gdy a= b, prostokąt GC'D'D jest kwadratem; więc w hi- 
perboli równobocznej niemaltyczne są prostokątne, i nawzajem. 

3. ; z U: : 

Dwie hiperbole nazywają się sprzężonemi, gdy mają spólne osie 
i temsamem spólne niemaltyczne, ale są umieszczone w ró- 
znych kątach tych niemałtycznych ; jako na powyższej figurze. 


"TWIERDZENIE ХХІХ. 


kllipsa i hiperbola spółogniskowe przecinają się pod kątem 
vrostym. 

Niech będzie ellipsa i hi- 
perbola mające spólneognis- 
ka F, F', i przecinające się 
w punkcie M. 


Dwójesieczna MN, kąta 
FMF' promieni wodzących, 
jest normalną do ellipsy a 
styczną do hiperboli. Zatem 
styczne MT, MN do tych 
dwóch stożkowych są do siebie prostopadłe ; więc te stożkowe 
przecinają się prostokątnie. 


ZAGADNIENIE XIX. р 
Poprowadzić stycznę do hiperboli równoległą do danej prostej. 
Rozwiązanie jako w ellipsie, z ta tylko różnicą że zagadnienie 


http://rcin.org.pl 


WIEDZA © LINIACH STOŻROWYCH. 307 
nie zawsze ne. Trzeba dla możebności żeby równoległa do 
danej prostej, poprowadzona przez środek hiperboli, nie wpadała 
w kąty niemaltycznych które obejmują tę krzywę. 


ZAGADNIENIE XX. 


Mając dane ogniska i oś poprzeczną hiperboli, wyznaczyć punkta 
'ej przecięć z daną prostą. 


Tak jako w ellipsie. 


WNIOSEK. — Hiperbola jest linia wypukłą. 


WŁASNOŚCI FUNDAMENTALNE PARABOLI. 


Parabola jestto linia krzywa płaska, której każdy punkt jest ró- 
wno oddalony od punktu stałego i od prostej stałej. 


Ten punkt stały F nazywa się ognis- 
kiem, a ta prosta stała BC kierownicą 
paraboli; odległość FG ogniska od kie- 
rownicy nazywa się parametrem para- 
boli i oznacza się przez p. 

Zatem ‚ łącząc jakikolwiek punkt M 
paraboli z ogniskiem, i spuszczając 
JJ prostopadłę MH na kierownicę, będzie 

B. :MF=MH. 
Odległość MF nazywa się promieniem wodzacym punktu M. 


Powyższe równanie wskazuje sposób kreślenia paraboli ruchem 
ciagtym. W tym celu, weź nić długości boku GH. węgielnicy; 
utkwij jeden koniec w ognisku F, a drugi u wierzchołka G tej 
węgielnicy. Przystaw do boku HK liniał BC, i posuwaj po nim 
węgielnicę przy której ołówek M trzyma nić wytężona; ten ołó- 
wek nakreśli parabolę, bo będzie ciagle MF = MH. 

Określenie paraboli pokazuje że ta linia jest symetryczną wzglę- 
dem osi AF prostopadłej do kierownicy i przechodzącej przez 
ognisko. Ta jedyna oś symetryi jest osią paraboli, a jej skrajność A 
wierzchołkiem. 
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Parabola leży cała z tej śamej strony eo ognis sledem kie- 
rownicy, i składa się z dwóch gałęzi które się nieskończenie od- 
dalają od osi. 


Uważajmy punkt H leżący zewnątrz pa- 
raboli, i poprowadźmy do osi równoległę 
HG która przetnie parabolę w punkcie M. 
Trójkąt FHM daje 
HF >MF— MH ; ale MF— MG, wiecHF>HG. 

Jeśli weźmiemy punkt Н’ wewnętrzny 
będzie, w trójkącie FMH’, 

Н'Е < MF -+MH'; więc HF< HG. 

Ztąd wynika że, według jak promień wodzący punktu równa 
się jego odległości od kierownicy, jest większy albo mniejszy od 
tej odległości, rzeczony punkt leży na paraboli, jest zewnątrz albo 
wewnątrz tej krzywej. 

Mając dane ognisko i kierownicę, można łatwo nakreślić para- 
bolę, punktami; dość poprowadzić, przez punkt P wzięty na osi, 
prostopadłę PK do tej linii, i, z ogniska F jako środka, promie- 
niem PB równym odległości punktu P od kierownicy, nakreślić 
łuk koła który przetnie prostopadłę PK w dwóch punktach M 
i M' należących do paraboli. 

Ale, żeby nakreślone koło i prostopadła PK przecinały się, trzeba 
żeby punkt P był wewnątrz tego koła , to jest żeby FP< Pb. 

Gdy punkt P przypada we środku A odległości FB, punkta 
przecięcia M i M schodzą się w punkcie A, który jest wierzchoł- 
kiem paraboli. Więc promień wodzący minimum jest FA = ;p. 
Niema promienia wodzącego maximum, ponieważ punkta para- 
boli oddalają się nieograniczenie od ogniska. 

Gdy punkt P przypada w ognisku F, wtedy półcięciwa 
NF =2AF. Ta okoliczność daje sposób wyznaczenia ogniska pa- 
raboli której oś jest nakreślona. Dość jest, z punktu jakiegokol- 
wiek P osi, wyprowadzić prostopadłę РК =2АР, poprowadzić 
prostę AK, i z punktu jej przecięcia N z parabolą spuścić prosto- 
padłę NF na oś; spodek F tej prostopadłej będzie szukanem 

a FN РК, 
ogniskiem, albowiem АР=АР= 2. 
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TWIERDZENIE ХХХ. 


Granicą ellipsy albo hiperboli, których jedno ognisko i wierzcho- 
tek sasiedni zostają state a zaś drugie ognisko oddala się nieogra- 
niczenie w kierunku ost ogniskowej, jest parabola mająca ognisko i 
wierzchołek stąły za ognisko i wierzchołek. 


Niech będąellipsyAM, AM... 
mające spólny wierzchołek A і 
spólne ognisko F. Koło kieru- 
jace względne do ogniska ru- 
chomegoF' oddalającego się od 
ogniska F na osi ogniskowej, 
przecina zawszetę oś w punkcie 
B stałym, bo AB = AF. Owoż, 
ellipsa jest miejscem punktów 
równooddalonych od ogniska 

Е i od koła kierującego F'; 
a że to koło, którego promień 2a rośnie nieskończenie, ma za 
granicę prostopadłę BC wyprowadzoną z punktu B do osi ognis- 
kowej ; więc granicą ellipsy jest parabola mająca punkta Fi A 
za ognisko i za wierzchołek, a prostopadłę BC za kierownicę. 


Dowiedzie się podobnie że parabola jest granicą prawej części 
hiperboli do której należą wierzchołek A i ognisko F. 


UwAGA. — Na mocy tego związku paraboli z ellipsa, można, z własności 
ellipsy które zależą tylko od jej osi, wywieśdź odpowiedające własności 
paraboli, czyniąc a= со, c=, i bacząc że a—c=3p. 


TWIERDZENIE ХХХІ. 


Styczna do paraboli czyni katy równe z promieniem wodzącym 
punktu zetknięcia i z równoległa do ost. 


To twierdzenie wywodzi się łatwo z odpowiednego twierdzenia 
ellipsy. Jakoż, gdy ognisko F' ellipsy oddala się nieskończenie 
od ogniska F na osi ogniskowej, promień wodzący MF' dąży do 

20 
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kierunku równoległego do tej osi. Owoż, styczna do ellipsy czyni 
zawsze katy równe z promieniami wodzącemi punktu zetknięcia ; 
więc styczna do paraboli czyni katy równe z promieniem wodzą- 
cym punktu zetknięcia i z równoległą do osi. ` 

Oto dowodzenie wprost. Przez 
punkt M i przez punkt sąsiedni M, 
poprowadźmy siecznę ММ’ na którą 
spuśćmy, z ogniska F, prostopadłę 
FE i przedłużmy ją ilością EG = ЕР; 
po czem poprowadźmy równoległę 
GI do osi. Ta równoległa spotka kie- 
rownicę BC i siecznę ММ' w pun- 
Кас © i I. Punkt G leży względem 
kierownicy z tej samej strony co parabola, bo się znajduje na 
okręgu stycznym do kierownicy w punkcie K, i nakreślonym 
z punktu M jako środka promieniem MF. Ztąd wynika że IG< IC 
albo IF < IC. Go dowodzi że punkt I jest wewnątrz paraboli, a 
więc między M iM'. A 

Teraz uważajmy że sieczna MM’ jest dwójsieczną kąta FIG, 
jakkolwiek blisko punkt М' dochodzi do M. Owoż, gdy punkt M 
schodzi się z M, punkt I schodzi się z nim także; wtedy punkt G 
pada na kierownicy w punkcie К, i sieczna MM! staje się styczną 
МТ; więc styczna do paraboli jest dwójsteczną kata FMK utworzo- 
nego przez promień wodzący punktu zetknięcia i przez prostopadłę 
spuszczoną z tego punktu na kierownicę. 

A ponieważ kąty wierzchołkiem przeciwległe HMK i LMT' są 
równe, styczna do paraboli czyni kąty równe z promieniem wo- 
dzącym punktu zetknięcia i z równoległą do osi. 


Wniosek I. — Jeśli poprowadzimy w punkcie zetknięcia M 
prostopadłę MN do stycznej MT, katy NMF i NML będą równe 
jako dopełnienia kątów równych. Więc normalna do paraboli jest 
dwójsieczną kąta utworzonego przez promień wodzący i przez równo- 
legte do osi. 

W wierzchołku paraboli normalna ma kierunek osi, a zaś 
styczna jest prostopadła do tej osi. 
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Uwaga. — Promienie światła, ciepła albo głosu, wychodzące 
z ogniska paraboli, stają się równoległemi po odbiciu się od tej 
krzywej. Dlatego właśnie używa się zwierciadeł parabolicznych, 
gdy trzeba rzucić opodal pęk promieni światłych, jako w latar- 
niach morskich. Nawzajem, promienie spotykające zwierciadło 
paraboliczne, równolegle do osi, po odbiciu się, zbiegają się w jego 
ognisku. Ztąd użycie zwierciadeł parabolicznych w teleskopach, 
aby zgromadzić jak najwięcej promieni idących od ciała nie- 
biańskiego które obserwujemy. 

WNIOSEK П. — W trójkącie równoramiennym MFK, styczna 
MT jest dwójsieczną kąta przy wierzchołku ; więc, styczna do 
paraboli jest prostopadła we środku prostej która łączy ognisko 


ze spodkiem prostopadłej spuszczonej z punktu zetknięcia na 
kierownicę. 


Ш. — Rzutem ogniska F na stycznej MT jest punkt H, środek 
prostej FK. Owoż, w trójkącie BFK, styczna w wierzchołku A 
paraboli, jako prostopadła do osi, jest równoległa do boku BK, 
i, przechodząc przez środek boku BF, przechodzi temsamem 
przez środek H boku FK. Więc 

Miejscem rzutów ogniska paraboli na stycznych jest styczna 
w jej wierzchołku. 

Со z resztą jest widoczne (30, uw.). 


ZAGADNIENIE XXI. 
Poprowadzić stycznę do paraboli przez punkt dany. 


1° Jeśli jest dany punkt M na 
( paraboli, weź punkt С па osi, tak 
żeby było ЕС = ЕМ, i poprowadź 
prostę CM która będzie styczną 
szukaną; bo, prowadząc równo- 
ległę MK do osi, będzie kąt 
КМС = MCF = CMF. 
Gdy punkt M jest blisko osi, 
wtedy trzeba najpierwej popro- 
wadzić równoległę MK do osi, a 
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potem dwójsiecznę kata FMK która będzie styczną żądaną. 
|. 2 Jeśli jest dany punkt T zewnątrz paraboli, dość wyznaczyć 
punkt K w którym równoległa do osi, poprowadzona przez 
punkt zetknięcia, spotyka kierownicę. W tym celu, z punktu T 
jako środka, promieniem ТЕ, kreśli się łuk koła który przecina 
kierownicę w dwóch punktach K i K'; bo odległość punktu 
zewnętrznego T od ogniska paraboli jest większa niż odległość 
od kierownicy. Potem, z punktu T spuszcza się na linie proste 
FK iFK', prostopadłe TM i TM' które są stycznemi szukanemi. 
Punkta zetknięć tych stycznych są na przecięciach z równoległemi 
do osi, poprowadzonemi przez punkta K i K'. Jako widzimy, to 
wykreślenie nie wymaga żeby parabola była opisana, dość jest 
znać jej ognisko i kierownicę. 
Zagadnienie ma dwa rozwiązania, albo tylko jedno, ale niema 
żadnego gdy punkt T jest dany wewnątrz paraboli. 


WNIOSEK 1. — Sfyczna do paraboli ma z nia jeden tylko punkt 
spólny. 

Niech będzie jakikolwiek punkt T stycznej MT. Ponieważ ta 
linia jest prostopadła we środku prostej FK, mamy TF=TK; 
ale odległość punktu T od kierownicy jest mniejsza od pochyłej 
TK, więc punkt T jest zewnątrz paraboli. 


П. — Prosta SF, łącząca ognisko z punktem 
w którym styczna SM do paraboli przecina 
kierownicę, jest prostopadła do promienia 
wodzącego MF punktu zetknięcia. Jakoż, 
dwa trójkąty SMF, SMK są rowne ; więc Ка! 
SFM, równy katowi prostemu SKM, jest 


| Жо prosty. 


Ztąd wynka że kąt opisany na paraboli i mający wierzchołek 
na kierownicy jest prosty, а cięciwa jego zetknięć przechodzi przez 
ognisko. Albowiem, ponieważ styczne SM i SM' są dwójsieczne: 
mi dwóch katów przyległych spełniających FSK i FSK’, kał MSM' 
Jest prosty ; nadto, prosta SF jest prostopadła do promieni wo- 
dzących FM i FM, więc trzy punkta M, F, M' są w linii prostej. 


http://rcin.org.pl 


WIEDZA O LINIACH STOŻKOWYCH. 309 

Miejscem wierzchołka kąta prostego, opisanego na paraboli, jest 
kierownica. . 

Jakoż, przez punkta zetknięć M i M', poprowadźmy równoległe 
MK i M'K' do osi, i połączmy FK, ЕК’. Kąt KFK', mający ramiona 
odpowiednio prostopadłe do ramion kata prostego MSW', jest 
prosty; a zaś SF=SK=SK'. Więc КК’ jest średnicą koła SF, 
i wierzchołek kąta S leży na tej średnicy. 

II. — Szyczne SM, SM', poprowadzone z punktu zewnętrznego 5 
do paraboli, czynia katy równe z promieniem wodzącym tego punktu 
i z równoległą do osi. Prosta SF, łącząca ognisko z punktem S, jest 
dwójsteczną kąta MSM' promieni wodzących punktów zetknięć, i 
średnia proporcyonalna między temi promieniami. 

Przez punkt Spoprowadźmy równoległe 
SL do osi. Kąty MSL, FHH', mające ra- 
miona prostopadłe każde do każdego i je- 
dnakowo ułożone, sąrówne. Owoż, w czwo- 
roboku wpisalnym FHSH', kąty FHH' i 
FSH' wpisane w ten sam odcinek koła 
są równe; więc kąty MSF i MSL są 
równe, to jest: SM, SM! czynią katy równe 
z promieniem wodzącym SF i z równoległę SL do osi paraboli. 

Uważajmy teraz że kąty SFM, SKM są równe, i kąty SFM, 
SK'M' także równe. Owoż, kąty SKM i SK'M' są równe јако do- 
pełnienia katów równych SKK' i SK'K; więc kąty SFM SFM' są 
równe, czyli że linia FS jest dwójsieczną kąta MFM' promieni wo- 
dzących FM, FM. 

Potem, dwa trójkąty FSM', FSM, mające katy SFW, SFM 
ЕМ _FS 
FS FM 
to jest : linia FS jest średnia proporcyonalną między promienia- 
zelknięć FM, FM'. 


równe i Ка! FSM = MSL=SMF, są podobne ; więc 


ZAGADNIENIE XXII. 
Poprowadzić stycznę do paraboli równoległą do danej prostej. 


Oczywiście zagadnienie będzie rozwiązane, jeśli znajdziemy 
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punkt K symetryczny ogniska F względem stycznej żądanej. 
Owoż, poprowadźmy przez ognisko prostopadłę do danej prostej, 
ta prostopadła przetnie właśnie kierownicę w punkcie szuka- 
nym K. Wyznaczywszy punkt K, dość jest ze środka prostej FK 
wyprowadzić prostopadłę która będzie żądaną styczną. 

Punkt zetknięcia jest na przecięciu tej stycznej z równoległą 
do osi poprowadzoną przez punkt K. 

To rozwiązanie nie wymaga żeby parabola była nakreślona. 
Zagadnienie ma jedno tylko rozwiązanie, które staje się niemo- 
żebnem gdy dana prosta jest równoległa do osi. 


TWIERDZENIE XXXII. 


W paraboli 4° pod-styczna jest dwa razy większa od odciętej 
punktu zetknięcia; 2° pod-normalna jest równa perymetrowi. 


Niech będzie punkt M paraboli. 

Prostopadła MP nazywa się rzędną, 

a odległość AP jej spodka od 

„ый Y wierzchołka A paraboli odcięta pun: 

ktu M. Poprowadźmy stycznę MD 

i normalnę MN w punkcie M para- 

boli, aż do przecięcia z osią w pun- 

ktach D i N. Odległość MD nazywa się długościa stycznej 

w punkcie M, a odległość MN długością normalnej: rzut DP 

stycznej DM na osi nazywa się pod-styczną, a rzut NP nor- 
malnej MN pod-normalną punktu M. 

1° W trójkącie równoramiennym DFM punkt H jest środkiem 
podstawy DM. Owoż, w trójkącie DPM, styczna AH jest równo- 
legła do boku MP; więc punkt A jest środkiem boku DP. Co 
dowodzi że pod-styczna DP jest dwa razy większa od odciętej AP 
punktu zetknięcia. 

2 Czworobok MNFK jest równoległobokiem ; co daje bok 
ММ = КЕ, і каї MNF =KFB. Zatem dwa trójkąty prostokątne 
PMN, BKF są równe. Więc bok PN == ЕВ =p, to jest: w paraboli 
pod-normalna równa się perymetrowi. 
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WNIOSEK. W trójkącie prostokątnym DMN, mamy 
_MP*=DP.PN albo MP*=%, AP. 
Więc kwadrat rzędnej punktu paraboli jest proporcyonalny do 
odciętej tego punktu. 


ZAGADNIENIE XXIII. 


Znając ognisko i kierownicę paraboli wyznaczyć punkta przecięć 
z daną prostą. 


Przypuśćmy zagadnienie rozwiązane, 

i niech będzie punkt M w którym dana 

prosta DE spotyka parabolę nienakreślo- 

ną. Ponieważ prostopadła MK do kie- 

rownicy jest równa promieniowi wodzą- 

__ сети MF, punkt M jest środkiem koła 

stycznego do kierownicy, które przecho- 

dzi przez ognisko F i przez punkt syme- 

tryczny G tego ogniska względem prostej DE. Więc, aby rozwią. 

zać zagadnienie, trzeba wyznaczyć ten punkt G, i nakreślić koło 

styczne do kierownicy przechodzące przez dwa punkta F i G; co 

już umiemy. Środek M tego koła będzie szukanym punktem prze- 
cięcia danej prostej DE z parabolą. 


Zagadnienie ma dwa rozwiązania albo tylko jedno, albo nawet 
nie ma żadnego, według jak punkt G pada z tej samej strony 
kierownicy co ognisko F, albo jest na kierownicy, albo z innej 
strony kierownicy względem ogniska. To znaczy że, dana prosta 
DE spotyka parabolę w dwóch punktach z których jeden może 
przypadać w nieskończoności, albo jest styczną do paraboli, albo 
nakoniec jest zewnątrz paraboli. 


WNIOSEK. — Ztąd wynika że parabola jest linia wypukłą. 


Wróćmy teraz do ellipsy i hiperboli, aby pokazać że te dwie 
stożkowe mają także kierownice. 
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w 
TWIERDZENIE XXXIII. ig 
a 
Jeśli poprowadzono stycznę do ellipsy w punkcie M, i z ogniska F 
wyprowadzono prostopadłe do promienia wodzącego FM, miejscem 
punktu przecięcia N tej prostopadłej ze styczną jest linia prosto- 
padła do wielkiej ost ellipsy. 


Jakoż, z ogniska Е spuśćmy prostopadłę FH na stycznę MT, 
przedłużmy ja aż do przecięcia K z promieniem MF' przedłużo- 
nym, i połączmy KN. Dwa trójkąty MNF i MNK są równe; zatem 
kąt K, równy kątowi prostemu MFN, jest prosty, Więc, w trój- 
kącie prostokątnym KNF”, mamy 


NF*=NK*+- КЕ” albo МЕ ХЕ =ha. 


Co dowodzi że punkt N leży na linii prostéj NG prostopa- 
dłej do osi ogniskowej FF" (III, 24 wn. 2). 


WNIOSEK. — W trójkącie FNF' poprowadźmy ośródkowę ON, 
będzie 2FF'.0OG=NF""—NF* albo 4c.0G=4t; 


А а 
WIĘC 0G= = 


Prostopadła GN do wielkiej osi ellipsy, leżąca zewnątrz па 


odległość od jej środka równą trzeciej proporcyanalnej do c ia, 


nazywa się KIEROWNICA ellipsy względna do ogniska F. Ellipsa ma 
dwie kierownice względne do dwóch ognisk, które łatwo wykre- 
ślić można (Ш, zag. 4). 
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TWIERDZENIE XXXIV. 
KJ 


Stosunek odległości każdego punktu ellipsy od ogniska i od kiero- 
wnicy od powiedajacej równa się liczbie — (fig. powyższa). 
; а 


Na figurze poprzedzającego twierdzenia poprowadźmy prosto- 
padłę ML do kierownicy GN. Widzimy łatwo że punkt L leży na 
okręgu średnicy MN. Owoż, dwa trójkąty KLM i KFF' są podobne; 
bo таја kąty KML, KF'F oczywiście równe, a kąty wpisane 
KLM, FKF' także równe z przyczyny łuków równych MK, MF. 
Więc 

NK РТ abo МЕ, г. 
ML КЕ ML a 


WNIOSEK. — Niech będzie punkt K zewnątrz ellipsy. Popro- 


wadźmy prostę FK która przecina ellipsę w punkcie M, i z pun- 
któw K, M, spuśćmy prostopadłe KH, MN na kierownicę odpo- 
wiedającą ognisku F ; nareszcie, poprowadźmy prostę FH która 
przecina MN w punkcie D; będzie 


КЕ LMF, 
KH MD 

Boa A r BE 

woz W a? więc KT F 


Uważajmy teraz punkt K' wewnątrz ellipsy, i połączmy FN; 
będziemy mieli podobnie 
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KF _MF, 
KD MN 
Owoż МК =<; więc кР = МЫ 
MN а’ KH za ° 


Ztąd i z powyższego twierdzenia wynika że ellipsa jest miejscem 
punktów których odległości od ogniska i od kierownicy odpowieda- 


ка e . 
Jacej są w stosunku =- MNIEJSZYM OD JEDNOŚCI. 


Powtarzając w hiperboli wykreślenia użyte w dwóch powyższych 
twierdzeniach ellipsy, i rozamując podobnie, znajdziemy najpier- 
wej że hiperbola ma także dwie kierownice, które за prostopadłe 
do osi poprzecznej w punktach leżących między jej wierzchoł- 


2 
kami na odległość = od jej środka; a następnie że hiperbola 
jest miejscem punktów których odległości od ogniska i od kierownicy 


HEA OZ c А 
odpowiedającej sa w stosunku < WIĘKSZYM OD JEDNOŚCI. 


TWIERDZENIE XXXV. 

Miejscem punktów których odległości od danego punktu F i od 
danej prostej GH ва w stosunku stałym = jest linia stażkowa, ma- 
jaca punkt F za ognisko i prostę GH za odpowiadającą kierownicę. 

Jakoż, jesli Z < 1, żądane miejsce geometrycznes jest elli- 
рза; jeśli zaś £ > 1, to miejsce jest hiperbola, jakośmy dowie- 


dli. A jeśli nakoniec - == 1, rzeczone miejsce jest parabolą. 


MAXIMUM | MINIMUM FIGUR PŁASKICH. 


Figura płaska nazywa się marimum albo minimum со do po- 
wierzehni albo obwodu, gdy ma naj większą albo najmniejszą 
powierzchnię, największy albo najmniejszy obwód możebny, ze 
wszystkich figur tego samego rodzaju. 
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TWIERDZENIE XXXVI. 


Ze wszystkich trójkątów, mających dwa boki dane, największy 
jest ten w którym tedwa boki tworzą kąt prosty. 


(AE, 3 Niech będą AB i AC dwa dane boki trój- 


ме". ZR, 


kąta; jeśli weźmiemy bok AB za podstawę, 
wierzchołki trójkątów, wystawionych na 
danych bokach, będą leżałyzna okręgu który 
ma punkt A za środek i bok AC za promień. 
DA m В Owoż, w tych trójkątach јако ABC', wysokość 
C'D jest mniejsza od boku C'A, i tylko wtedy mu równa gdy 
ten bok jest prostapadły do AB. Więc trójkąt АВС w którym 
boki AB i AC tworzą kąt prosty jest maximum. 


TWIERDZENIE XXXVII. 


Między wszystkiemi trójkątami równoobwodowemi, które maja 
tę samą podstawę, trójkąt rownoramienny jest maximum, 


Niech będzie trójkąt DBC mający obwód 


AE dany; jego wierzchołek D leży na ellipsie 
której ogniskami sa wierzchołkiB i C, a 
wielką osią wiadoma summa boków BD--DCQ. 

GE); Zatem, jeśli ze środka O wyprowadzimy pros- 


topadłę ОА, która przecina ellipsę w punk- 
cie A, odległość ОА będzie połową małej osi tej ellipsy. Owoż, 
wysokość DE trójkąta DBC jest oczywiście mniejsza od linii ОА, 
i tylko wtedy jej równa gdy punkt D pada w А; więc trójkąt 
równoramienny ABC jest maximum między trójkatami równo- 
obwodowemi które mają podstawę ВС. 
Inne dowodzenie*. Można wprost dowieśdź tego twierdzenia nie 
opierając się na ellipsie. 
2 


* То iinne dowodzenła twierdzeń о maximum figur są dane wedle metody 
STETNERA. (Zob. Journał de Crelle, t. XXV.) 
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Jakoż, niech będą dwa trójkąty, równoramienny ABC i nieró- 


| 


ać 


F 


wnoramienny D BC,zbudowane na tej 
е samej podstawie BC,w których 
] АВ + АС = DB + DC. 
Ponieważ te dwa trójkąty mają zawsze 
ы c część spólną BCE, twierdzenie będzie do- 
wiedzione jeśli okażemy że trójkąt EAB jest większy od trójkąta 
ECD; dość więc będzie dowieśdź że wieloczyn EA.EB > ЕС. ED. 
Owoż, kąt ECB jako równy kątowi АВС jest większy od kata 
EBC; zatem bok EB > EQ. Powiedam teraz że bok EA nie może 
być mniejszy od boku ED. Albowiem, przypuszczając EA < ED, 
weźmy EH = ED i ЕЕ = ЕС; dwa trójkąty EFH, ECD są 
równe, i dają FH=CD. Owoż BD +DC = ВА -+ AC i FD =CH; 
więc byłoby BF - CH + FH = BA + CH — AH albo 
BF -+ FH + АН = BA; co niedorzeczne. Ztąd wnosimy że 
wieloczyn EB.EA > ЕС. ED. 
Więc trójkąt równoramienny ABC jest większy od trójkąta nie- 
równoramiennego DBC. 


NAWZAJEM, między wszystkiemi trójkatami równowartemi tej sa- 
mej podstawy, trójkąt równoramienny ma obwód minimum. 

Jakoż, przez wierzchołek trójkąta ABC, 

A D poprowadźmy równoległę AD do pod- 

stawy BC; wszystkie trójkąty, jako ABC, 

DBC, mające podstawę BC i wierzchołek 

na równoległćej AD są równowarte. 

Owoż, najkrótsza droga z punktu B do C 

dotykająca prostej AD tworzy z nią kąty 

równe (1, zag. 3); więc trójkąt równoramienny ma obwód mini- 
mum między trójkątami równowartemi tej samej podstawy. 


B с 


Albo inaczej. Niech będą dwa trójkąty równowarte, G równo- 
ramienny i H nierównoramienny, tej samej podstawy; oznaczmy 
przez G' trójkąt równoramienny mający tę samą podstawę i ten 
sam obwód z trójkątem H. Na mocy powyższego twierdzenia 
G' > Н, zatem G' > б. Owoż, dwa trójkąty równoramienne G i G' 
są zbudowane na tej samej podstawie; więc obwód trójkąta G jest 
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mniejszy od obwodu trójkąta G', i tem samem jest minimum. 
To ogólne rozumowanie posłuży do dowodzenia wzajemnic. 


WNiosEk 1. — Między wszystkiemi trójkatąmi RÓWNOOBWODO- 
ЖЕМ, trojkat rwnoboczny jest maxsimum; i NAWZAJEM, między 
wszystkiemi trójkątami RÓWNOWARTEMI, trójkąt równoboczny ma 
obwód minimum. 

Bo trójkąt maximum, mający obwód dany jest równoramienny 
względem każdego boku wziętego za podstawę; więc jego boki, 
brane po dwa, muszą być równe; więc wszystkie trzy boki są 
równe. 

Dowiedzie się tak samo wzajemnicy. 


П. — Między wszystkiemi trójkątami których summa dwóch boków 
Jest dana, trójkąt maximum jest ten w którym te dwa boki są równe 
i prostopadłe do siebie. 

Niech będzie trójkąt ABC w którym summa dwóch boków 
AB -+ AC jest dana. Jeśli te boki nie są równe, trójkat równoob- 
wodowy, w którym dwa boki są równe i czynią summę daną, 
jest większy od trójkąta ABC. Owoż, jakiekolwiek sa dwa boki 
dane, trójkąt maximum będzie zawsze ten który ma te boki pros- 
topadłe do siebie; więc ten ostatni, równoramienny i prostokątny, 
jest maximum. 


TWIERDZENIE XXXVIII. 


Między wszystkiemi figurami płaskiemi równoobwodowemi, koło 
Jest macimum ; i NAWZAJEM, między wszystkiemi figurami płaskiemi 
równowartemi, koło ma obwód minimum. 


Jest nieskończona liczba figur płaskich które, pod równym 
obwodem mają różne kształty i różne powierzchnie. Pojmuje się 
łatwo że powierzchnie zamknięte w danym obwodzie mogą być 
tak małe jak się podoba ; nie trudno także rozumieć że one 
nie mogą przechodzić pewnej granicy, bo wszystkie są oczywiś- 
ście zawarte w kole nakreślonem z punktu wziętego na obwodzie 
jako środka, i promieniem równym połowie tego obwodu. Ztąd 
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wynika że między figurami równoobwodowemi jest przynaj- 
mniej jedna mająca powierzchnię maximum, albo kilka maxi- 
mum różnego kształtu. 

Owóż, 19 Figura niewypukła nie może być maximum w danym 


obwodzie. 


и Jakoż, niech będzie figura niewypukła 

Ас NB АМВС. Jeśli obrócimy część wklęsła AMB 

M około jej skrajności A, B, tak żeby zajęła 
А miejsce AM'B, utworzymy figurę AM'BC któ- 
чер ra ma ten sam obwód co pierwsza, a zawiera 


powierzchnię widocznie większą. 

2 Wszelka cięctiwa AB, która dzieli 
obwód figury macimum AMC'BCA na dwie 
równe części, dzieli zarazem jej powierzchnię 
na dwie części równowarte. Bo gdyby jedna 
część ABMA powierzchni była mniejsza od 
drugiej ABCA, możnaby zamiast pierwszej 
wyobrazić część АВС'Р'А równowartą drugiej ABCA, i symetry- 
сапа z tą drugą względem cięciwy AB; utworzonoby tym spo- 
sobem figurę AP'C'BGA któraby miała ten sam obwód co figura 
maximum AMBCA, a byłaby od niej większa; co niedorzeczne. 
Więc część ABMA jest równowarta części AMCA. 

Ztąd wnosimy że wszelka figura moximum AMBCA jest równo- 
warta figurze równoobwodowej AP'C'BCA „symetrycznej względem 
cięciwy AB. Uważajmy więc ostatnią figurę, która jest także je- 
дпа z figur maximum i zawiera część nieprzekształconą АРСВ 
pierwszej. Ponieważ dwie połowy tej figury są symetryczne wzglę- 
dem osi AB, każdy punkt N półobwodu ANB ma swój syme- 
tryczny N' na półobwodzie AN'B; zatem dwa trójkąty ABN, ABN" 
są równe. Powiedam teraz że kąty Ni N' są proste; albowiem, 
jeśli tak nie jest, możnaby zamienić kąty N i N' na proste, 
zmieniając tylko spólną podstawę AB a nie naruszając bynaj- 
mniej innych boków, ani odcinków ANP, BNC, BN'C', AN'P' 
które się na nich opierają. Tym sposobem powierzchnie trójką- 
tow ABN, ABN' zwiększyłyby się, i temsamem cała powierzchnia 
figury zwiększyłaby się nie zmieniając obwodu; co się sprzeciwia 
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założeniu. Więc kąty № i № są proste. Owoż, punkt № jest wzięty 
dowolnie na obwodzie ANB nieprzekształconej połowy figury 
maximum AMBCH ; więc ta połowa jest półokręgiem ; a że nadto 
można wziąć, także dowolnie, półobwód figury maximum który 
ma zostać niezmienny, więc cała figura maximum jest kołem. 
Niema tedy kilku figur maximum różnego kształtu; jest tylko sa- 
mo koło które, w danym obwodzie, zawiera powierzchnię naj- 
większą możebną. 

Wzajemnicy dowodzi się już wiadomem rozumowaniem. 


WNIOSEK. — Ze wszystkich figur których obwód składa się z da- 
nej prostej a i z linii zmiennej L, odcinek koła ma największą po- 
wierzchnię gdy długości linij zmiennych L sa równe, a zaś ma 
najmniejszą linię L gdy powierzchnie figur są równe. 

Jakoż, na prostej a, i z tej samej strony co linia L, nakreślmy 
odcinek koła którego łuk ma długość z równą długości L; po 
czem dopełnijmy koła łukiem który oznaczymy przez 8. Koło ma- 
jace obwód B -+ a, jest większe od powierzchni ograniczonej ob- 
wodem @ + L; a żete powierzchnie mają część spólną, zamknięta 
liniami a i 6, więc odcinek koła jest większy od powierzchni 
zawartej między ai L. 

Ztąd wynika że w figurze, której powierzchnia ma być mazimum 
pod warunkami danemi, każda część obwodu, mogąca brać jakikol- 
wiek kształt między dwiema skrajnościami, musi być łukiem koła. 


TWIERDZENIE XXXIX. 


Wielokąt, mający boki dane w porządku jakimkolwiek, jest maxi- 
mum gdy jest wpisalny w koło. 


Uważajmy najpierwej że można, mając dane boki a, b, c,...k, 
utworzyć wielokąt wpisalny w koło, byle tylko największy z bo- 
ków był mniejszy od summy wszystkich innych. Jakoż, można 
zawsze nakreślić koło О promieniem dostatecznym aby, biorąc 
cięciwy АВ = a, ВС = b,... KL = k, ostatni punkt L niedocho- 
dził do pierwszego A, i środek koła znajdował się w odcinku 
ABCK nad cięciwą AB. To uczyniwszy, jeśli będziemy zmieniali 
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promień koła tak żeby środek O zniżał się na prostopadłej do 
cięciwy AB, łuk BCKL który jest ilością ciągłą będzie malał 
ciągle; a że on ma za granicę cięciwę AB mniejszą od summy 
b -H c + ...k, więc jego skrajność L dosięgnie punktu A i przej- 
dzie przez niego. Jest więc koło i tylko jedno w którem linia 
łamana ABC...K tworzy wielokąt wpisany. 

Niech będzie teraz wielokąt wpisany 
ABCDE, mający boki a, b, е... k. Jeśli 
przeniesiemy odcinki koła, oparte na 
bokach tego wielokąta, na odpowiedne 
boki a, b,... k innego wielokąta niewpi- 
salnego, otrzymamy figurę równoobwo- 
dową z kołem; a zatem powierzchni 
mniejszej od niego. Ztąd wnosimy, odtrącając odcinki koła od 
obydwóch figur, że powierzchnia wielokąta wpisanego ABCDE 
jest większa od powierzchni innego wielokąta niewpisalnego. 


TWIERDZENIE XL. 
+ 


Między wszystkiemi wielokątami równoobwodowemi i równej 
liczby boków, wielokąt foremny jest maximum ; i NAWZAJEM, między 
obwodami wszystkich wielokątów równowartych i równej liczby bo- 
ków, obwód wielokąta foremnego jest minimum. 


K 
AA 


Między wielokątami równoobwodowemi, ża- 
den nie może być maximum jeśli nie jest ró- 
c wnoboczny; albowiem, przypuszczając że dwa 
boki posobie idące, jako ABi BC, nie są równe, 
możnaby zastąpić srójkąt AGB trójkątem równo- 
ramiennym АСК, który ma tę samą podstawę 
i ten sam obwód; utworzonoby tym sposobem figurę większą 
od pierwszej Ztąd wynika że boki wielokąta maximum, który ma 
obwód dany, są równe i wiadowe; aże ten wielokąt, na mocy 
powyższego twierdzenia, powinien być wpisalny w koło; więc 
wielokąt maximum, zarazem równoboczny i równokąatny jest 

foremny. 

* 
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ZAGADNIENIA, 324 


Wzajemnica widoczna. 


"WNlosER. — Między wielokątami foremnemi równoobwódowemi 
ten Jest maximum który ma najwięcej boków. | NAWZAJEM. 9. 

Niech będą dwa wielokąty foremne rów noobowe, jeden mający 
n boków а drugi n +14. 

Jeśli weźmiemy punkt K na jednym z boków pierwszego, mo- 
żemy uważać ten wielokąt jako nieforemny mający n- 1 boków; 
więc drugi wielokąt mający także n - 1 boków, ale foremny, 18 
większy od pierwszego. 


Z całej teoryi figur maximum wynika następująca ustawa. 


Powierzchnie wialokątów foremnych równoobwodowycó tworzą 
szereg rosnący, który się zaczyna ad trójkąta a kończy na kole ; 
a zaś obwody wielokątów równowartych tworza szereg malejący, 
który się także zaczyna od trójkąta a kończy na kole. 


н DALSZY CIĄG ZAGADNIEŃ KSIĘGI CZWARTEJ. 


ZAGADNIENIE XXIV. 
Zamienić допу wielokąt na trójkąt równowarty. 


Niech będzie dla utkwienia myśli, pięcio- 
kąt wypukły ABCDE, który trzeba zamienić 
na trójkąt równowarty. 

Де à Ń Poprowadź przekątnę АС, i przezwierzcho- 

/ ух A łek В równoległę do niej BF, ах о spotkania 
i F z przedłużeniem boku CD; połącz AF. Dany 
wielokąt ABCDE będzie równowarty wielokątowi AFDE który 
ma jeden bok mniej. Jakoż, trójkąty АСВ, АСЕ są równowarte, 
bo mają spólną podstawę АС, i tę samą wysokość, z przyczyny że 
wierzchołki B i F lcżą na prostej BF równoległej do AC. Więc 
zamiast trójkąta ACB można wziąć trójkąt równowarty AGF. 

Następnie, poprowadź przekątnę AD, i przez E równoległę do 
niej FG, aż do spotkania G z bokiem CD przedłużonym : połącz 
AG. Trójkąty AED i ADG są równowarie, zatem czworokąt 
21 
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AFDE jest równowarty trójkątowi AFG. Więc dany wielokąt 


ABCDE jest równowarty trójkatowi AFG. 4 
à „ Gdy wielokąt nie jest wypukły, wykreślenie 

7, podobne. I tak, w pięciokącie ABCDE, który 

£ ma kat wklęsły BCD, prowadzimy przekątnę 


BD, i przez wierzchołek С tego kąta, równo- 
ległę CM do BD; łączymy DM. Trójkąty BCM 
i DCM są oczywiście rownowarte ;fwięc czwo- 
rokąt AMDE jest równowarty pięciokatowi ABCDE. 

Tak samo się postępuje gdy jest więcej katów wklęsłych, 
prowadząc tylko przyzwoicie dobrane prostokątne. 


л 

| 
Д 
б | 


ZAGADNIENIE XXV, 


W ykreślić kwadrat równowarty danewu wielokątowi. 


Przypuśćmy najpierwej że trzeba wykreślić kwadrat równo- 
warty danemu trójkątowi. Niech będą: X bok szukanego kwa- 
dratu, Bi W podstawa i wysokość żądanego trójkąta. Mamy 

a 1 iB X 
X = В.У albo те" s 

Więc bok szukanego kwadratu jest średnia proporcyonalną 
między połową podstawy i wysokością trójkąta. 

Jeśli jest dany równoległobok, trapez, wielokąt foremny, albo 
ogólnie figura której powierzchnia wyraża się wieloczynem dwóch 
linij prostych, dość znaleźć średnię proporckonalną do tych linij, 
a ona będzie bokiem kwadratu równowartego. 

W każdym innym przypadku, dość przekształcić dany wielo- 
kąt na trójkąt równowarty, i szukać kwadratu równowartego 
temu kwadratowi. 

Uwaga. — Ponieważ wszelki wielokąt daje się przekształcić na trójkąt 
równowarty, a ten ostatni na kwadrat, więc można zawsze znaleźć kwadrat 
równowarty danemu wielokatowi, czyli jako się mówi, skwddrować wielokąt 
albo znaleźć jego kwadraturę. 


+ 
http://rcin.org.pl 


ZAGADNIENIA. | 323 
ZAGADNIENIE XXVI. 


Znaleźć dwie linie proste proporcyonalne do dwóch wielokątów 
danych. | м 
А 1° Jeśli dwa dane wielokąty są kwa- 
ПЕ, dratami które таја boki a i b, nakreśl 
РА kat prosty А ; па jednem ramieniu weź 
Ż AR АВ =а, a na drugiem AC =й; połącz 
a » BC, i z punktu A spuść prostopadłę 
AD na BC; odcinki BD i CD rozwiążą zagadnienie (10 wn.2). 
20 Jeśli są dane dwa prostokąty mające podstawy a i a', wyso- 


kości bi 4', nazywając z i y dwie proste proporcyonalne do tych 
prostokatów ; będzie 


2 ab | 
ў ab 


Owoż, można wziąć dowolnie jedną z prostych szukanych, 
пр. y =b'; со daje 
ab 
> Z == — 
a 
Więc, w tem przypuszczeniu, 2 jest czwartą proporcyonalną 
do boków a', a, b,i stosunek tej czwartej proporcyonalnej z liniab' 
równa się stosunkowi dwóch danych prostokątów. 
Tak samo o trójkątach, trapezach ete. 


30 Jeśli nakoniec dwa dane widzu są jakiekolwiek, to mo- 
żna je najpierwćj przekształcić na kwadraty równowarte, i potem 
szukać stosunku tych ostatnich. 


ZAGADNIENIE XXVII. 


Znaleźć kwadrat równowarty summie albo różnicy dwóch kwa- 
dratów, 


Niech będa ai b boki dwóch kwadratów 

А danych. ; А 
= 1° Nakreśl kąt prosty А; weź ramie AB =a, 
а i АС = b. Połącz ВС; przeciwprostokątna ВС 


79 będzie bokiem kwadratu równego summie 
dwóch danych ; 
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. 

bo ВС? =AB + AC а +0. 

2° Nakreśl kat prosty A; weź ramie AC równe mniejszemu 
z danych boków, przypuśćmy b; z punktu C jako środka, pro- 
mieniem równym większemu bokowi a, zakreśl łuk przecinający 
ramie AB w punkcie B. Kwadrat zbudowany na prostej AB bę- 
dzie różnica dwóch kwadratów danych ; 


: + un =ne ane 2 ‹ 
takoż, AB =BC — AC ==a — Ё. 
UWAGA. — Można tym sposobem, znaleźć kwadrat równowarty summie 


albo różnicy tylu kwadratów ile się podoba, a nawet summie albo różnicy 
tylu wielokątów ile chcemy, zamieniwszy najpierwej te ostatnie na kwadraty. 


ZAGADNIENIE XXVIII. 


Mając dane dwa wielokąty podobne, wykreślić wielokąt podobny 
któryby się równał ich summie albo różnicy. 


Niech będą a, b, 2, boki odpowiedne wielokątów danych A, 
В, i szukanego X. Przypuszczając A œ В, mamy: с 
* A B=X A=B 


С b 


К аск ы А 2 Su. 58 
Owoż, z założenia X = A + B; więc z =a +b. 


Znalazłszy bok z, zapomocą poprzedzającego zagadnienia, zbu- 
duj na nim wielokąt podobny danym. 

Tak samo znajduje się koło równowarte summie albo różnicy 
dwóch kół danych. 

Jakoż, nazywając R, R', 2 promienie tych trzech kół, powinno 
być 


«А = ra 3 кА", окай a =R? = А; ete. 


ZAGADNIENIE XXIX. 


Zbudować wielokąt podobny danemu i taki żeby się miał do danego 
w stosunku dwóch linij prostych m in. 
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* ZAGADNIENIA. 325 


1° Przypuśćmy najpierwej że dany wielokąt jest kwadratem 
mającym bok a. Jeśli nazwiemy 2 bok kwadratu szukanego, 
będzie 


2 mm m 
а? п 
р Zatem, na prostej nieograniczonej АС, 
Ra weź АВ = m, і ВС = л. Na summie АС 
Ż с__ jako średnicy, nakreśl półokrąg, iz punk- 
ж z N tu B wyprowadż prostopadłę BD do AC; 
j F ©\, 


przez punkt przecięcia D poprowadź 
proste DA, DC; weź prostę DG równą bokowi a kwadratu da- 
nego, i przez б pociągnij linię EG równoległa do AC. Piosta 
DE będzie bokiem kwadratu szukanego, który się zbuduje spo- 
sobem już wiadomym (П zag. XVII). 

Jakoż; mamy 


UWAGA, — Tym sposobem, znajduje się kwadrat będący ułamkiem © 
) 
danego kwadratu. 


2° Niech będzie teraz wielokąt jakikolwiek P; oznaczmy przez 
p jeden z jego boków, przez 2 bok odpowiedny wielokąta żąda- 
nego X. Powinno być, wedle zagadnienia, 


2 
А T 
ztąd ah 
p 


Więc zagadnienie przywodzi się do przypadku wyżej rozwią- 
гаперо. Wyznaczywszy bok 2, odpowiedny bokowi p, buduje 
się na nim wielokąt podobny danemu P. 


3° Gdyby dane było koło, nazywając R jego promień, æ pro- 
mień koła szukanego, powinno być 
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бо już wiadome. Р 


т 
UWAGA. — Jeśli stosanek e jest wyrażony dwiema liczbami, dość 


wziąć dwie linie proste, jako EF i FG, których stosunek równa się danemu, 
i wykonać wykreślenia jako wyżej. Gdyby dwie proste m i n były za wielkie, 
możnaby je zastąpić dwiema mniejszemi, proporcyonalnemi. 


ZAGADNIENIE XXX. 


Zbudować wielokąt równowarty wielokątowi P i podobny wielo- 
katowi Q. 


Chodzi tu o przekształcenie wielokąta P na wielokąt równo- 
warty X, któryby był podobny drugiemu wielokątowi Q. 


Jeśli nazwiemy g i 2 boki odpowiedne wielokątów podobnych 
QiX, będzie = 
+ 


albo, uważając że wielokąt szukany X jest równowarty wielo- 
katowi P, 


1 a 
Zamieńmy teraz wielokąty Q i Р na kwadraty równowarte 


dit, będziemy mieli 


q a 
== Е) albo } 


|| 
ња 


Więc bok æ jest czwartą ргорогсуопаіпа do trzech prostych 
а, b, q; zbudowawszy na tym boku, jako odpowiednym bokowi g, 
wielokąt podobny wielokatowi Q, otrzymamy wielokąt równo- 
warty wielokątowi Р. 
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ZAGADNIENIA. 327 


ZAGADNIENIE XXXI. 
W dany trójkąt wpisać największy kwadrat możebny. 


Niech będzie kwadrat DEFG wpisany w trój- 


A. 
А 

kąt АВС, i oparty na boku ВС. Oznaczmy przez 
AF ж bok tego kwadratu, przez а,б, c boki trójkąta, 


р, 
/ \ przez a', b',c' wysokości odpowiadające tym 
Ź \ bokom. 
BG FG Wyraźmy najpierwej że kwadrat jest wpi- 


sany w trójkąt, to jest wyraźmy że trójkąty ADE i ABC są podo- 
bne; będziemy mieli 


DE AH albo z_a—t a' 
BC АК а apa” 
aa' 
zł d — . 
ы * а-а 
aa' 


Trzeba teraz żeby wartość 


ari boku kwadratu była naj- 


większa możebna ; a ponieważ licznik aa', wyrażający podwójną 
powierzchnię trójkąta, jest stały, bok © będzie największy może- 
bny jeśli summa a--a' jest najmniejsza możebna. 
Owoż, uważajmy że 
аа! = b0 = сс', 


i przypuśćmy że bok a jest najmniejszy ze trzech boków trój- 
kąta, będzie 


AI eri 
b a b=a 
Ztąd, ponieważ a < b, wynika a — b < 0—а'; 
więc а+а <b+b. 


To dowodzi że, ze trzech kwadratów które mogą być wpisane 
w trójkąt, największy jest ten który się opiera na najmniejszym 
boku. 

Bok tego kwadratu, równy HK, jestczwartą proporcyonalną do 
trzech linij a-k a, a, a. 
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ZAGADNIENIE XXXII. 


Przez punkt M, dany na boku trójkąta ABC, poprowadzić liuie 
proste któreby podzieliły ten trójkąt na części proporcyonalne do 
prostych danych m, n, p. 


Ñ 
- Podziel bok BC, na którym leży punkt 
dany M, na części proporcyonalne do pros- 
tych m, ñ, p; połącz AM, i przez punkta po- 
x, działu D, E poprowadź równoległe DF i EG 
© do AM. Proste MF, MG podzielą trójkąt na 


części żądane. 


Jakoż, połącz AD, AE. Trójkaty DFM, DFA są równowarte ; bo 
mają spólną podstawę DF i wierzchołki na linii równoległej do 
podstawy. Zatem trójkaty MBF, ABD, sa równowarte. Dowiedzie 
się podobnie że figury MFAG, ADE, są równowarte; jako też 
dwa trójkaty MCG, AEC. Więc wielokąty MFB, MFAG, MGC są 
proporcyonalne do danych prostych m, n, p. 


UWAGA, — Jeśli m==n=p, linie MF, MG podzielą trójkąt na trzy 
części równowarte. 


ZAGADNIENIE XXXIII. 


Podzielić trapez, równoległemi do podstaw, na części proporcyo- 
nalne do linij danych. - 


Przypuśćmy że trzeba podzielić trapez 

ABCD na trzy części proporeyonalne do 

_ prostych m, n, p, i że równoległe EF, 
GH rozwiązują zagadnienie. Мату : 


ABFE _ ЕЕНб GHCD. 


m n р 


_ т i ABHG _ m+n 
ABCD m+n+p’ ABCD m+n+p 
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ZAGADNIENIA. 529 
Niech będzie О punkt spotkania boków AD, BC. Jeśli wyra- 
zimy trapezy przez różnice trójkatów, ostatnie równania staną się: 


ABO — EFO m . ABO— GHO m+n 
< —Á— L, 1 _—— == = 
ABO—DGO m+n+p ABO—DCO  m+n-Fp 


Owoż, trójkąty podobne АВО, ЕРО..., mają się jako kwadraty 


z boków odpowiednych ОА, OK...; więc е 


12  ar2 na доз 
ОА —QE _ m . ОА — 0G _m+n 


бд 0р m+n+p’ i oa — oD афар 

Na linii АО јако średnicy, nakreślmy półokrąg, a z punktu O 
jako środka, nakreślmy łuki kół ЕЕ’, GG', DD'; będzie 
OA — OF АК, 0A—06—AG", ОА Ой 2р3. 
ЛЕ АС _ m+n 
AD? = mknEp” AD? "Бәр 


Kwadraty z cięciw АЕ’, Аб’, А” mają się jako ich rzuty 
Ае, Ag, Ad na średnicy АО; 


Ai 
= 
RJ 

> 


Zatem 


więc Z RAWA Ад m+n , 
d mẹn+p’ Ad п+фафр· 
ztąd Ае Ag Ad 
m mn я Бар’ 
więc ostatecznie - Ae _eg_ gd, 
m n p 


Wynika ztąd następujące wykreślenie. Przedłuż boki AD, BC, 
trapezu aż do ich spotkania О, i na średnicy АО nakreśl pół- 
okrąg. Z punktu O jako środka, promieniem OD, nakreśl łuk 
koła DD', spuść prostopadłę D'd na AO, i podziel Ad na części Ae, 
eg, gd proporcyonalne do danych linij m, n, p. Z punktów po- 
działu e, g, wyprowadź prostopadłe ¢E', gG', i ze środka O nakreśl 
łuki kół E'E, G'G; nakoniec, przez punkta E, G, poprowadź, 
równolegle do podstaw trapezu, proste EF, GH które rozwiążą 
zagadnienie. 


UwaGA. — Jeśli jedna z podstaw staje się zero, trapez przecho- 
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dzi na trójkąt. Zagadnienie powyższe zastosowane do trójkąta 
nie przedstawia teraz żadnej trudności. 


ZAGADNIENIE XXXIV. 


Podzielić powierzehnię koła, okręgiem spółśrodkowym, w sto- 
sunku średnim i skrajnym, 


. e 
Niech będą R i 2 promienie kół danego i szukanego. Powinno 
być, wedle zadania, 
тА? rz? 
— =: таа 2 4- А2224 А1 0. 
maż тҢ? — та? 
Rozwiązując to równanie dwukwadratowe, i biorąc sam tylko 
pierwiastek dodatny, mamy 


zai Rx ч (М5 —1). 


Więc promień okręgu spółśrodkowego szukańego jest średnią 
proporcyonalną między promieniem danego koła i bokiem dzie- 
sięciokata foremnego wpisanego. 

UwAGA. — Można otrzymać ten sam wynik nie rozwiązując 
równania. 

Jakoż, uczyńmy 22= Ку; proporcya powyższa stanie się 
R 710% 
У = y z ; to pokazuje że linia y jest bokiem dziesięciokąta 
1 — 
foremnego wpisanego w dane koło. Więc promień szukany 2 
jest średnią proporcyonalną między R і у, јако wyżej. 


ZAGADNIENIE XXXV. 


Biorąc 25 mil na 1 stopień południka ziemskiego, znaleźć jego 
promień. . 


Południk ziemski jest, z małą różnicą, okręgiem koła. Ponieważ 
na 1 stopień idzie 25 mil, więc południk ma mil 25 X 360=9000; 
9000 


zatem promień R południka ziemskiego w milach jest R= ЧЕ 
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ZAGADNIENIA. 251 
Działając za pomocą logarytmów, znajdujemy 
e 
log. 9000 == 3,9542425, 
log. Әл =0,7981798, 
log. R=3,1560627 = log. 1432,39. 
Więc promień południka ziemskiego ma okrągło mil 1432. 


(9 ы . 
ZAGADNIENIE XXXVI. 


Znaleźć, na mniej niż 0,001 tuk wycinka mającego powierzchnię 
3,24 i kat 23228". 

Ponieważ wycinek koła ma za miarę wieloczyn łuku przez po- 
łowę promienia, nazywając 2 długość tego łuku, R jego 
promień, będzie 


Rz 
w = 3,24. 


Ale długość łuku promienia R, mającego 23°28', wyraża 
się przez 
23028! 


t= -i80 


ті; 
więc, mnożąc stronami, wyrugujemy R i otrzymamy 
23028! 
2— 
= 905 X 3,2h r. 
23028 _ 2348 704 
90°  n0 3х900' 


Ztąd, uważając że wynika 


й 704 3,24% 1 Т BEAN 
ostatecznie 2 = Sri жале Өе ma k 
100 39 i00 А 


Teraz, z przyczyny spółczynnika ytz, i dlatego że V8448<100, 
aby otrzymać wartość z przybliżeniem żądanem dość wziąć 
m =3,1/15; co daje 


V 8418 X 3,1415 == Y/ 26530,30 = 162,9. 
Więc długość szukanego łuku jest c=1,629 przez niedostatek. 
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3 ZADANIA. 


МИ. — Gdyby za jedność powierzchni wzięto trójkąt równoboczny wy- 
stawiony na jedności linij, albo koło mające za prnmień tę jedność linij, 
jakby się wtedy wyraziła powierzchnia trójkąta, kwadratu, koła, etc. ? 

442. — Nazywając 5 powierzchnię wielokąta foremnego, R promień koła 
opisanego, mamy następując rzchnie : 


z: я ~- 3 2 
1° Trójkąta równobocznego S =7 RV 9. 20 Kwadratu S= 902. 


no 5 узса ZYKA 

3° Pięciokata foremnego S= 3 R? Уло +25, цо * Sześciokata fore- 

8 2 ME 5 aay = 

mnego S=2 R v3. 5? Dziesięciokata foremnego S=7R V10—2v5. 

443. — Powierzchnia ośmiokąta foremnego, wpisanego w koło równa się 

prostokatowi mającemu za boki przyległe boki kwadratów wpisanego i 
opisanego. 

А. — Powierzchnia sześciokąta foremnego wpisanego jest średnią pro- 

рогсуопаіпа między powierzchniami trójkątów równobocznych wpisanego i 

opisanego ; i równa się trzem czwartym sześciokąta foremnego opisanego. 


445. — Powierzchnia czworoboku zarazem wpisalnego i opisalnego równa 
się pierwiastkowi kwadratowemu z wieloczynu jego czterech boków. 


даб. — Naśladując dowodzenie Pitagoresa, dowieśdź że : 

1° W trójkącie rozwartokatnym, kwadrat wystawiony na przeciwrozwar- 
tokatnej równa się summie kwadratów wystawionych na bokach kąta rozwar- 
tego, więcej podwójny prostokąt jednego z tych boków przez rzut na nim 
drugiego. 

2° W każdym trójkącie, kwadrat wystawiony na boku przeciwległym 
katowi ostremu równa się summie kwadratów wystawionych na bokach tego 
kąta mniej podwójny prostokąt jednego z tych boków przez rzut na nim 
drugiego. 

447. — Na figurze Pitagoresa (10), połaczono wierzchołki kwadratów i 
utworzono sześciokąt ; znaleźć powierzchnię tego sześciokąta. Dowieśdź że 
summa kwadratów zbudowanych na bokach tego sześciokąta jest równo- 
warta osiem razy wziętemu kwadratowi na przeciwprostokąatnej. 


448. — Na bokach trójkąta АВС jakiegokolwiek zbudowano kwadraty, 
i, łacząc ich wierzchołki po sobie idące, utworzono sześciokąt ; dowieśdź że 
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summa kwadratów zbudowanych na bokach tego sześciokąta jest równo- 
warta poczwórnej saummie kwadratów zbudowanych na -bokach trójkąta 
ABC. Wywieśdź ztąd poprzedzające twierdzenie. 

(149. — Na bokach AB, АС trójkąta ABC zbudowano równoległoboki ja- 
kiekolwiek ABDE, ACFG, których przedłużono boki DE i FG aż do 
spotkania w punkcie H. Dowieśdź że summa tych dwóch równoległoboków + 
jest równowarta równoległobokowi mającemu za boki przyległe bok BC i 
linię prostą równą linii AH i do niej równoległą. Z tego trwierdzenia wy- = 
wieśdź twierdzenie kwadratu przeciwp. ej. 

450. — Na trzech bokach trójkąta prosto- 
kątnego ABC nakreślono półkola. Dowieśdź że 
summa powierzchni księżyczków ADBE, АЕСС 
równa się powierzchni tego trójkąta. (Twier- 
dzenie HYPOKRATESA. ) 


151. — Na bokach prostokąta wpisanego w koło nakreślono półkola na 
zewnątrz. Dowieśdź że summa czterech księżyczków równa się powierzchni 
tego prostokąta. 


452. — Na prostej AB jako średnicy, nakreślono 


półkole, z obydwóch skrajności tej średnicy i pro- 
/ mieniem koła nakreślono łuki OGiOD ; wyracho- 
KT 0 в  Weć po wierzchnię trójkąta krzywolinijnego OCD. 


453. — Mając dane trzy równe koła styczne zewnętrznie, wyrachować 
powierzchnię trójkąta którego bokami są ich łuki. 


дод. — Mając dane dwa równe koła, styczne między sobą i styczne we- 
wnętrznie do trzeciego, wyrachować powierzchnię trójkąta którego bokami 
są tuki tych trzech kół. 


455. — Dowieśdź że między promieniami R, r, r/, r”, r// kół, opisanego 
na trójkącie, wpisanego i zawpisanych, jest związek 


R= rp т. 


156. — Okrąg przechodzący przez trzy ze czterech środków kół wpisa- 
- nego i zawpisanych w trójkąt jest dwa razy większy od okręgu opisanego, 


457. — Dowieśdź że powierzchnia trójkąta w funkcyi trzech ośrodkowych 
æ, B, 4, wyraża się przez 


E лш иши z yk ŻE 
S= zy 6-+B +19) В+ 2) (+y 8) (z -+- B — +). 


458. — Powierzchnia trójkąta równa się wieloczynowi z promienia koła 


http://rcin.org.pl 


33h KSIEGA CZWARTA. 


opisanego przez połowę obwodu trójkąta utworzonego łącząc spodki trzech 
wysokości. B 
459. — W kole poprowadzono dwie średnice prostopadłe AB i СР, i ze 
środka H linii OC nakreślono, promieniem HA, łuk koła przecinający śre- 
dnicę CD w punkcie K; dowieśdź że OK jest bokiem dziesięciokata fo- 
"remnego, a cięciwa AK bokiem pięciokąta foremnego wpisanego. 
460. — Na promieniach ОА i ОВ ćwiercianu АОВС opisano półkola 
DA i OFDB. Dowieśdź że t kta A, D, B są w linii prostej ; że po- 
wierzchnie OEDF і АРВС są ko SME że każda z powierzchni OFDA, 
OEBD jest ćwiercią kwadratu zbudowanego na promieniu OA. 


„А61. — Nazywając A i B powierzchhie dwóch wielokątów foremnych 
podobnych wpisanego i opisanego na kole. Dowieśdź że różnica B— A 
równa się powierzchni wielokąta foremnego podobnego, wpisanego w koło 
które ma za średnicę bok wielokąta B; albo też równa się powierzchni 
wielokąta foremnego podobnego opisanego na kole które ma za średnicę 
bok wielokata A. 

162. — Jeśli podzielimy średnicę koła AB na n części równych, np. па 5, 
w punktach С, D, E, E..., i na odcinkach Аб, AD, AE, AF wykreślimy 
półokręgi nad średnicą, a zaś na odcinkach BF, BK, BD, BC półokręgi pod 
średnicą, powierzchnia koła zostanie podzielona temi półokręgami na 5 części 
równowartych. 

163. — Jeśli podzielimy średnicę AB w punkcie С w stosunku m : n, i na 
odcinkach wykreślimy półokręgi na przemian nad i pod średnicą, po- 
wierzchnia koła zostanie podzielona linią krzywą tych półokręgów, w sto- 
sunku л: m, 

464. — Średnicę AB podzielono w punkcie С w stosunku średnim i 
skrajnym, i na odcinkach АС, BO nakreślono półokręgi naprzemian z oby 
dwóch stron tej średnicy. Dowieśdź że linia krzywa АВС, utworzona z pół- 
okręgów, dzieli powierzchnię koła w stosunku średnim i skrajnym. 

165, — Przekątne pięciokąta foremnego dzielą się nawzajem w stosunku 
średnim i skrajnym. 

166. — Wpisać kwadrat w pięciokąt foremny. 

467. — Pięciokąt równoboczny jest foremny jeśli ma trzy katy równe. 

468. — Ze wszystkich trójkątów które mają równą wysokość i równy kąt 
przy wierzchołku, trójkąt równoramienny jest najmniejszy możebny. 

169. — Ze wszystkich wielokątów równej liczby boków, opisanych na 
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kole, wielokat foremny ma najmniejszą powierzchnię i najmniejszy obwód. 


470. — Z wielokątów foremnych opisanych na jednem kole najmniejszy 
co do powierzchni i obwodu jest ten który ma najwięcej boków. 


А71. — Wieniec kołowy (różnica dwóch kół spółśrodkowych) równa się 
kołu którego średnicą jest cięciwa wielkiego koła, styczna do małego. 


472. — Dowieśdź geometrycznie że : 


o w P—? ° ' ja AB 

1- Ды зер © AB: 

473. — Z punktu C, wziętego na półokręgu, spuszczono prostopadłę CD 
na średnicę AB, i na odcinkach AD, BD, jako średnicach, nakreślono pół- 
kola AED, BFD. Dowieśdź że figura ACBFDEA równa się koła średnicy QD. 

АЛА. — Jest dany prostokąt ABCD ; wpisano w trójkąt ABC kolo które 
dotyka boku AB w punkcie Е, a boku ВС w punkcie F ; potem poprowa- 
dzono równoległę EH do AD i równoległę FK do AB. Dowieśdź że prosto- 
kąt HK jest połową prostokata ABCD. 


475. — Wpisać w koło prostokąt równowarty danemu kwadratowi. 


476. — Podzielić daną prostę na dwa odcinki na którychby wykreślone 
półkola czyniły summę powierzchni najmniejszą możebną. 

477. — W trójkąt równoboczny wpisać trzy koła styczne do siebie i 
styczne, po dwa, do boków trójkąta. Wyrachować stosunek powierzchni 
tych kół do powierzchni trójkąta. 


478. — Znając obwody dwóch wielokątów foremnych wpisanych z któ- 
rych jeden ma n boków, a drugi 2n, znaleźć obwód wielokąta foremnego 
wpisanego który ma 4n boków. 


479. — Znając powierzchnie dwóch wielokątów foremnych wpisanych, 
z których jeden ma n boków, a drugi 2n, znaleźć powierzchnię wielokąta 
foremnego wpisanego który ma 4n boków. 

480. — Znając promienie R, R” dwóch wielokątów foremnych równo- 
obwodowych, z których jeden ma n boków, a drugi 2n, znaleźć promień R” 
wielokąta foremnego równoobwodowego który ma 4n boków. 


181. — Boki dziesięciokąta foremnego gwiaździstego przecinając się two- 
rzą dwudziestokąt foremny, Wyrachować obwód i powierzchnię tego dwu- 
dziestokąta w funkcyi promienia kola opisanego na dziesięciokącie. 

482. — Znając długości a, b, c trzech cięciw wpisanych w półkole, 
znaleźć równanie które daje średnicę œ koła. 
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183. --- Wyznaczyć stosunek dwóch sześciokątów foremnych wpisanego i 
opisanego па jednem kole. 

484. — Mając dany trójkąt, poprowadzić równoległę do podstawy tak 
żeby utworzyła trapez mający obwód równy danej linii. 

485. — Jeśli, w trójkącie prostokątnym, jeden bok kata prostego, jest 
równy średnicy danego koła a drugi równy połowie średnicy mniej polowa 
boku sześciokąta foremnego opisanego na tem kole ; wtedy przeciwprostoką- 
tna trójkątaróżni sięod półokręgu danego kołao mniej niż 0,0001 promienia. 

186. — Znaleźć okrąg i powierzchnię koła, wiedząc że dwie cięciwy 
wpisane w półkole mają długość 0,12, i 1,75. 

487. — Powierzchnia trójkąta równobocznego jest 36,4 ; znaleźć okrąg 
wpisany i opisany. 

488. — Znależć kwadrat równowarty wieńcowi kołowemu którego pro- 
mienie są 1,12 i 2,2. 

189. — Znaleźć powierzchnię wycinka którego promień jest 5,5, a pod- 
stawa ma 86°. 

190. — Znaleźć powierzchnię odcinka koła wiedząc że promień jest 1,1, 
a podstawa 444°. 

491. — Znaleźć powierzchnię odcinka koła którego wysokość ma 0,36 
długości, a podstawa 108°. 

499, — Przez punkt A okręgu, poprowadzono jako cięciwy, boki AB i AC 
kwadratu i sześciokąta foremnego wpisanego ; potem poprowadzono, przez 
punkt A i przez środek cięciwy BG, siecznę AD która spotyka okrąg 
w punkcie D. Dowieśdź że cięciwa AD jest, na mniej niż 0,001 promienia, 
bokiem kwadratu równowartego danemu kolu, 

193. — W Paryżu podwórze pałacu zwanego Louvre jest kwadratowe i 
obejmuje 4 morgi. Ileż bok zawiera metrów ? 

A94. — Znaleźć, na mniej niż milimetr, promień koła którego powierz- 
chnia zwiększa się o jeden metr kwadratowy gdy promień rośnie na jeden 
centymetr. 

495. — Przez punkt A, dany wewnątrz koła, poprowadzić dwie proste 
АМ i AN, tak żeby, spotykając okrąg w punktach M i N, tworzyły trójkąt 
prostokątny w którym przeciwprostokątlna MN jest maximum albo 
minimum. 

496. — Koło jest średnia proporcyonalną między dwoma wielokątami 
foremnemi podobnemi, z których jeden jest opisany na tem kole a drugi 
jest z nim równoobwodowy. > 
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497. — W wielokącie foremnym, mającym n boków, summa odległości 
punktu wziętego wewnątrz wielokąta od jego boków równa się n razy wzię= 
tej apotemie tego wielokąta, 


498. — Z punktu O wziętego wewnątrz wielokąta równobocznego, spusz - 
czono prostopadłe na jego boki; dowieśdź że summa tych prostopadłych 
jest niezależna od położenia punktu O. Wywieśdź ztąd poprzedzające 
twierdzenie. 


499. — Półokrąg O podzielono na nieparzystą liczbę równych części, 
np. na siedem AC, CD, DE, EF, FG, GH, НВ; poprowadzono równoległe 
EF, DG, GH, promienie OE, OF które je przecinają w odpowiednych 
punktach Ki L. Mi N. Dowieśdź że summa odcinków przejętych na tych 
równoległych, to jest EF -- KL += MN, równa się promieniowi koła O. 


500. — Dwa koła sieczne są styczne wewnętrznie do trzeciego koła któ- 
rego promień jest równy summie ich promieni. Oznaczając przez A, B 
punkta zetknięć a przez С punkt przecięcia dwóch kół najbliższy łuku AB; 
dowieśdź że w trójkącie ABC, mającym za boki łuki AB, AC, BC trzech kół, 
bok AB=AC + BC. 


501. W wielokącie foremnym mającym n boków, summa kwadratów 
z odległości punktu jakiegokolwiek od wierzchołków równa się n razy 
wziętej summie kwadratów z promienia i z odległości tego punktu od 
środka wielokąta. 


502. — Dwa wielokaty foremne podobne są, jeden wpisany a drugi opi- 
sany na kole ; dowieśdź że okrąg tego koła jest średnim proporcyonalnym 
między okręgiem wpisanym w pierwszy wielokąt. i okręgiem opisanym na 
drugim wielokącie. 

503. — Mając dany sześciokąt foremny ABCDEF, poprowadzono przekąatne 
AC, BD, CE, DF, EA, FB, które przecinając się tworzą sześciokąt. Do- 
wieśdź że ten sześciokąt jest foremny, i wyznaczyć jego stosunek z danym 
ześci okątem. 


504. — Dowieśdź że 4° bok piętnastokata foremnego wypukłego i bok 
drugiego piętnastokąta gwiaździstego foremnego są równe pierwszy summie 
a drugi różnicy apotemy dziesięciokąta foremnego wypukłego, wpisanego 
w to samo koło, i wysokości trójkąta równobocznego wystawionego na boku 
tego dziesięciokąta. , 

2° Bok pierwszego piętnastokąta gwiaździstego foremnego i trzeciego są 
równe pierwszy summie a drugi różnicy, wysokości trójkąta równobocznego 
wystawionego na boku dziesięciokąta gwiaździstego foremnego, wpisanego 
w to samo koło, i apotemy tego dziesięciokata. 
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505. — Przez punkt M, wzięty na łaku AB ćwiercianu AOB, poprowa- 
dzono prostopadłę MN do ОА, i stycznę РМО do łuku, która spotyka ОА 
wP i OB w О; dowieśdź że trójkąt AOB jest średnim proporcyonalnym 
między trójkątami POQ i MNO. 

506. — Na łuku AB, ćwiercianu AOB, wzięto dwa punkta Gi D równo 
oddalone od skrajności, i spuszczono na ОА prostopadłe CE, DF ; dowieśdź 
że figura BDEF jest równowarta wycinkowi OCD. 

507. — W dwóch kołach różnych, wycinki, mające katy odwrotnie pro- 
porcyonalne do kwadratów z promieni, są równowarte. 

508. — Na średnicy AB koła wzięto punkt C i, na odcinkach AC i BC 
jako średnicach, nakreślono półkola ; dowieśdź że powierzchnia zawarta 
między półkolem AB i temi półkolami równa się kołu którego średnicą jest 
średnia proporcyonalna między odcinkami АС і BC. 

509. — W kole O wzięto cięciwę jakąkolwiek AB, i na promieniu ОА 
nakreślono koło ; dowieśdź że odcinki kół, podpasane w obydwóch kołach 
cięciwą AB, są w stosunku 4 do 1. 

510. — Znaleźć n kół którychby promienie były proporcyonalne do n 
prostych danych, a samma ich powierzchni równowarta danemu kołu. 

511. — Mając dane n punktów na płasczyznie opisać najmniejsze koło 
któreby je zawierało wszystkie. 

512. — Zamienić dany trójkąt na równoramienny mający z nim kąt przy 
wierzchołka spólny. 

513. — Zamienić dany trójkąt na równoboczny. 

514. — Zbudować trójkąt mając trzy wysokości, i wyrachować boki. 

515. — Zbudować trójkąt znajac dwie wysokości i promień koła wpi- 
sanego. 4 

516. — Zbudować trójkąt znając obwód, powierzchnię i jeden bok 
albo kąt. 

517. — Wykreślić trójkąt mawimum podobny danemu, i któregoby boki 
przechodziły przez trzy punkta dane. 

518. — W dany trójkąt wpisać trójkąt minimum podobny innemu. 

519. — Na danym trójkącie opisać trójkąt równoboczny największy 
możebny. 

520. — Trzy dane koła opisać trójkątem mawimum podobnym danemu 
trójkatowi. 
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524. — Podzielić trójkąt, sieczną minimum, na dwie części рторокуон 
nalne do dwóch prostych danych. 


522. — Podzielić trójkąt, równoległa albo prostopadłą do podstawy, 
w stosunku średnim i skrajnym. 


528. — Z trójkątów, równej podstawy i obwodu trójkąt równoramienny 
ma największą powierzchnię. 


524. — Z trójkątów, równej podstawy i powierzchni, trójkąt równora - 
mienny ma najmniejszy obwód. 


525. — Mając dane dwa trójkąty podobne, zbudować trzeci podobny 
któregoby powierzchnia była średnia ргорогсуопаіпа między ich po- 
wierzchniami. 


526. — Podzielić trójkąt, prostopadłą do podstawy, na dwie części 
równowarte. 


527. — Mając dane trzy punkta A, B, C, znaleźć czwarty M, taki żeby 
powierzchnie trójkątów МАВ, МАС, MBC były w stosunku linij danych, 


528. — Wyrachować boki trójkąta prostokątnego którego wiadome są 
obwód i powierzchnia. 


529. -- Zbudować trójkąt którego wiadome sa: bok, powierzchnia i 
promień koła opisanego. 


530. — Zbudować trójkąt znając kąty i powierzchnię, 


581. — Zbudować trójkąt znając obwód albo powierzchnię, i dwa ze 
czterech promieni kół wpisanego i zawpisanych. 


532, — Zbudować trójkąt znając trzy ze czterech promieni kół wpisanego 
i zawpisanych. 


585. — Zbudować trójkąt znając summę dwóch boków, i promieni kół 
wpisanego i zawpisanego w ich kat. 


584. — Zbudować trójkąt znając kąty i wieloczyn dwóch boków. 


535. — Mając dane boki trójkąta, znaleźć boki trójkąta podobnego któ- 
regoby powierzchnia była n razy większa. 


536. — Zbudować trójkąt prostokątny któregoby boki były styczne do 
koła danego, a obwód minimum. 


537. — Zbudować trójkąt znając powierzchnię, jeden kąt i ośródkowę 
odpowiedającą jednemu z dwóch innych boków. 


538. — Zbudować trójkąt znając powierzchnię, kąt i punkt przez który 
przechodzi bok przeciwległy temu kątowi. 
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539. — Zbudować trójkąt, znając jeden bok, jeden kąt i powierzchnię. 
510. — Ze wszystkich trójkątów, mających kąt dany zawarty między 
dwoma bokami których summa jest dana, trójkat równoramienny jest 
maximum, a jego podstawa minimum. 

541. — Zbudować trójkąt równowarty danemu i taki żeby jego wierz- 
chołki znajdowały się na trzech prostych danych. 

542. — Są dane dwie równoległe АВ i GD przecięte sieczną EF ; przez 
punkt M, wzięty na AB, poprowadzono siecznę MN która przecina siecznę 
EF w punkcie O. Dowieśdź że summa trójkątów EMO, FNO nie może być 
ani maximum ani minimum. 

513. — Przez punkt O boku AB trójkąta ABC poprowadzić siecznę tak 
żeby przecinając przedłużony bok AC tworzyła trójkąt równowarty danemu. 


54l. — Jeśli w trójkącie prostokątnym jeden z katów ostrych jest + kąta 
prostego, powierzchnia trójkąta równobocznego wystawionego na przeciw- 
prostokątnej równa się sammie powierzchni trójkątów równobocznych wy- 
stawionych na bokach kata prostego. 

545. — Mając dane trzy punkta A, B, C, znaleźć czwarty M taki, żeby 
powierzchnie trójkątów МАВ, MAC, МВС były w stosunku trzech linij da- 
nych. Przypadek szczególny gdy te trzy linie ва równe. 

546. — Jeśli oznaczymy przez a, b, с boki trójkąta, przez a, b', c! jego 
wysokości, przez ж, 8, ү boki trzech kwadratów wpisanych, będzie dla 

41,4 1 


kwadratu wpisanego w kąt A, ТОЛЕ 

547. — Gdy kwadrat jest zawpisany w trójkąt АВС, to jest opiera się 

np. па boku ai ma dwa wierzchołki na przedłużeniu ramion Каа A, 
1 1 1 
wtedy АЕ a = R + 

Podobnie dla kwadratów wpisanych i zawpisanych w katy B iC 
trójkąta. 

548. — Na dwóch bokach AB i AC trójkąta opisano koła które się prze- 
cinają na trzecim boku BC albo na jego przedłużeniu. Dowieśdź że okręgi 
tych kół sa proporcyonalne do boków na których je opisano. 

549. — W trójkącie АВС prostokątnym przy A, z wierzchołka A 
spuszczono prostopadłę AD, która dzieli trójkąt na dwa prostokątne ; do- 
wieśdź że koło wpisane w cały trójkąt równa się summie kól wpisanych 
w trójkąty cząstkowe. 
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550. — W trójkącie jakimkolwiek ABC spuszczono z wierzchołka A 
prostopadłę AD na podstawę ; dowieśdź że ta podstawa ma się do summy 
dwóch innych boków jako ich różnica ma się do różnicy odcinków pod- 
stawy, (albo do ich sammy jeśli ta prostopadła jest zewnątrz trójkata). 

551. — W trójkącie АВС bok AC jest połową boku AB; poprowadzono 
dwójsiecznę AD kata A i dwójsiecznę AE jego spełnienia utworzonego prze- 
dłużając AB. Dowieśdź że powierzchnie trójkatów ADC, ADB, ABC, ADE są 
proporcyonalne do liczb 1, 2, 3, Д. 

552. — W trójkąt prostokątny wpisano xoło.którego punkt zetknięcia na 
przeciwprostokatnej wyznacza dwa odcinki. Dowieśdź że prostokąt mający 
te odcinki za boki jest równowarty trójkątowi. 

553. — Na trójkącie, opisano koło, wpisano koło. Dowieśdź że promień 
koła wpisanego jest średnim proporcyonalnym między odcinkami które te 
dwa koła przejmują na linii środków. 

554. — Przez punkt dany wewnątrz kata, poprowadzić prostę tak żeby 
odcięła trójkąt minimum. 

555. — W danym kącie poprowadzić prostę, najmniejszą możebną ; tak 
żeby odcięła trójkąt równowarty danemu kwadratowi. 


556. — Podzielono boki trójkąta ABC w punktach M, N, P, w stosunku 
n 
r idac w porządku liter A, B, C; dowieśdź że stosunek powierzchni 


n* — n+-1 
(п + 1)? 


557. — Punkt Р okręgu opisanego na trójkącie równobocznym АВС po- 


trójkąta MNP do trójkąta ABC równa się 


łączono z wierzchołkami tego trójkąta; dowieśdź że summa PA” +PB + рс? 
jest stała. è 


558. — Mając dany trójkąt ABC równoboczny, przedłużono jego boki 
w tę samą stronę długością każdego, i połączono skrajności M, N, P. Do- 
wieśdź że trójkąt MNP jest równoboczny. i jego powierzchnia równa się 
siedem razy wziętej powierzchni trójkąta АВС, 

559. — W trójkącie ABC, oznaczając przez а’ wysokość odpowiedającą 
bokowi a, przez r i r/, r”, 4 sowa kół kie i zawpisanych 

1 
w trójkąt ; dowieśdź że a i = A = +2 ). 


“Nr -5 MDE у 


560. — Przez wierzchołek A trójkąta ABG poprowadzić prostę MN tak 
żeby utworzyła, z prostopadłemi spuszconemi na nią z wierzchołków B, С, 
i z podstawą BC, trapez równowarty danemu kwadratowi. 
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561. — Mając dane dwie równoległe i dwa punkta, poprowadzić przez 
te punkta dwie linie proste, któreby się spotykały na jednej z równoległych, 
i tworzyły z druga trójkąt równowarty danemu kwadratowi. 


562. — Znaleźć w trójkącie punkt któregoby summa odległości od trzech 
wierzchołków była najmniejsza możebna. 


563. — Dwa trójkaty są opisane na jednem kole i mają boki równoległe 
po dwa; dowieśdź że wieloczyn powierzchni ośmiu trójkątów, utworzonych 
przez ich boki, jest równy szesnastej potędze promienia koła. 


564. — Linia prosta, przechodząca przez trzy rzuty punktu A okręgu O 
na bokach trójkata równobocznego wpisanego, przechodzi przez środek 
promienia OA. 


565. — Dowieśdź że powierzchnia trójkąta, utworzonego ze кеб várod- 
dkowych innego trójkąta równa się trzem czwartym powierzchni tego 
ostatniego. 


566. — Wywieśdź ztąd że 1° ze wszystkich trójkątów mających summę 
ośtódkowych stałą, trójkąt równoboczny jest maximum ; 2° ze wszystkich 
trójkątów równowartych, trójkąt równoboczny ma summę ośródkowych 
minimum. i 


567. — Na przeciwprostokątnej BG trójkąta nakreślono półkole ВАС, а 
koła na bokach AB i AC jako średnicach ; dowieśdź że powierzchnia spólna 
tym dwom kołom równa się summie odcinków kół które boki AB i AC 
wyznaczają na półkolu, mniej sammą odcinków kół które przeciwprosto- 
Капа BC wyznacza na dwóch kołach. 


568. — W trójkącie prostokątnym АВС spuszczono prostopadłę AD na 
przeciwprostokątnę; dowieśdź że koła wpisane w trójkąty ADB, ADC за do 
nich proporcyonalne. r 

569, —- Przez punkt wewnętrzny trójkąta poprowadzono równoległe do 
trzech jego boków ; te równolegle dzielą trójkąt na trzy równolegloboki i 
игу trójkąty. Dowieśdź że wieloczyn powierzchni równoległoboków zawiera 
osiem razy wieloczyn powierzchni trójkątów. 

570. — Znaleźć wewnątrz trójkąta punkt taki, żeby linie łączące go 
z wierzchołkami podzieliły trójkąt na trzy trójkąty równowarie, 


571. — Mając dany trójkąt, utworzono drugi łącząc środki boków 
pierwszego ; potem trzeci, łącząc środki boków drugiego; i tak następnie 
Jaka jest granica sammy powierzchni tych trójkątów ? 


572. — Mając dane trzy linie proste z wielkości i z położenia, znaleźć 
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punkt taki, żeby biorac go za spólny wierzchołek a te linie za podstawy 
utworzono trzy trójkąty równowarte. 


573. — Z trójkatów równowartych mających ten sam kat przy wierz- 
chołku, trójkąt równoramienny ma obwód minimum, i podstawę minimum. 

574. — Znaleźć na płasczyznie trójkąta ABC punkt taki, żeby okręgi prze- 
chodzące przez ten punkt i przez każde dwa wierzchołki trójkata były 
w stosunku trzech linij danych. 


575. — W dane koło wpisać siedem sześciokątów foremnych równych, 
tak żeby jeden z nich był spółśrodkowy z kołem a zaś każdy inny miał 
z nim bok spólny. ш 


576, — Dowieśdź że wielokąt wklęsły, utworzony przez te sześciokąty, 
jest równowarty sześciokątowi foremnemu wpisanemu w koło. 


577. — W dany kwadrat wpisano drugi kwadrat dzieląc boki w stosunku 
m:n; w drugi kwadrat wpisano, tym samym sposobem, trzeci kwadrat ; 
i tak następnie. Po iłu działaniach summa wpisanych kwadratów będzie 
równa danej powierzchni? Do jakiej granicy dąży summa powierzchni tych 
kwadratów nieskończenie się ciągnących ? 


578. — Przez wierzchołek kata A i przez punkt zewnętrzny poprowa- 
dzono szereg kół ; dowieśdź że te koła dziela proporcyonalnie ramiona kąta, 
i znaleźć miejsce geometryczne środków cięciw objętych między temi 
ramionami. 


579. — Są dane dwa punkta stałe A i В, a trzeci zmienny M leży na 
okręgu O. Dowieśdź że summa odległości AM + BM jest najmniejsza albo 
największa możebna gdy promień OM jest dwójsieczną kata AMB. 


580. — Dwa czworoboki są równowarte gdy таја obie przekątne równe 
każda każdej, i pod tym samym kątem. 


581. — Z punktu jakiegokolwiek O płasczyzny równoległoboku ABDC 
spuszczono prostopadłe OG, OH, OK na boki przyległe AB, AG, i па prze- 
Капе AD. Dowieśdź że AB. OG + AC. OH=AD. OK. 

582, — W dany trójkąt wpisać prostokąt danej powierzchni. 

583. — W dany kwadrat wpisać prostokąt danej powierzchni. 

584. — W dany kwadrat wpisać kwadrat minimum. 


585. — W dany kwadrat wpisać cztery koła równe, styczne między sobą; 
wyznaczyć ich promień w funkcyi boku kwadratu, i wyrachować powierz- 
chnię czworoboku krzywolinijnego, 
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586. — Ze wszystkich prostokątów wpisanych w koło który jest ma- 
ximum? 


587. — W dane koło wpisać trapez maximum mający wysokość daną. 


588. — W dane koło wpisać trapez którego wiadome są powierzchnia i 
wysokość albo kąt. 


589. — W dane koło wpisać trapez którego wiadome są powierzchnia i 
boki nierównoległe. 


590. — Zbudować czworobok mając dany bok, katy mu przyległe i sta- 
sunek boków przyległych, i wiedząc że bok przeciwległy danemu równa się 
summie albo różnicy boków przyległych. 

591. — Wyrazić powierzchnię czworoboku jakiegokolwiek w funkcyi 
dwóch przekątnych i dwóch linij prostych które łączą środki boków prze- 
ciwległych. 

592. — W czworoboku ABGD, przez środek przekatnej BD poprowa- 
dzono równoległę EOF do przekątnej АС ; te dwie linie sa podstawami tra- 
pezu AEFG; dowieśdź że każda przekątna tego trapezu dzieli czworobok 
na dwie części równowarte. 

593. — Podzielić czworobok ABCD na dwie części równowarte prowa- 
dząc linię prosta przez jeden z wierzchołków. 

Albo ogólniej, przez jeden z wierzchołków czworoboku, poprowadzić linię 
prosta któraby go podzieliła na dwie części proporcyonalne do dwóch 
danych linij. 

594. — W czworoboku ABCD poprowadzono przez środek każdej prze- 
kątnej równoległę do drugiej; dowieśdź że łącząc punkt spotkania tych 
dwóch równoległych ze środkami boków czworoboku, podzieli się go na 
cztery części równowarte. 

595. — Między twapezami równych podstaw i równej wysokości syme- 
tryczny ma obwód minimum. 


596. — Zbudować trapez równoramienny maximum znając jedną pod- 
stawę i wiedząc że jest summą boków przyległych. 1 


597. — Zbudować trapez równoramienny którego wiadoma powierzchnia, 
summa podstaw i bok przyległy. 


598. — W dane koło wpisać trapez równoramienny, któregoby boki 
równe były do siebie prostopadłe ; wyrachować jego powierzchnię w fun- 
kcyi promienia. 


Jaka jest powierzchnia tego trapezu gdy boki równe czynią kat 170°? 
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599. — Wpisano w koło, z jednej strony środka, dwie cięciwy równole- 
głe, jedna AB równą promieniowi, a druga GD równa bokowi trójkąta 
równobocznego wpisanego ; pociągnięto eięciwy CA, DB aż do ich spotkania 
w E. Wyrachować powierzchnię trójkąta ABE i powierzchnię tra- 
pezu ABDC. 

600. — Dwa koła przecinają się prostokątnie : przypuszczając że odle- 
głość środków wiadoma, wyrachować powierzchnię części spólnej tych kół. 

601. — W dany trójkąt wpisać równoległobok powierzchni danej, tak 
żeby miał kąt spólny z tym trójkatem. 


602. — Przez punkt O, dany na kierunku boku AB równoległoboku ABCD, 
poprowadzić siecznę któraby przecinała boki AD, BC, GD w punktach 
E, F, G, tak żeby trójkat CFG był równowarty temu równoległobokowi. 

603. — W równoległoboku ABCD, wzięto punkt jakikolwiek E na 
boku ВС i punkt jakikolwiek F na boku przyległym CD; dowieśdź że 
równoległobok ABCD jest równowarty podwójnemu trójkatowi AEF więcej 
prostokątem mającym za rozmiary odcinki BE i DF. 


604. — Wszelki prostokąt jest połową prostokąta który ma za rozmiary 
przekątne kwadratów zbudowanych na jego bokach przyległych. 

605. — Powierzchnia wielokąta parzystej liczy boków nie zmienia się gdy 
wszystkie wierzchołki rzędu parzystego, albo wszystkie wierzchołki rzędu nie- 
parzystego, opisują linie proste równe, równoległe i w jedną stronę idące, 

606. — Dwa wielokąty parzystej liczby boków sa równowarte jeśli ich 
boki mają te same środki. 

607. — Jeśli dwa wielokaty podobne i wewnątrz jeden drugiego mają 
boki odpowiedne równoległe, powierzchnia wszelkiego wielokąta zarazem 
wpisanego w jeden i opisanego ua drugim jest średnia proporcyonalną 
między powierzchniami tych dwóch wielokątów. 


608. — Przez punkt wzięty na boku wielokąta poprowadzić linie proste 
któreby podzieliły ten wielokąt na daną liczbę części równowartych. 


609 — Podzielić wielokąt па n części równowartych liniami prostemi, 
wychodzącemi z punktu wewnętrznego. 


610. — Powierzchnia czworoboku, w którym dane są kąt i dwa boki 
przeciwległe, jest maximum gdy wierzchołek tego kąta jest w równej odle- 
głości od trzech innych wierzchołków. 


. 


611. — Powierzchnia wielokąta, w którym są dane kąt i boki mu nie- 
przyległe, jest maximum gdy wierzchołek tego kala jest równo odległy od 
wszystkich innych wierzchołków. 
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612. — Powierzchnia wielokąta, w którym dane sa wszystkie boki prócz 
jednego, jest maximum gdy wszystkie wierzchołki są w "m" odległości 
od środka tego boku. 

613. — Znając wielkość i położenie dwóch linij prostych, znaleźć miejsce 
geometryczne punktu takiego żeby, łacząc go ze skrajnościami tych linij, 
utworzono dwa trójkąty będące w stosunku danym, 

614. — Znaleźć miejsce punktów takich, żeby summa kwadratów odle- 
głości każdego z nich od n punktów danych równała się danemu kwadra= 
towi. Á 

Uważać szczególny przypadek w którym dane punkta są wierzchołkami 
wielokąta foremnego. 

615.— Miejsce punktów których summa kwadratów z odległości od boków 
wielokąta foremnego równa się danemu kwadratowi. 

616. — Miejsce punktów których summa kwadratów, ze stycznych po- 
prowadzonych do n kół danych, równa się danemu kwadratowi. 

617. — Miejsce punktów których różnica kwadratów ze stycznych do 
dwóch kół danych równa się danemu kwadratowi. 

618. — Dowieśdź że miejsce środka kół stycznych do dwóch kół danych 
jest hiperbola. 

Wywieśdź ztąd sposób nakreślenia koła stycznego do trzech kół danych. 

619. — Dwa trójkąty mają spólny wierzchołek ; jakie miejsce opisuje ten 
wierzchołek gdy podstawy zostają niezmienne, a summa albo rónica po- 
wierzchni jest stała ? Dyskutować, i wywieśdź ztąd że środki trzech prze- 
kątnych czworoboku zupełnego są w linii prostej. 


620. — Dowieśdź że M тут Бен. 


gdy liczba m równa liczbie pierwiastników umieszczonych pod pierwszym 
pierwiastnikiem, rośnie nieskończenie. 

621, — Jakie jest miejsce punktów równo odległych od dwóch kół 
zewnętrznych, albo wewnętrznych ? 

622, — Jakie jest miejsce punktów równoodległych od danej prostej i 
od danego okręgu? 

623. — Jakie jest miejsce punktów których summa albo różnica odle- 
głości od danego punktu albo od danego okręgni od danej prostej jest stała? 

624. — Mając dane dwa punkta zewnątrz albo wewnątrz okręgu, znaleźć 
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na tym okręgu punkt taki, żeby summa jego odległości od dwóch danych 
punktów była minimum albo maximum ? 


625. — Na linii stożkowej mającej ognisko F i kierownicę odpowieda- 
jaca GH, poprowadzono siecznę MM’ która spotyka kierownicę w punkcie G. 
Dowieśdź że prosta FG jest dwójsieczną kata utworzonego przez jeden 
z promieni wodzących MF, M/F”, i przedłużenie drugiego. 

Wywieśdź ztąd że, gdy MG jest styczną w punkcie M linii stożkowej, 
wiedy FG jest prostopadłą do FM. 


626. — Gdy jedna parabola toczy się po drugiej paraboli równej, mając 
najpierwej spólny wierzchołek, wtedy ognisko każdej z nich opisuje kierow- 
nicę drugiej. 


627. — W ellipsie, przez ognisko F poprowadzono siecznę MM’, i, przez 
punkta przecięć M і M’, normalne MN i W'N, a przez punkt spotkania N 
tych normalnych poprowadzono równoległę NP do osi. Dowieśdź że ta 
równoległa przechodzi przez środek siecznej MM’. 


628. — Dane są dwa punkta A i B; przez środek O prostej AB popro- 
wadzono prostę OP która tworzy kąt 6 z linią AB, i druga prostę OP! 
prostopadłą do OP. Na OP i OP! wzięto punkta M i W takie żeby summa 
MA--MB i МА + МВ równała się danej długości 2a. Dokończono prosto- 
kata MOW'N. Jakiej wartości kąta 0 odpowieda maximum albo minimum 
powierzchni tego prostokąta ? 


629. — Mając daną parabolę, znaleźć na „Фм, żeby poprowa- 
dzone przez niego dwie normalne tworzyły kąt równy danemu. 


630. — Dane są punkt A i linia prosta KK'. Połączono punkt A z punk- 
tem B tej prostej ; przez punkt В poprowadzono prostopadłę ВС do KK/, a 
przez punkt A prostopadłę АС do AB. Jakie jest miejsce środka prostej BC ? 


651. — Dane są punkt A i prosta KK’; połączono punkt A z punktem B 
prostej KK”, i poprowadzono w В prostopadłę BC do KK’, a zaś w A pros- 
topadłę АС do AB. Jakie jest miejsce środka M linii BG 2 

632. — W punkcie M ellipsy albo hiperboli, poprowadzono stycznę i nor- 
malnę które spotykają drugą oś (oś małą w ellipsie, oś niepoprzeczną w hi- 


perboli) w punktach Ti N; dowieśdź że okrąg przechodzący przez trzy 
punkta М, N, T przechodzi przez ogniska F, Е/. 
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WŁASNOŚCI ODCINKOWE. 


Widzieliśmy już w księdze III że wprowadzenie znaków -L i — 
zogólnia i ułatwia wysłowienia twierdzeń. W teoryach które 
teraz wyłożyć mamy, a które stanowią metody geometryi nowo- 
czesnej, użycie tych znaków staje się niezbędnem do wyrażenia 
kierunku odcinków linijnych. 

I tak, mając dane dwa punkta A i B na linii prostej nieogra- 

х——є_—_—— 

niczonej ХХ', można przebiegać odległość która je przedziela, 
idąc od A do В albo przeciwnie idąc od B do А. Ztąd wynikają 
dwa różne odcinki AB i BA, mające tę samą długość ale skiero- 
wane w strony przeciwne. Więc, aby wyznaczyć odcinek, trzeba 
dać jego długość, jego początek czyli punkt z którego wychodzi, 
i stronę w którą idzie ; to się wyraża, kładąc znak + przed dłu- 
gością odcinka skierowanego w jedną stronę, a znak — przed 
długością odcinka skierowanego w stronę przeciwną. 


Zatem АВ = —ВА albo АВ + BA=0. 


Na mocy tej ugody, trzy punkta O, A, В na linii prostej ХХ’, 
jakiekolwiek są ich położenia względne, dają fundamentalna 
równanie 

OA + AB +B0O=0; 
albowiem, wychodząc z któregokolwiek z tych punktów, powra- 
camy do niego tą samą drogą. 

Ztąd wynika że, jeśli chcemy wyrazić odcinek AB albo BA, bio- 
тас odległość skrajności A i B od jakiegokolwiek punktu O na 
ich kierunku, trzeba pisać 


АВ = ОВ — ОА, i BA=0A— OB. 
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I nawzajem, różnica dwóch odcinków OB i OA, mających 
spólny początek О, to jest OB— OA, równa się zawsze odcin- 
kowi AB jakiekolwiek są znaki tych odcinków. 
Tak samo ОА — ОВ = ВА. 
Oznaczając przez I środek odcinka АВ, mamy między trzema 
punktami A, I, O związek 
A0+01-FIA=0 
Podobnie, trzy punkta В, I, О dają także 
BO -H 01 ++ IB=0. 
Z tych równości uważając że IB=— АТ, wywodzimy dwa 
ogólne wyniki ; najpierwej dodając, otrzymujemy 
ОА хс 
Ол + 0B=20I albo o= "Ахон, 
a potem 
OA . OB (01 + ТА) (01 — IA) =OI? —TA?. 
Stosując to prawidło znaków do proporcyi harmonicznej, o 
której daliśmy tylko wiadomość w księdze trzeciej, mamy 


DA. ИЖ. ШР ИН... К 
ҮП ЕЕЕ Г DC ECM. 


STOSUNEK NIEHARMONICZNY. 


OKREŚLENIE. — Nazywa się stosunkiem nieharmonicznym czte- 
rech punktów A, В, С, D leżących 
->—— w linii prostej, iloraz stosunków 
odległości dwóch którychkolwiek 
z tych punktów od dwóch innych. I tak, ilorazy 
CA DA DA СА ВА „DA 
GB * DB” DB CB” BG DG” 
są stosunkami nieharmonicznemi, ktore dla skrócenia oznaczają 
się zwykle przez (ABCD), (ABDC), (ACBD),. 
Jako widzimy, ta notacya znaczy że, nazywając pierwszym 


ме 


‚ 
^ R с 
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punkt który zaczyna nawias idąc od lewej strony ku prawej, 
drugim ten który idzie po nim,i t. d., trzeba podzielić stosu- 
nek odległości /rzeciego punktu od pierwszego i od drugiego, 
przez stosunek odległości czwartego punktu od tych samych. 


Nie trudno teraz pojąć że można ze wzajemnych odległości 
czterech punktów А, В, С, D leżących w linii prostej, utworzyć 
dwadzieścia cztery stosunków nieharmonicznych, to jest tyle ile 
cztery litery A, B, С, D dają przemian. 

Stosunek nieharmoniczny czterech punktów ABCD nie zmienia 
wartości gdy dwa z tych punktów przemieniają się między soba 
byle zarazem przemieniono dwa inne. 


Itak : 
(ABCD) = CA DA CA.DB DB.CA AC.BD_ BD.AC 
0 DE ОВ.рА DA.GB AD.BG DUAD’ 
więc (ABCD) = (BADC) = (CDA B) = (DCBA). 


To daje cztery stosunki nieharmoniczne równe, w których 
punkt A jest sprzężony z punktem С, i punkt B sprzężony z D. 

Biorąc punkt A za sprzężony punktu B, a potem za sprzężony 
punktu D, otrzymamy podobnie osiem innych stosunków niehar- 
monicznych. Razem tedy dwanaście stosunków nieharmonicz- 
nych, które, ze swojemi odwrotnościami, czynią dwadzieścia 
cztery stosunków nieharmonicznych, jakośmy zwiastowali. W tej 
liczbie sześć tylko jest różnych, np. 


(ABCD), (ACDB), (ADBC) 
i ich odwrotności (ABDC), (ACBD), (ADCB). 


Ale nawet trzy pierwsze stosunki nieharmoniczne nie są do- 
wolne; i zależą od siebie tak że, gdy jeden z nich jest dany dwa 
inne są temsamem wyznaczone. 


Jakoż, nazwijmy 22, y, z te trzy stosunki różne, to jest 


_CA DA ВА BR АШ л 
= CB DB I ВС? вр: бр? 


= 
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i uważajmy że, biorąc wieloczyn АС. ВС dwóch odcinków za- 
kraczających na siebie, mamy tosamość 


Ар. BU = (AB + BC -+ CD) (BD — CD), 
z której wynika 
AD. BC=AQ.BD—AB. CD. (1) 


Podzielmy teraz obie strony tej równości przez АВ. BC; mając 
wzgląd na znaki odcinków, otrzymamy 


__CA.DB , BA.DC 


1 
mina "SEM р КУ. A 


Dzieląc następnie obie strony równości (1) przez AB. CD, 
potem przez AC . BD, znajdziemy tak samo, 


Y+ż=t 6), s+y=t (6 


Więc każdy ze trzech stosunków nieharmonicznych =, у, z, 
wywodzi się 2 poprzedzającego wedle tej samej ustawy, która 
pokazuje ich wzajemną zależność. 

Wieloczyn  zys =—1. 


Trzy powyższe równości (2), (3), (4) dowodzą że, jeśli dwa 
układy czterech punktów А, В, С, р i А’, В’, С", D', leżących 
w linii prostej, mają jeden stosunek nieharmoniczny równy, to 
mają także wszystkie inne odpowiedne równe. 


Jeśli cztery punkta A, B, C, D, leżące w linii prostej, są od- 
dzielne jeden od drugiego, wtedy żaden z odcinków AB, AC, BD... 
nie jest zero; 2144 wynika że stosunek nieharmoniczny nie może 
być ani zero ani nieskończenie wielki. Nie może on także równać 
się jedności dodatnej ; bo, gdyby było np. y=1, wtedy, na mocy 
równości (2), byłoby ш==0, co niemożebne. 


Równości (2) (3) (4) pokazują nadto że dwa ze trzech stosun= 
ków nieharmonicznych różnych 2, у, z, są dodatne, a trzeci 
odjemny. 


Po tem co poprzedza nie trudno dowieśdź że, mając dany sto- 
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sunek nieharmoniczny czterech punktów w linii prostej i trzy 
z tych punktów, można zawsze wyznaczyć czwarty. 
Jakoż, niech będzie wartość stosunku nieharmonicznego dana 
z wielkości i ze znaku, A, В, © trzy punkta dane, D punkt szu- 
kany. na linii prostej ABC ; mamy 
CA DA _ 1. дна DA _ ICA 
RDE i? ыу: DB CB 
Ostatnia równość, której druga strona jest wiadoma co do 
wielkości i co do znaku, wyznacza oczywiście punkt D (Ш, zag. 2). 
Więc stosunek nieharmoniczny czterech punktów ODDZIELNYCH 
w linii prostej, może mieć taka wartośc, dodatna albo odjemna, jaka 
stę podoba, wyjąwszy tylko 0, со i +1, jakośmy już okazali, 


OKREŚLENIE. — Układ linij prostych leżących na jednej płas- 
czyznie i wychodzących z jednego punktu nazywa się pękiem. 
Te linie nazywają się promieniami, a punkt ich spotkania środ- 
kiem pęku. 

Jako przypadek szczególny można mieć pęk linij równoległych. 


"TWIERDZENIE I(*). 


Gdy dwie poprzeczne AD i A'D' spotykaja pęk czterech (ту pros- 
tych ОА, OB, OC, OD, w punktach А, В, C, D i A',B',C, D, 
stosunek nieharmonicżny czterech pierwszych punktów jest równy 
stosunkowi nieharmonicznemu czterech drugich. 


; Е CA „C'A' 
Ponieważ ilorazy GB i GW 


mają te same znaki, i tak samo 
DA DA 
DB DB! > 
moniczne (ABCD) і (A'B'C'D') 
mają także te same znaki; dość więc dowieśdź że wartości licze- 
bne tych stosunków sąrówne. 


stosunki niehar- 


(*) To fundamentalne twierdzenie znajduje się w Zbiorach matematycznych 
1`Арриѕл, ktory żył w Alexandryi, na końcu ТУ wieku naszej ery. 
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Owoż, jeśli przez punkt A poprowadzimy równoległę Ad do 
A'D', będzie oczywiście (A'B'C'D')=(Abcd). 
Teraz, w trójkącie АВ, poprzeczne OC i OD dają 


CA у e... 
вхо 


DA ‘ОВ, N 
DB 06 | 


ztąd, dzieląc stronami, wynika 
CA DA _cA.dA 
CB DB ch db 
Więc (ABCD) = (Abcd) == (A'B'C'D'). 


Twierdzenie jest przez się widoczne w pęku czterech równo* 
ległych. 

WNIOSEK. — Jakiekolwiek ma położenie poprzeczna w pęku 
czterech linij prostych, stosunek nieharmoniczny czterech 
punktów przecięć jest stały. 


OKREŚLENIE. — Nazywa się stosunkiem nieharmonicznym peku 
czterech linij prostych stosunek nieharmoniczny czterech punktów 
które ten pęk wyznacza na poprzecznej jakiejkolwiek. 

Stosunek nieharmoniczny pęku czterech prostych OA, OB, 
OC, OD wyraża się notacyą (О. ABCD), (0 . AGBD),... która ozna- 
cza stosunek nieharmoniczny czterech punktów  przecięć 
A, B, C, D tego pęku z poprzeczną. 

Kątami реки są sześć katów utworzonych przez cztery promie- 
nie, brane po dwa. Dowodzenie powyższego twierdzenia pokazuje 
że stosunek nieharmoniczny pęku nie zmienia się, gdy zamiast 
jednego z tych katów bierze się jego spełnienie. 

Dwa pęki, mające kąty równe każdy każdemu, mają oczy- 
wiście stosunek nieharmoniczny równy, 
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TWIERDZENIE IL. 


Gdy dwa układy prostorinune czterech punktów A, В, C, D, 
i А, В’, C', D' mają stosunek nieharmoniczny równy i jeden punkt 
odpowiedny spólny A, trzy proste BB', СС', DD’, które łączą inne 
punkta odpowiedne po dwa schodzą się w jednym punkcie. 


N Jakoż, przypuśćmy że proste BB' 

АШ К і СС’ spotykają się w punkcie О; 

/ | Nek oznaczając przez 8 punkt w którym 

К / а Й SE >... OD' spotyka AD, będzie, na mocy 


- powyższego twierdzenia, 
(A'B'('D') = (АВСД). 
Ale z założenia _ (A'B'C'D') = (ABCD), 
więc (АВС) = (ABCD). 
Zatem schodzi się z D, i prosta DD' przechodzi przez О. 


Jeśli proste BB' i СО! są równoległe, dowiedzie się podobnie 
że prosta DD' jest do nich równoległa. 


TWIERDZENIE Ш. 


Gdy dwa pęki czterech linij prostych mają stosunek nieharmoniczny 
równy i jeden promień spólny, trzy punkta przecięć inn ych promieni 
odpowiednych są w linii prostej. 


Niech będą dwa pęki (0. ABCD) i (0'. A'B'C'D') mające stosu- 


nek nieharmoniczny równy i promień 00' spólny ; powiedam 
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że trzy punkta 6, y, 8, w których się przecinają inne promienie 
odpowiedne po dwa, ва w linii prostej. 

Jakoż poprowadźmy poprzecznę by, i oznaczmy przez а, д, ð’, 
punkta w których ona spotyka promienie 00', OD, OD'. Ponie- 
waż z założenia stosunek nieharmoniczny dwóch pęków jest 
równy, mamy 


(аВуд) = («88 ); 
więc 8 schodzi się z 3', i trzy punkta $,y 8 są w linii prostej. 
UWAGA. — Geometrya mało posiada sposobów okazania że trzy punkta” 
zadość czyniące pewnym warunkom, за w linii prostej, albo że trzy proste 
schodzą się w jednym punkcie ; bo tylko za pomocą katów wierzchołkiem 
przeciwległych, albo za pomocą trójkątów podobnych, uczynić to może, a 
niekiedy za pomocą poprzecznych. Więc w tym względzie dwa powyższe 
twierdzenia są ważnym nabytkiem geometryi nowoczesnej. 


TWIERDZENIE IV. 

Jeśli połączymy punkt K okręgu ze czterema punktami stałemi 
A, B, C, D tega okręgu, stosunek nieharmoniczny tak utworzonego 
pęku będzie stały, jakiekolwiek punkt K weźmie położenie na 
okręgu. 

қ. Jakoż, (K. ABCD) = (K' . ABCD) : 

PINI N bo kąty АКВ i AK'B, AKC i AKC, etc. tych 

/ LYŃ \ у РД > y 


pęków są równe albo spełniające, jakiekol- 
РЯ A | А . 
A | | wiek punkt K ma położenie na okręgu. 
у Д \ Ten stosunek nieharmoniczny nazywa się 
z © stosunkiem nieharmonicznym czterech punk- 


tów A, B, C, D koła. 


TWIERDZENIE V. 


Jeśli połączymy środek koła О z punktami A, B, С, D w których 
cztery styczne stałe są przecięte przez piątą ruchoma; stosunek nie- 
harmoniczny tak utworzonego реки będzie srazy, jakiekolwiek weź- 
_ mie położenie styczna ruchoma. 


Albowiem katy, АОВ, AOC, BOC,... реки, pod któremi widać, 
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ze środka koła О, odcinki AB, 
AC, BC. stycznej ruchomej AK, 
zawarte między stycznemi stałe- 
mi, zostają niezmienne (1, 24); 
więc stosunek nieharmoniczny 
(ABCD) jest stały. 

Ten stosunek nazywa się sto- 


sunkiem nieharmonicznym czterech stycznych koła. 


SZEŚCIOKĄT WPISALNY I OPISALNY, 


TWIERDZENIE VI. 


W każdym sześciokącie ABCDEF wpisanym w koło, boki przeciw- 
ległe АВ i DE, BC ЕЕ, CDi РА spotykają się we trzech punk- 
tach L, M, N w linii prostej. 


Jakoż, mamy (4) 


(A .BCDF)= (E. BCDF). 


Zatem, sieczna CD przecinająca pierwszy pęk w punktach 
P, C, D, N, i sieczna BC przecinająca drugi pęk w punktach 
B, C, Q, M dają 

(PDN) = ВСОМ). 

Owoż, tedwa układy prostolinijne, których stosunki niehar- 

moniczne są równe, mają jeden punkt spólny С; zatem proste PB, 
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DQ, NM które łącza inne punkta odpowiedne po dwa, spotykają 
się w jednym punkcie L (2). Więc trzy punkta L, M, N są w linii 
prostej. 

UwAGA. — To sławne twierdzenie PASKALA istnieje w sześciokącie nawet 
niewypukłym ; jako łatwo pokazuje samo dowodzenie. 

Ogólnie mówiąc, sześć punktów płasczyzny dają różne sześciokąty ; jakoż, 
jeśli połączymy te punkta liniarni prostemi, idąc we wszystkich kierunkach 
możebnych, ale wracając zawsze do tego samego punktu wyjścia, utworzy- 
my ;.5.4.8.2.1—60 sześciokątów. Twierdzenie Paskala stosuje się 
więc do 60 sześciokatów. 


WNIOSEK I. — Gdy dwa wierzchołki sześciokąta wpisanego 
w koło schodą się w jeden, linia prosta która je łączy staje się 
styczną koła w tym punkcie, a sześciokąt staje się pięciokatem. 
Ztąd twierdzenie 


с W pięciokacie ABCDE wpisanym w koło, 
27 ZR ‚ . ‚ 
ZA punkt spotkania stycznej koła w wierzchołku 
Ba BE Ed A z bokiem przeciwległym GD, i punkta spot- 
B о/- R kania innych boków nie idących po sobie AB 
FC ГА i DE, ВС? EA saw linii prostej. 


Ten ważny wniosek daje sposób, za pomocą samej linii pros- 
tej, prowadzenia stycznej w danym punkcie łuku koła którego 
pięć tylko punktów jest wiadomych. 

П. — Dwa boki sześciokąta wpisanego mogą się stać stycznemi 
koła; więc 

19 Jeśli w czworoboku ABCD wpisanym w koło, poprowadzono 
styczne przez dwa wierzchołki przyległe, punkta spotkania każdej 
znich z bokiem przechodzącym przez punkt zetknięcia drugiej, i punkt 
spotkania dwóch innych boków są w linii prostej. 

2° W czworoboku ABCD wpisanym w koło, przecięcia się stycznych 
w wierzchołkach przeciwległych A i C, B iD, i przecięcia się boków 
przeciwległych AB i CD, AD i BC sa czterema punktami w linii 
prostej, 

UI. — W trójkącie wpisanym w koło, punkta spotkań boków ze sty- 
cznemi w wierzchołkach przeciwległych tym bokom są wlinii prostej. 
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TWIERDZENIE VII (*). á 
W każdym sześciokacie ABCDEF opisanym na kole, trzy przeką- 


tne AD, BE, CF, łączące wierzchołki przeciwległe, spotykaja się 
w jednym punkcie O. 


>м 


Jakoż, uważajmy dwa boki AB, CD niestykające się, przecięte 
przez cztery inne w puktach odpowiednych L, A, В, М, N, P,C, D; 
mamy (5) 

(LABM) = (NPCD) 

Zatem (E.LABM) = (F. NPCD) 


Te dwa pęki, których stosunki nieharmoniczne są równe, mają 
spólny promień LN; więc inne promienie odpowiedne KA, i FP, 
EB i FO, EMi FD przecinają się we trzech punktach A, O, D w li- 
nii prostej (3). Więc trzy przekątne AD, BE, CF spotykaja się 
w jednym punkcie О, 


WNIOSEK I. — Pięciokąt opisany na kole można uważać jako 
sześciokąt którego szósty kat, mający wierzchołek w punkcie sty- 
czności, równa się dwom kątom prostym. Więc 


* Twierdzenie BRIANCHONA, 
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W pięciokącie ABCDE, opisanym na kole, linia Dd łącząca punkt 

stycznościd jednego boku z wierzchołkiem przeciwległym, i przekątne, 

AC, BE łaczące inne wierzchołki, schodzą się w jednym punkcie. 


П. — 1° W czworoboku opisanym na kole, przekatne i linie ła- 
czące punkta zetknięć dwóch boków przyległych z wierzchołkami nie- 
spólnemi tych boków, i przekątna dwóch innych wierzchołków przeci- 
naja się w jednym punkcie. 


2° W czworoboku opisanym na kole, przekątne i linie łączące punk- 
ta zetknięć przeciwległych schodzą się w jednym punkcie. 


Ш. — Nakoniec, wźrójkacie opisanym na kole, linie taczace punkt 
zetknięcia każdego boku z wierzchołkiem przeciwległym schodzą się 
w jednym punkcie, Go już wiadome. 


UWAGA. — Dwa powyższe twierdzenia pokazują wzajemność własności 
niektórych figur. I tak, w twierdzeniu VI i jego wnioskach chodzi o punkta 
w linii prostej, a zaś w twierdzeniu VII i jego wnioskach chodzi o linie 
proste zbiegające się w jednym punkcie. Są więc w geometryi, jako wi- 
dzimy, dwojakiego rodzaju zadania, jedne odnoszące się do punktów, drugie 
do linij prostych ; te zadania są spółwzgłędne, to jest : odpowiedające sobie 
wedle pewnej ustawy którą dlatego nazwano ustawą dwójności. Ważność 
stosunku nieharmonicznego zależy na tem właśnie że się stosuje z równą la- 
twością do zadań spółwzględnych, i daje dowodzenia wprost, oparte zwykle 
na samych liniach figury ; jako w dwóch poprzedzających twierdzeniach. 
Pan CHASLES, sławny matematyk francuski, uważa stosunek nieharmoniczny 
za najpotężniejszą metodę Geometryi, która rozwinął w dwóch mistrzow- 
skich dziełach : Traité de Géométrie supérieure, Paris 1852, i Traité des 
sections coniques, Paris 1865, z 


s 


Mówi się że cztery punkta А, В, С, D w linii prostej, tworzą 


PODZIAŁ HARMONICZNY. ә 


ЫЙ ҮРЕ Жеб układ harmoniczny gdy stosunek nieharmo- 
i R niczny (ABCD) jest równy — 1, to jest gdy 
cA БА i 
СБ ° DE = — 1. 
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Na mocy tego określenia, proporcya harmoniezna wyraża się 
ogólnie, majac wzgląd na znaki odcinków, przez 
СА ПРА 
GB ЭВ 
Punkta C i D, jako już wiemy, nazywają się sprzężonemi har- 
monicznemi względem punktów A iB, i nawzajem; to się wyraża 
inaczej, mówiąc że punkta C i D dzielą-prostę AB harmonicznie; 
i nawzajem, punkta A i B dzielą prostę CD harmonicznie. 
Odległość CD dwóch punktów które dziela harmonicznie linię 
AB jest średnia harmoniczną między odległościami DA i DB. Tak 
samo, odległość AB jest średnia harmoniczną między odległo- 
ściami АС i AD. (*) 
Nazywając O środek odcinka AB, będzie 


DA +- DB 

2, | 

Starożytni znali proporcyę harmoniczną czyli stosunek harmo- 

niczny; dlatego właśnie P. CHastEs nazwał ogólnie stosunek 
(ABCD) stosunkiem nieharmonieznym. 


.DC=DA.DB, albo  DO.DC=DA.DB. 


"TWIERDZENIE УШ. 


Gdy prosta AB jest podzielona harmonicznie przez dwa punkta 
C iD, połowa tej linii jest średnia propoocyonalna między odleyło- 
ściami OC i OD jej środka od tych dwóch punktów. | NAWZAJEM. 


Jakoż, proporcya harmoniczna 
М śłenie średniej harmonicznej może się 20501016. Niech będzie n punk- 
‚ C, D..., w linii prostej ; jeśli weźmiemy punkt M tak, żeby odwrotność 
je ległości od punktu stałego O tej linii była średnia między odwrotnościami 
odległości punktów A, В... od tego samego O, to jest 
ө 


n 1 4 1 
бм ох ОБ *06 
i każda odległość ОА, OB..., wzięta ze znakiem -+ albo —, stosownie do swego 
położenia względem О ; wtedy odległość OM nazywa się średnią harmoniczną 
odległości ОА, OB, OC..., a puukt M środkiem średnich harmonicznych punk- 
tów A, B, С... 


RUR 
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=. CADA 
б GB ОВ 


| фу арен 
е | daje САВ DA+DB 


WI 
ni % 
{ ABA CA—GB DA—DE' 
| 0 6 

yy SE ОЛ A ядр. 
М SEA О AB" 


więc Ол? = Об x OD. 
NAWZAJEM, jeśli połowa prostej AB jest średnia pwoporcyonalna 
między odległościami OC i OD środka О tej prostej od dwóch pun- 
któw © i D, leżacych na jej kierunku i z jednej strony jej środka, te 
punkta С i D dziela harmonicznie proste AB. 


нау 2:1 


Во, równanie бА“ = 06.00, które mamy z założenia, daje 


projforcyę Р 
‚ОА OD А 
OG OA' 
ОА + 0С 0р + ОА СА DA 
К l —— —— 4 — == 
we бА-ос OD=GA 2100 GB DB 


WNIOSEK 1. -– Koło, nakreślone na linii AB jako średnicy, przecina 
PROSTOKĄTNIE wszelkie koło przechodzące przez dwa punkta Ci D 
sprzężone harmoniczne tej średnicy. 


Albowiem, niech będzie E jeden z punktów przecięcia dwóch 
kół, mamy 00.0D = OE”; więc promień OE jest styczny w E 
do koła K, to jest, dwa koła ОТА przecinają się pod kątem pros» 
tym ОЕК. 


NAWZAJEM, dwa koła przecinające się prostokątnie dzielą harmo- 
nicznie wszelką średnicę jednego z nich która spotyka drugie. 
Bo, uważając średnicę AB, ponieważ kąt OEK jest prosty, pro- 
mień OE jest styczny do koła K; więc 00.0D = ОЕ? =0A* 


pea ОА" 
UWAGA. — Równanie OC.OD=OX, albo OC==— ор 


każdy punkt С, leżący między A i В, ma swój sprzężony harmoniczny D 
zewnątrz tych punktów ; nadto, gdy punkt © schodzi się z B, jego sprzę- 


› pokazuje że 
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żony D schodzi się z nim także. Ale, im bardziej punkt С zbliża się do 
środka O linii AB, tem więcej punkt D od niego się oddala, tak że, gdy С 


— ә 


AO 
pada w O, wtedy OC=0 і OD= "R; io się wyraża mówiąc że 


środek O ma za sprzężony punkt nieskończenie odległy. 


OKREŚLENIE. — Pęk czterech linij prostych ОА, OB, 0С, OD, 
którego stosunek nieharmoniczny (ABCD) jest równy — 1, na- 
zywa się harmonicznym. 

Promienie OC i OD są sprzężonemi harmonicznemi względem 
promieni OA i OB, i nawzajem. To się wyraża inaczej, mówiąc że 
promienie OC i OD dziela harmonicznie kat АОВ; i nawzajem, 
promienie OA i OB dzielą harmonicznie kąt GOD. 


BIEGUNOWA KĄTA. — Z określenia pęku harmonicznego wynika 
że, jeśli przez punkt B płasczyzny kąta АОС (fig. poniżej), popro- 
wadzimy różne sieczne, jako ABC, i na każdej weźmiemy punkt 
D, sprzężony harmoniczny punktu B względem odcinka АС za- 
wartego między ramionami kąta, miejscem geometrycznem punk- 
tu D będzie promień OD sprzężony harmoniczny promienia OB 
względem kąta AOC. Więc, gdy sieczna obraca się około punktu B, 
sprzężony D tego punktu opisuje linię prostą OD. Dla tej przy- 
czyny, punktowi B dano imie bieguna prostej OD, a zaś prostej Ol) 
imie biegunowej punktu B względem kata АОС. 


TWIERDZENIE IX. 


W peku harmonicznym (О, ACBD) poprzeczna EH, równoległa do 
jednego z promieni OD, jest ры przez trzy inne na dwie równe 
części, | NAWZAJEM, 


Jakoż, w układzie harmonicznym (EFGH) punkt H jest nie- 
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skończenie odległy od środka odcinka EF, ponieważ sieczna EH 
jest równoległa do OD; więc punkt G sprzężony punktu H musi 
być srodkiem odcinka EF. 


NAWZAJEM, pęk czterech prostych OA, OB. OC, OD jest harmoni- 
czny, jeśli równoległa EF do jednej z tych linij jest podzielona przez 
trzy inne na dwie równe części. Bo, gdyby sprzężony promienia OG 
był różny od OD, toby przecinał poprzecznę EF w punkcie sprzę- 
żonym z G; więc punkt G nie byłby środkiem odcinka EF (8, wn). 

WNIOSEK. — Ramiona kąta, jego dwójsieczna i dwójsieczna kąta 
społniającego tworzą pęk harmontczny. 

Niech będą (fig. powyższa) OB i OD dwójsieczne kąta AQC i jego 
spełnienia. Prostopadła EF do OB daje odcinki GE i GF równe, 
i jest równoległa do OD; więc pęk (О. ACBD) jest harmoniczny. 
Co zresztą widoczne (III, 2). 


NAWZAJEM, gdy w peku harmontcznym О.АВСЮ dwa promienie 
sprzężone ОВ i OD tworzą kąt prosty, te promienie są dwójsiecznemi 
kata AOC dwóch innych promieni i kąta spełniającego. 

Albowiem, jeśli poprowadzimy prostopadłę EF do OB, ta pros- 
topadła będzie równoległa do OD i odcinki GE, GF będa równe. 
Więc OB jest dwójsieczną kata AOC, a OD dwójsieczną jego 
spełnienia. 


TWIERDZENIE X. 


Jeśli przez punkt A płasczyzny kąta BSD poprowadzimy poprze- 
czne AD, AG,... i połączymy punkta przecięć przeciwległych B i G, 
D i E,... miejscem punktu M skrzyżowań linij BG i DE,... będzie 
biegunowa MS punktu A względem kąta BSD. 


s Jakoż, niech będzie Œ sprzężony harmo- 

niczny punktu A względem odcinka BD. Jeśli 

р ©  połaczymy АМ, pęk (M.ACBD) będzie harmo- 

M, niezny; zatem punkt przecięcia F promienia 

KAŻ w МС i poprzecznej AG, jest sprzężony punktu A, 

i względem odcinka EG. Więc prosta CM jest 
biegunowa punktu A względem kąta BSD. 
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|, UWAGA. — To twierdzenie nie przestaje być praw- 
| z ta dziwe, gdy wierzchołek kata S, oddala się nieskończe- 
nie, to jest gdy ramiona kąta stają się dwiema równo- 
ległemi BE i DG ; wtedy równoległa CF jest bieganową 
punktu A względem dwóch równoległych BE i DG. 


WNIOSEK I. — W czworoboku zupełnym ABMEGD, (dwie fig. 
powyższe) każda ze trzech przekątnych AM, BE, DG jest podzielona 
harmonicznie przez dwie inne. 

Bo punkt A jest biegunem prostej SM względem kata BSD, 
a punkt S biegunem prostej AM względem kata DAG. 


A П. — Zatem, trzy wysokości trójkąta ABC, 
p są dwójsiecznemi katów w trójkącie DEF który 
ZA ADE ma za wierzchołki spodki tych prostopadłych 


б /М\ (9, wn. wzaj.). 
в т àG ( , 7.) 


Powyższe twierdzenie nie tylko nastręcza łatwy sposób,zapomo- 
са samego liniału, kreślenia biegunowej danego punktu względem 
kata, ale jeszcze pokazuje jak można wyznacyć czwarty punkt har- 
moniczny do trzech danych. I tak, mając dane trzy punkta B, C, D 
w linii prostej, jeśli chcemy znaleźć śprężony harmoniczny punk- 
lu С względem odcinka BD, kreślimy na tym odcinku jakikol- 
wiek kat BSD i łączymy CS; po czem, przez punkt M wzięty na 
CSi przez punkta sprzężone B, D, prowadzimy proste BM i DM 
które przecinają ramiona kąta w punktach б i E; nakoniec pro- 
wadzimy prostę EG która przecina BD w punkcie szukanym А, 

Opierając się na tem samem twierdzeniu, rozwiążemy jeszcze 
następujące zagadnienie. 


ZAGADNIENIE 1. 
а 
Przez punkt А płasczyzny dwóch danych prostych ВС i DE, po- 
prowadzić linię prostą, któraby przedłużona przechodziła przez 
NIEWIDZIALNY punkt spotkania tych prostych. 


Przez punkt A poprowadź, do danych prostych BC i DE, po- 
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przecznę AF i z jej punktu F, wzię- 
tego przyzwoicie, druga poprzecznę 
FEC; po czem, poprowadź proste 
BE i CD które się przetnąw punkcie 
G; następnie, poprowadź proste 
AC i FG które się przetną w punkcie 
Н; jeśli nakoniec poprowadzisz pro- 
—=s 516 BH która przetnie poprzecznę FE 

w punkcie K, linia prosta KA roz- 
wiąże zagadnienie. Albowiem prosta ЕН jest biegunową punktu О 
względem kata AFK ; więc proste AK, BC, DE schodzą się w je- 
dnym punkcie О. 


UWAGA. — Na gruncie wytyka się linię prosta za pomocą tyczek ze zna- 
kami widzialnemi z daleka. Aby więc rozwiązać na gruncie powyższe zaga- 
dnienie, trzeba utkwić pionowo tyczki w punktach A, B, D, F, E, C, б, H, K. 
'Tyczki А і K wskażą kierunek szukanej prostej. 

Ściśle mówiąc, rozwiązanie stosuje się tylko do gruntu płaskiego; ale za 
pomocą tyczek mierniczych zagadnienie przywodzi się do figury płaskiej. 


ZAGADNIENIE LI. 


Przedłużyć, po za przeszkodę, linię prostą której dwa punkta su 
widzialne. 


Niech będą (fig. powyższaj A 1 K dwa widzialne punkta linii 
prostej której chcemy znaleźć punkt О, przypuszczając przeszko- 
Пе między A i O. Przez punkt F, wzięty przyzwoicie, popro- 
wadźmy dwie poprzeczne FA i FK, і oznaczmy na nich dwa 
punkta B i C dowolne, ale takie żeby kierunek CB spotykał po za 
przeszkodą kierunek KA. Po czem, poprowadźmy proste AC i BK 
które się skrzyżują w punkcie Н, і połączny FH; następnie, 
weźmy na AF dowolny punkt D i połączmy go z punktem C, 
proste DC i FH przetną się w punkcie G; nakoniec poprowadźmy 
prostę BG która przetnie FK w punkcie E. Otrzymamy tym 
sposobem dwie linie proste BC i DE przecinające się w punkcie О 
który należy do kierunku prostej KA. 
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To rozwiązanie jest w tem ważne że się stosuje wtedy nawet 
gdy punkta AiB są niedostępne na gruncie, i niewidzialne 
z punktu O. 


BIEGUNOWA W KOLE. 


"TWIERDZBNIE ХІ, 


Jeśli przez punkt A płasczyzny koła, poprowadzono jakakolwiek 
stecznę AEF, miejscem qeometrycznem punktu M, sprzężonego har 
monicznego z punktem A względem cięciwy EF, jest linia prosta, 
prostopadła do średnicy CD przechodzącej przez punkt A. 


4 | 
қ | mać 2 с: 4 
JN st агу айв 
BR ! X NY — 5 
ŻA р Н \ A = A) 
Li GE Е $ 4 | aj Соу ] 
SA Z PT | \ е; 
ы: J ri Xk 8 Xp 


Wyznaczmy punkt F' symetryczny punktu F względem pros- 
tej AO, i poprowadzmy prostę EF' która przetnie АО w punkcie 
B sprzężonym harmonicznym punktu A względem średnicy CD. 
Ze środka koła О spuśćmy prostopadłę OH na siecznę AE, i po- 
łączmy punkta B, M które, należąc do szukanego miejsca, dają 

AH.AM =AE.AF і  AO.AB=AC.AD; 

zatem AH.AM = АО.АВ. 

To równanie pokazuje że w kącie BAM proste BM i OH są 
przeciwrównoległe. Owoż, prosta OH jest prostopadła do АН; 
więc prosta BM jest prostopadła do АО. Więc miejscem punktu M 
jest prostopadła MB do średnicy CD przechodzącej przez punkt A. 

Równanie АН.АМ = АО.АВ albo, co jeszcze lepiej, ró- 
wnanie AH.AM=AC.AD wyznacza punkt M niezalężnie od 
punktów przecięć E i F prostej EF; więc daje punkt M wtedy 
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nawet gdy prostą АЕ nie spotyka koła O. Jakoż, ostatnie równa- 
nie pokazuje że punkt M jest przecięciem prostej AH z kołem 
przechodzącem przez trzy wiądome punkta С, D, Н. Dlatego też 
punkt zewnętrzny N, w którym prosta AK przecina koło C, D, K, 
należy do tego samego miejsca co punkt wewnętrzny M wzglę- 
dem koła O. 

OKREŚLENIE. — Punkt A nazywa się biegunem prostej BE, a zaś 
prosta ВМ biegunowa punktu A względem koła. 
Biegun A i spodek B biegunowej BM dzielą harmonicznie śre- 
dnicę GD, i są związane, jako wiadomo, równaniem 
A0.B0O=R*, 
które dowodzi że biegun i biegunowa względem koła leżą z jednej 
strony jego środka. Zatem: 


1° Jeśli biegun leży zewnątrz koła, jego biegunowa przecina 
koło, i jest cięciwą zetknięć dwóch stycznych które przez ten 
punkt przechodzą, jako pokazuje pierwsza figura. Albowiem, gdy 
poprzeczna AEF staje się styczną, punkta przecięć E i F, a tem 
samem punkt M między niemi zawarty, schodzą się w punkcie 
zetknięcia ; więc ten punkt należy do biegunowej punktu A. 

2° Jeśli biegun leży wewnątrz koła O, jego biegunowa jest ze- 
wnątrz, i tem dalej od środka O im bliżej niego ten biegun. Więc 
biegunowa środka koła jest ed niego nieskończenie oddalona ; a bie- 
gunową punktu, który się nieskończenie oddala od środka koła w pe- 
wnym kierunku, jest średnica koła prostopadła do tego kierunku. 1 
NAWZAJEM. 


3° Jeśli biegun leży na okręgu, jego biegunowa jest styczną 
koła w tym punkcie ; i nawzajem, biegunem stycznej jest punkt 
zetknięcia. 


UWAGA. — Opierając się na równaniu 

< AO. BO =Ё, łatwo za pomocą stycznych 
ki wyznaczyć biegunowę danego punktu, albo 
R biegun danej prostej. I tak, jeśli dany jest 
biegun A, łączymy go ze środkiem koła O, 
prowadzimy stycznę AM, i z punktu zetknię- 

cia M spuszczamy na АО prostopadłę MB 
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która jest biegunową punktu A. Jeśli zaś punkt В jest danym biegunem, łą- 
czymy BO, prowadzimy prostopadłę BM do BO i potem stycznę MA która 
przecina BO w punkcie A ; prostopadła AK do BO jest biegunowa punktu В. 
Nawzajem, mając daną biegunowę BM, spuszczamy na nią, ześrodka koła O, 
prostopadłę OB, i wyprowadzamy z punktu przecięcia M stycznę MA aż 
do spotkania A z prostą BO ; punkt A jest biegunem prostej BM. Tak samo, 
mając biegunowę AK, spuszczamy na nią prostopadłę OA, prowadzimy 
słycznę AM, i spuszczamy na ОА prostopadłę MB która wyznacza 
biegun В. 

Te wykreślenia, chociaż nie najprostsze, są bardzo użyteczne w dowodze- 
niach ; bo, w części myślą wykonane, wskazują położenie biegunowej albo 
bieguna. 


TWIERDZENIE ХП. 


Jeśli przez punkt A płasczyzny koła poprowadzono dwie jakiekol- 
wiek poprzeczne ABC, ADE, i połączono przecięcia liniami prostemi 
BE i CD, ВО? CE, które się spotykają w punktach M i N, miejscem 
geometrycznem punktów M i N jest biegunowa punktu A. 


Jakoż, w czworoboku zupełnym NDMEGB, układy АНВС 
AKDE są harmoniczne (10, wn) ; więc punkta Mi N należą do 
biegunowej punktu A. 


UwAGA.—To twierdzenie daje łatwy sposób kreślenia, za pomocą samego 
liniału, biegunowej punktu względem koła, a temsamem stycznej koła. 


II. — W trójkącie AMN każdy bok jest oczywiście biegunową wierzchołka 
przeciwległego. Więc, w czworokącie wpisanym w koło, punkt spotkania 
przekątnych i punkta spotkań boków przeciwległych stanowią trójkąt 
którego każdy wierzchołek jest biegunem boku przeciwległego. 
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Temu twierdzeniu odpowieda następujące : w czworoboku zupełnym 
opisanym na kole, trzy przekątne tworzą trójkąt którego każdy wierzcho- 
tek jest biegunem boku przeciwległego. | 

Dowtedzie się tego twierdzenia uwazając że, jeśli przez punkt płasczyzny 
koła poprowadzono siecznę i w punktach jej przecięcia styczne, punkt 
spotkania tych stycznych leży na biegunowej pnnkta A. 


"TWIERDENIE XIII. 


Biegunowe punktów leżących na linii prostej przechodzą przez 
bieaun tej linii. I NAODWRÓT, bieguny linij prostych przechodzących 
przez jeden punkt leżą na hiegunowej tego punktu, 


с 


Jakoż, biegun linii prostej jest sprzę- 
żony harmoniczny wszystkich jej pun- 
któw względem koła. Więc biegunowe 
punktów prostej AC przechodzą przez 
jej biegun B; i nawzajem, bieguny linij 
prostych przechodzących przez punkt B 
leżą na biegunowej AC tego punktu. 


WNIOSEK I. — Biegunowa punktu przecięcia dwóch prostych 
przechodzi przez bieguny tych linij, a biegun linii prostej jest prze- 
cięciem biegunowych dwóch jej punktów, 

WNIOSEK II. — Jeśli z różnych punktów linii prostej poprowa- 
dzono dwojany stycznych do koła, cięciwy zetknięć przechodzą 
przez biegun tej linii. 


NAWZAJEM, jeśli przez jeden punkt poprowadzono różne sie- 
24" 
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czne do koła, wtedy styczne w punktach przecięć każdej siecznej 
spotykają się na biegunowej tego punktu. 


UWAGA, — PUNKTA 1 LINIE PROSTE SPRZĘŻONE WZGLĘDEM KOŁA. Na- 
zywa się punktami sprzężonemi względem koła dwa punkta takie, których 
bieganowa jednego przechodzi przez drugi. Widzimy zaraz że dwa pnnkta 
sprzężone wzgledem kola są sprzężone harmoniczne względnie do dwóch 
punktów przecięć (rzeczywistych albo urojonych) koła zlinią prosta na któ- 
rej te punkta leżą, 

Mówi się podobnie że dwie linie proste są sprzężone względem koła, gdy 
biegun jednej znajduje się na drugiej. Ztąd i z określenia реки harmoni- 
cznego wynika że, dwie proste sprzężone względem kola są sprzężone har- 
moniczne względnie do dwóch stycznych koła, poprowadzonych przez punkt 
spotkania tych prostych. 


BIEGUNOWFE WZAJEMNE. 


Mając dany wielokąt ABCD, jeśli weźmiemy bieguny А',В',С', D' 
boków AB, ВС, GD, DA względem jakiegokolwiek koła О, utwo- 
rzymy drugi wielokąt A'B'G'D' którego boki A'B', B'C', C'D', D'A! 
będą nawzajem biegunowemi wierzchołków А, В, С, D pier- 
wszego wielokąta (13). Można więc uważać drugi wielokąt jako 
utworzony z pierwszego, biorąc biegunowe jego wierzchołków. 
Naodwrót, jeśli weźmiemy bieguny boków drugiego wielokąta, 
albo biegunowe jego wierzchołków, powrócimy do pierwszego 
wielokąta. 

Dwa takie wielokąty nazywają się biegunowemi wzajemnemi, 
względem koła О które nazwano kołem pomocniczem. 

Wielokąt ABCDEF wpisany w koło 
i wielokąt opisany A/B'GD'E'F', ma- 
jacy boki styczne w wierzchołkach 
wpisanego, за biegunowemi wzajem- 
nemi. 

Uważajmy ogólnie krzywę płaską 
АВС... i wyznaczmy, względem jakie- 
gokolwiek koła leżącego na jej płasczy- 
znie, bieguny А’, В', С’... stycznych AM, BM...; otrzymamy 
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<A drugą krzywę A'B'C..., której styczne 
WR A'N, B'N'.., będą nawzajem bieguno- 
00 wemi punktów zetknięć A, B,.. pierw- 
4 R szej. Jakoż, biegunową punktu prze- 
\, cięcia M' stycznych АМ i BM' jest 
N 


| N cięciwa A'B'; a gdy punkt B dąży do 
„ |A punktu sąsiedniego A, punkt M’ dąży do 
uel niego także, nie przestając być cią- 
[> gle biegunem cięciwy A'B'. Owoż, 
gdy punkt B schodzi się z A, punkt M' 
schodzi się z nim także, i cięciwa A'B' staje się styczną w punk- 
cie A’; zatem styczna w punkcie A' jest biegunową punktu 
zetknięcia A. Można więc uważać krzywę A'B'C'.. jako otrzymaną 
biorąc bieguny stycznych albo biorąc biegunowe punktów pier- 
wszej krzywej АВС... W ostatnim razie mówi się że krzywa 
A'B'C'... jako miejsce geometryczne stycznych, jest ich owłoka. 
Naodwrót, jeśli weźmiemy bieguny stycznych albo biegunowe 
punktów drugiej krzywej, powrócimy do pierwszej. 


Dwie takie krzywe nazywają się biegunowemi wzajemnemi wzglę- 
dem koła pomocniczego 0. Ze sposobu jakim się tworzy biegu- 
nowe wzajemne wynika że, biegunową wzajemną koła spół- 
środkowego z kołem pomocniczem jest inne koło spółśrodkowe ; 
zatem koło pomocnicze jest samo swoją biegunową wzajemną. 

Zobaczmy teraz w czem teorya biegunowych wzajemnych 
może stanowić geometryczną metodę. Otoż, uważajmy że biegu- 
nowa wzajemna danej figury jest jej figura spółwzględna, w któ- 
rej punkta i linie proste zastępują linie proste i punkta danej ; to 
jest: punktom leżącym w linii prostej w pierwszej figurze odpo- 
wieda pęk linij prostych w drugiej, i nawzajem}; a ciągowi punk- 
tów na linii krzywej w pierwszej figurze odpowieda ciąg stycznych 
w drugiej; tak że punkt przecięcia dwóch albo kilku krzywych 
jest zastąpiony przez stycznę spólną krzywym odpowiedającym. 
Zatem, wszelka własność opisowa, to jest zależąca od położenia 
linij nie zaś od ich wielkości, prowadzi odrazu do odpowiedającej 
własności figury biegunowej wzajemnej, tak że się otrzymuje jej 
wysłowienie, na mocy tego co poprzedza, prostą zamianą wyra- 
zów punkt i linia na linię i punkt. 
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I tak, wiedząc że w sześciokącie wpisanym w koło, boki przeciwległe 
spotykają się we trzech punktach w linit prostej, można zaraz, bez 
żadnego dowodzenia, uważając tylko że biegunową wzajemną tego 
wielokąta jest sześciokąt opisany A'B'C'D'F'F' (figura powyższa), 
którego przekątne A'D', B'E’, C'F' są biegunowemi punktów 
przecięcia boków przeciwległych FA i ED, АВ i DE, BC i E'F, 
wnieść twierdzenie spółwzględne: w sześciokącie opisanym na 
kole trzy przekątne łaczące wierzchołki przeciwległe spotykają się 
w jednym punkcie. 

Tym właśnie sposobem BRIANCHON wywiódł to twierdzenie 
z twierdzenia PASKALA. Oba twierdzenia i ich wnioski są spół- 
względnemi nie tylko w koleale jeszcze w liniach stożkowych. 

Jako widzimy, biegunowe wzajemne, są metodą przekształce- 
nia opisowych własności figur. Można także przekształcić własno- 
ści miarowe. Wiele takich przekształceń otrzymuje się za pomocą 
następujących twierdzeń. 


1° Kat dwóch linij prostych równa się katowi dwóch linij które 
łączą ich bieguny ze środkiem koła pomocniczego. Bo te kąty mają 
ramiona odpowiednio prostopadłe. 

Ztąd wynika że stosunek nieharmoniczny czterech stycznych koła 


równa się stosunkowi nieharmonicznemu czterech punktów zetknięć. 
Albowiem punkta zetknięć są biegunami stycznych. 


2° Stosunek nieharmoniczny czterech punktów w linii prostej, w je- 
dnej figurze, równa się stosunkowi nieharmonicznemu czterech biegu- 
nowych odpowiedających w drugiej figurze. Bo ten pęk i pęk 
otrzymany łącząc cztery rzeczone punkta ze środkiem koła po- 
mocniczego mają kąty odpowiednio równe. 


3° Stosunek odległości dwóch punktów A i В od środka 


АО 
BO” 
koła O, równa się stosunkowi БМ? odległości każdego z tych 
punktów od biegunowej drugiego (*). 


(*) Twierdzenie Ра. 5лімох znakomitego matematyka angielskiego, 
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Niech będą СМ i DN biegunowe 

punktów A i B względem koła O. 

—im Мату 

0A.0C = R° = OB.OD; 

ў OA OD 


и T i 


Owoż, spuśćmy prostopadłę AA' 
na ОВ, i BB' na ОА; dwa trójkąty 
prostokątne OAA', OBB' podobne dają 


ол ом 
OB  0B' 
ОА 00 ОА Ор+0А ү. АО АМ 
Załem бии ОН оброк VS ЗООМ 


Jeśli teraz chcemy przekształcić twierdzenie: W trójkącie dwój- 
sieczne katów spotykają się w jednym punkcie, uważamy że bie- 
guny tych dwójsiecznych są w linii prostej, Owoż, niech będzie 
A'B'C' trójkąt biegunowy wzajemny trójkąta ABC względem 
koła О; widzimy łatwo że biegun dwójsiecznej AD leży na boku 
B'C' jako na biegunowej wierzchołka A, i na dwójsiecznej kąta 
B'OC' (19). Ztąd wnosimy zaraz następujące twierdzenie 

Jeśli połączymy punkt O płasczyzny trójkąta A'B'C' z jego wierz- 
chotkami, dwójsieczne dwóch kątów jako A'OB', B'OC', i dwójsieczna 
spełnienia trzeciego kąta C'OA', przecinają boki przeciwległe we 
trzech punktach na linii prostej. 


Można za pomocą twierdzenia 2° przekształcić stosunek СВ 


dwóch odcinków utworzonych przez trzy punkta А, В, С w linii 
prostej. Jakoż, wprowadźmy czwarty punkt D, leżący w linii pros- 
tej ze trzema danemi, ale nieskończenie oddalony; oznaczając 
przez а, $,y, д punkta w których jakakolwiek poprzeczna prze- 
cina biegunowe czterech punktów А, В, C,D (8, wn), będzie 


CA ya „da 


CE * : 1 = (ABC) = (0f3y0) = 8 т? 


Nakoniec, dla zastosowania twierdzenia 3°, dowiedźmy na- 


stępującego. 
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TWIERDZENIE (*). W każdym czworoboku wpisanym w koło, wie- 
loczyn odległości jakiegokolwiek punktu okręgu od dwóch boków 
przeciwległych równa stę wieloczynowi odległości tego samego punktu 
od dwóch innych boków. Oznaczając przez M jakikolwiek punkt 
okręgu, a przez ME,MF, MG, MH jego odległości od boków AB, 
BC, CD, DA, mamy najpierwej tosamość 


(МА. MB)(MC . MD) = (MB .MC)(MA . MD), 
w której nawiasy są odpowiednio proporcyonalne do odległości 
МЕ, MG, МЕ, MH (III, 22); więc 
E.MG= MF.MH. (1) 

Jeśli teraz chcemy przekształcić to twierdzenie za pomocą bie- 
gunowych wzajemnych, uważajmy że czworokątowi wpisanemu 
ABCD odpowieda czworokąt opisany A'B'Q'D', a punktowi M sty- 
czna MT w tym punkcie; i niech będą A'a, B', C'e, D'd odległo- 
ści wierzchołków A', В', С', D' od stycznej MT. Ponieważ A' jest 
biegunem boku AB względem koła O, a zaś M biegunem stycznej 
MT, będzie, na mocy twierdzenia 3°, 

MO МЕ MO 
AGF KG ; zkąd ME=— ‘A'a. 
Ostatniarówność pokazuje żeodległości ME, MF, MG, MH są pro- 


cyonalne do AED, SE SZW с, podstawia- 
pocjomlnedo Saa рог 06 Por "EPO 
jąc te wartości w równaniu (1), otrzymamy 

А'а.С'с_ АО.СО 

B%.Dd  B'O.D'O 

To równanie dowodzi twierdzenia : W czworoboku opisanym na 

kole, wieloczyn odległości dwóch wierzchołków przeciwległych od 
stycznej jakiejkolwiek, ma się do wieloczynu odległości dwóch innych 
wierzchołków od tej samej stycznej w stosunku stałym. 


Dowiedziemy później wprost tego twierdzenia. 


Teorya biegunowych wzajemnych nastręcza czasem sposób 
przemiany jednej kwestyi na drugą. I tak, jeśli chcemy 


* Twiedzenia Pappusa. 
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Na danem kole opisać trójkąt ABC którego wierzchołki mają leżeć 
na trzech prostych danych AA', BB', (C'; 

zadanie może się przemienić na następujące : 

с. с^ W dane koło wpisać trójkąt abe 

któregoby boki przechodziły przez 

И trzy punkta a, b', с', bieguny 
Re linij danych. 

M Iw samej rzeczy, prosta be, 

i Ср N /Ё jako biegunowa punktu A, za- 

Ау N wiera biegun prostej AA'; po- 

| dobnie, prosta aczawiera biegun 

prostej ВВ’; a nakoniec prosta ab zawiera biegun prostej СС". 


Biegunowe wzajemne, jakkolwiek do pięknych doprowadziły 
wyników, szczególniej w liniach stożkowych (Geometrya anali- 
tyczna), nie stanowią jednak metody poszukiwań ; bo ani poka- 
зија związku między znalezionemi twierdzeniami i ogólną teoryą 
figur, ani naprowadzają na sposób dowodzenia wprost tych 
twierdzeń i ich następstw. 


OŚ PIERWIASTNA. 


"TWIERDZENIE XIV. 


Miejsce geometryczne punktów równej potęgi względem dwóch kół 
0, ©! jest linia prosta prostopadła do linii środków 00". 


Wiemy już co znaczy potęga punktu względem koła (Ш, 21 uw.). 
Niech będą dwa koła O i O! promieni R i К’, M punkt szukanego 


ył 
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miejsca. Potęgi punktu M względem tych dwóch kół są odpo- 
wiednio Моа i MO*—R*; więc 


MO*—R*=MO*—R*, albo MO —MO*=R"—R'* 
przypuszczając R>R'. To pokazuje że miejscem punktu M jest 
prosta MD prostopadła do linij środków ОО! (Ш, 19 wn. 2). 

Nadto, odległość prostopadłej MD od środka koła O jest 


00! R*—R*, 

mo 007” 

co dowodzi że prostopadła MD jest bliżej środka O' kola mniej- 
szego niż środka О koła większego. 


0р = 


OKREŚLENIE. — Linię prostą MD, miejsce geometryczne punktów 
równej potęgi względem dwóch kół, nazwano osią pierwiastną tych 
kół. 


Z twierdzenia i powyższych równań wynika że: 1° Oś pier- 
wiastna dwóch kół albo spotyka oba koła w tych samych punktach, 
albo nie spotyka żadnego. 9° Oś pierwiastna dwóch kół równych 
przechodzi przez środek linii środków tych kół. 3° Oś pierwiastna 
dwóch kót spółśrodkowych znika w nieskończoności. Zatem, 


Gdy dwa koła nie mają żadnego punktu spólnego, ісі. oś pier- 
wiastna jest między niemi i zewnątrz każdego. Gdy się dwa koła 
przecinają, sieczna spólna jest ich osią pierwiastną ; bo potęga 
punktu spólnego dwom okręgom jest zero względem obydwóch. 
Gdy dwa koła są styczne zewnętrznie albo wewnętrznie, ich osią 
pierwiastną jest oczywiście styczna w punkcie spólnym. 


WNIOSEK. — Gdy punkt leży zewnątrz koła, jego potęga wzglę- 
dem koła równa się kwadratowi stycznej wychodzącej z tego 
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punktu, to jest V MB.MC=MA; więc oś pierwiastna dwóch 
kół jest miejscem punktów z których można prowadzić styczne równe 
do tych kół. Ztąd włąśnie pochodzi nazwisko tej linii. 

Środki stycznych spólnych dwom kołom leżą oczywiście na osi 
pierwiastnej tych kół. 
Wynika z powyższego wniosku że, 


Oś pierwiastna dwóch kół jest miejscem środków kół które j je prze- 
cinaja prostokątnie. 

Jakoż, styczne MA i MA' są rowne a katy A i A' są proste. 
Nawzajem, ponieważ koła О i O' przecinają prostokątnie koła 
M, M',.. mające środki na ich osi pierwiastnej, linia środków 00' 
jest osią pierwiastną kół M, M',... 

Nadto, jeśli koła O i O' nie mają punktu spólnego, koła M, M, 
spotykają linię środków 00' w dwóch punktach stałych E i F 
które dzielą harmonicznie średnicę każdego z kół O 10' (8, wn.). 


UwAGA. — Z tego co poprzedza łatwo wnosimy że biegunowa 
dwóch kół jest bliżej większego okręgu niż mniejszego. 


TWIERDZENIE XV. 


Osie pierwiastne trzech kół, uważanych po dwa, spotykają się 
w jednym punkcie. 


Jakoż, niech będzie EJ oś pier- 
wiastna kół O i O',a zaś AB oś pier- 
wiastna kół O i O'. Te dwie osie są 
prostopadłe doodpowiednych ną 
"KE środków 00' i 00", zatem, jeśli trzy. 

ә środki О, O', O" nie są w linii pros- 
tej, schodzą się w jednym punkcie J który ma tę samą potęgę 
względem trzech kół O, О', 0". Więc punkt J leży na osi pier- 
wiastnej dwóch kół O’ 1 O”, to jest osie pierwiastne trzech kół 
przechodzą przez jeden punkt J. 


OKREŚLENIE. — Punkt spotkania osi pierwiastnych trzech kół 
nazywa się środkiem pierwiastnym tych kół. 
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Gdy środki trzech kół są w linii prostej, ich osie pierwiastne sa 
równoległe, i środek pierwiastny oddala się w nieskończoność. 
p 


Środek pierwiastny trzech kół, jeśli leży zewnątrz, jest jedy- 
nym punktem z którego można prowadzić styczne równe do 
tych trzech kół, i przeto jest środkiem jedynego koła które je 
może przecinać prostokątnie. 

Środek pierwiastny służy do wykreślenia osi pierwiastnej 
dwóch kół danych O, O'. Jakoż, jeśli przetniemy te koła trze- 
ciem О"; cięciwy spólne AB, CD spotkają się we środku pier- 
wiastnym J trzech kół. Więc prostopadła EJ do linii środków 00: 
jest osią pierwiastną kół 0, O'. 


UWAGA. — Jedno z kół może, malejąc, stać się punktem. Aby znaleźć oś 
pierwiastną punktu i koła, dość nakreślić koło sieczne przechodzące przez 
ten punkt, i poprowadzić w nim stycznę koła, której przecięcie ze spólna 
sieczną dwóch kół wyznaczy jeden punkt szukanej osi pierwiastnej, etc. Jeśli 
punkt leży zewnątrz danego koła, dość wyprowadzić z tego punktu stycznę 
do koła ;środek stycznej będzie jednym z punktów szukanej osi pierwiast - 
nej, etc. Zatem osią pierwiastną dwóch punktów jest prostopadła wyprowa- 
dzona ze środka linii która je łączy. 

Osią pierwiastną koła i linii prostej jest ta sama linia prosta ; bo można 
uważać linię prostą, w danym punkcie, jako granicę łuku koła którego 
promień, rosnąc coraz bardziej, staje się nieskończenie wielkim. 

Ztąd wnosimy że oś pierwifstna punktu i linii prostej jest tą samą linią 
prostą. 


TWIERDZENIE XVI. 
. Oś pierwiastna dwóch kół jest równo oddalona od dwóch biegu- 
nowych któregokolwiek środka podobieństwa. 


Twierdzenie jest oczywiste 
gdy dwa koła dane mają stycz- 


' Bo A ne spólne. Bo wtedy oś pier- 
zj MP BEZ > wiastna DE, przechodząc 
PY przez środek stycznych АА’, 


BB', jest równo oddalona od 


biegunowych AB, A'B', środ- 
ka podobieństwa 5; etc, 
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Uważajmy dwa koła wewnętrzne 


NE 2 ee fas 
ж) | | | О, 0'. Niech będzie DE oś pierwias- 
/ sań 4 | tna; 5 jeden ze środków podobień- 
| PEJA p ў stwa, AB i А'В' jego biegunowe 
Wer ү | | względem tych kół. Mamy 
Ў Н / 2 2 
Ki ZE”. 00 АВ 
| 1 OD = —- +00: (10 
l 
amme і OSxX0A=R,  OSxO'A'=R" (14). 
Zatem TOS ачаа DE A _B=R ВА+ОА/ 
80 80 R "HR" */80—80  R+ 
R—R" 
Ib —— == ГА. 
albo бб! 0A--0'A 


Więc, podstawiając, otrzymujemy 
00 0A+0'A OA-+0A' 
Co dowodzi że oś pierwiastna DE jest równo oddalona od biegu- 
nowych AB i A'B’ jednego ze środków podobieństwa 5. 
| UWAGA. — Gdy jedno z kół np. O' staje się punktem, oś pierwiastna 
punktu O! i koła O jest równo oddalona od tego punktu i od jego bieguno- 


wej względem koła О : bo można uważać punkt О/ jako granicę koła О” 
którego promień maleje aż do zera. 


TWIERDZENIE XVII. 


Biegunowe punktu wziętego na ost pierwiastnej dwóch kół przeci- 
nają się na tej osi. 
Niech będzie AB oś pier- 
wiastna dwóch kół O, 0’, która 
zę przecina linię ich środków 
те w punkcie D. Uważajmy bie- 
y ) gunowę EN punktu A osi pier- 
A wiastnej względem koła O, i 
Ў niech będzie N punkt jej prze- 

cięcia z tą osią. 
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W kącie DAO proste DO i EN są przeciwrównoległe, i dają 
AD. AN=A0.AE=AC—= AO”. В. 

Owoż AÓ*—R"=AO*—R*, bo punkt A leży na osi pier- 
wiastnej kół O i O'; zatem AD.AN = АОВ, To dowodzi 
że punkt N należy do biegunowej punktu A względem koła O'. 
Więc obie biegunowe punktu A spotykają oś pierwiastną AB 
w jednym punkcie N. 

Gdy dwa koła są styczne, twierdzenie jest przez się widoczne. 


^ 
TWIERDZENIE XVIII. 


Koła, nakreślone na trzech przekątnych czworoboku zupełnego 
jako średnicach, maja tę samą oś pierwiastną. 


М. z 


Niech będą, w czworoboku zupełnym ABCDEF, trzy koła na- 
kreślone na przekątnych AC, BD, EF jako średnicach, które 
przecinają boki DE i BF w punktach m i m', a boki BE i DF 
w punktach n', p, i n, p'. Poprowadźmy proste Bn i Fp które się 
przetną w punkcie О, i proste Dn', Ep' które się przetną w punk- 
cie 0'. Teraz, uważając że kąty BnD i EpF są proste јако wpi- 
sane w półkola, widzimy że proste Fn i Bn są dwiema wyso- 
kościami trójkąta ОВЕ; ztąd wnosimy że prosta ОС przedłużona 
przechodzi przez punkt m, i prosta Om jest trzecią wysokością 
trójkata OBF. 
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Owoż, w kącie BOF poprzeczne Bp i Fn są przeciwrównoległe 
i dają OB . On=V0F. Op. 

Tak samo w kącie BOm, przeciwrównoległe Bm i Cn dają 

OB. On=0Q. Om. 
Więc 0C . Om = ОВ. Ол = ОЕ. Ор. 
Со dowodzi że punkt О ma równą potęgę względem trzech kół 
AG, BD, EF. 

Dowiedzie się podobnie że punkt O' ma także równą potęgę 
względem tych samych kół. Więc prosta 00' jest spólną osią 
pierwiastną trzech kół АС, BD, EF. _ 

Ztąd wynika że w czworoboku zupełnym, środki trzech prze- 
kątnych są w linii prostej. Co już wiemy. 


UWAGA. — Można dać inne wysłowienie twierdzenia, mówiąc że: trzy 
koła, nakreślone na przekątnych czworoboku zupełnego, mają zawsze dwa 
punkta spólne, rzeczywiste albo urojone. 


TWIERDZENIE XIX. 


Jeśli przez jeden ze środków podobieństwa dwóch kół, poprowa- 
dzono dwie sieczne, wtedy: 4° każde dwa dwojany punktów 
przeciwodpowiednych leżą na jednym okręgu; 2% dwie cięciwy 
przeciwodpowiedne przecinają się na osi pierwiastnej, 


Niech będzie 5 jeden ze środków podobieństwa dwóch kół O, 
0"; CD ich oś pierwiastna. Punkta A iA', leżące na promieniu 
wodzącym SA i na promieniach równoległych ОА i O'A', są od- 
powiedne: tak samo punkta B i B' są odpowiedne. Dlatego 
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punkta nieodpowiedne A i B' nazwano przeciwodpowiednemi albo 
wzajemnemi ; podobnie punkta В i A’ są także przeciwodpowie- 
dne. Cięciwa Ад koła O, i cięciwa B'a' koła O! która łączy punkta 
przeciwodpowiedne skrajnością pierwszej, nazywają się częciwa- 
mi przeciwodpowiednemi albo wzajemnemi ; tak samo cięciwy Ва 
i A'b', etc., są przeciwodpowiedne. 

1° Nazywając R i R' promienie dwóch kół O i O', środek podo- 
bieństwa S daje 


= — ZOZ — == —>m 


ale w kole О' mamy 
SA’. SB' =Sa'. Sb'; 
więc, mnożąc stronami , otrzymujemy 
SA .SB' =Sa.S0'. 

To pokazuje że dwojany punktów przeciwodpowiednych Ai В’, 
a i b' leżą na jednym okręgu. 

Tak samo dowodzi się że cztery punkta przeciwodpowiedne 
B, A', b, a! leżą na jednym okręgu, jako też punkta A, b, a', В! 
16B A, P. 

Te cztery koła nazywają się kołami wzajemnemi 

2° Cięciwy przeciwodpowiedne AŻ i B'a' przecinają się na osi 
pierwiastnej CD kół O i O'; albowiem, będąc cięciwami jednego 
z kół wzajemnych, przecinają się w punkcie który ma równą po- 
{еде wzgiędem kół O i 0. 

Ztąd wynika że dwie styczne w punktach przeciwodpowiednych 
dwóch kół O i O', będąc granicami położeń dwoch cięciw prze- 
ciwodpowiednych, przecinają się na osi pterwiastnej tych kół. 


Powyższa figura przedstawia koła wzajemne względne do 
środka podobieństwa prostego dwóch kół O i O' ; ale dowodze- 
nie jest ogólne, i stosuje się do kół wzajemnych względem 
środka podobieństwa odwrotnego tych kół. Figura poniżej wska- 


zuje cztery koła wzajemne względem środka 5', to jest AaB%, 
ВРА 'а', AbB'a', аВЬ А’. 
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WNIOSEK. — Osie pierwiastne czterech kół wzajemnych prze- 
chodzą przez jeden środek podobieństwa kół O i O' (15). Zatem 
każdy ze środków podobieństwa dwóch kół jest środkiem pierwiastnym 
czterech kół wzajemnych które mu odpowiedaja. 

П. — Wszelkie koło styczne X do dwóch kół O i O', jest jednem 
z kół wzajemnych. Jakoż, punkt zetknięcia kół X i O jest ich 
środkiem podobieństwa; tak samo, punkt zetknięcia kół X i o 
jest także ich środkiem podobieństwa. Więc linia zetknięć koła X 
z kołami O i O' jest osią podobieństwa tych trzech kół, to jest 
przechodzi przez środek pobobieństwa kół O i 0'. Więc koło Z, 
styczne do kół O i O', jest ich kołem wzajemnem. 

Uwaca. — Trzeba uważać że dwa koła styczne jednakowo do 
dwóch kół, to jest każde styczne zewnętrznie do obydwóch albo 
styczne wewnętrznie do obydwóch, odpowiedają środkowi po- 
_ dobieństwa prostego tych kół; a zaś przeciwnie, dwa koła sty- 
czne różnie do dwóch kół, to jest każde styczne zewnętrznie do 
jednego a wewnętrznie do drugiego, odpowiedają środkowi po- 
dobieństwa odwrotnego tych dwóch kół. 


KOŁO STYCZNE DO TRZECH KÓŁ. 


Nie trudno pojąć że jedno koło może być styczne zewnętrznie 
albo wewnętrznie do trzech kół danych, co daje dwa polożenia; 
albo też być styczne zewnętrznie do jednego ze trzech a we- 
wnętrznie do dwóch innych, co daje trzy położenia; albo jeszcze, 
nawzajem, być styczne wewnętrznie do jednego a zewnętrznie 
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do dwóch innych co daje także trzy położenia. To wszystko czyni 
razem osiem kół stycznych, które się rozdzielają na cztery nastę- 
ријасе dwojany : 4° Koło X styczne zewnętrznie do trzech kół 
danych 0, О', О", a koło X' styczne wewnętrznie do tych kół. 
29 Koło Y styczne zewnętrznie do kół O i 0! a wewnętrznie do 
koła O”, i koło Y’ styczne wewnętrznie do kół O i O' a zewnętrz- 
nie do koła O". 3° Koło Z styczne zewnętrznie do kół O i 0" a 
wewnętrznie do koła O', i koło Z! styczne wewnętrznie do kół 0 
i O" a zewnętrznie do koła 0'. Nakoniec 4° Koło V styczne ze- 
wnętrznie do koła О a wewnętrznie do kół 0', 0”, i koło ү' 
styczne wewnętrznie do koła О a zewnętrznie do kół 0". 0". 


“ TWIERDZENIE ХХ, 


Gdy dwa koła, styczne do trzech kół danych, należą do jednego 
dwojanu, wtedy, cięciwa zetknięć każdego 2 kút danych, 4° przecho- 
dzi przez одын, tych kół, i 29 zawiera, wzgledem swego 
kała, biegun osi podobieństwa od powiedającej rzeczonemu dwojanowi. 


Niech będą dwa koła X i X' styczne do trzech kół О, 0', О”, 
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pierwsze zewnętrznie w punktach Е, Е’, Е", a drugie wewnętrz- 
nie w punktach F, F’ F”. Powiedam że linia zetknięć EF, koła 
O z kołami X, Х', przechodzi przez środek pierwiastny J trzech 
kół O, О', 0", i przez biegun jednej z ich osi podobieństwa 
wzięty względem koła О, 4 

Jakoż, oś pierwiastna kół X i X', z których każde jednakowo 
styczne do kół O i O', przechodzi przez środek podobieństwa pros- 
tego S" tych ostatnich ; dla podobnej przyczyny ta sama oś pier- 
wiastna przechodzi przez środek S' podobieństwa prostego kół 
O iO"; więc oś podobieństwa prostego SS! trzech kół О, 0', О” 
jest osią pierwiastną kół X i X' które ich dotykają jednakowo. 

Nadto, ponieważ punkt zetknięcia E kół O i X jest ich środkiem 

odobieństwa odwrotnego, a punkt zetknięcia F kół O i X' ich 
„же podobieństwa prostego, linia zetknięć EF jest osią podo- 
bieństwa odwrotnego trzech kół O, X, X'; zatem przechodzi 
przez środek podobieństwa odwrotnego kół X i X'. Ale oś pier- 
wiastna kół O i O', które są różnie styczne do kół X i X', przecho- 
dzi także przez ich środek podobieństwa: dwrotnego; i tak samo 
oś pierwiastna kół O i O”, różnie stycznych do kół X i X', prze- 
chodzi przez ten sam środek podobieństwa. Ztąd wnosimy że 
środek pierwiastny J trzech kół O, O', O” leży na linii zetknięć EF, 
i także na linii środków XX' która jest prostopadła do osi podo- 
bieństwa SS. ; 

Widzimy teraz że styczne w punktach zetknięć Е i F koła 0 

| zkołami XiX’, wyznaczając środek pierwiastny tych trzech kół, 
przecinają się па osi podobieństwaSS'; bo ona jest osią pierwiastna 
kół X i X'. Ztąd wynika że biegun linii zetknięć EF leży na osi 
podobieństwa 58' kół O, 0', 0"; zalem nawzajem, biegun С tej osi 
względny do koła O leży na linii zetknięć EF, a temsamem linie 
ХХ' i CO są równoległe (9). 

Więc, jeśli przez biegun С, i przez środek pierwiastny J po- 
prowadzimy linię prostą CJ, jej przecięcia z kołem О wyznaczą 
punkta zetknięć Еі F tego koła z kołami X i X’; a jeśli jeszcze 
przez środek pierwiastny J poprowadzimy prostopadłę JX do 
osi podobieństwa SS', przecięcia tej prostopadłej z promieniami 
zetknięć ОЕ i OF wyznaczą środki kół X iX'a następnie ich 

ч © 25 
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promienie ХЕ 1 Х'Е. Znajdując tym sposobem środek i promień 
każdego 2 dwóch kół szukanych X i X', możemy je wykreślić 
odrazu. 


Po tem co poprzedza, łatwo pojmujemy że, jeśli szukane koła 
jednego dwojanu są różnie styczne do trzech danych, trzeba 
uważać tę oś podobieństwa odwrotnego która przechodzi przez 
środek podobieństwa prostego dwóch kół dotkniętych jedna- 


kowo. ( 


ZAGADNIENIE III. + 


Nakreślić koła styczne do trzech kół danych. 


Opierając się na powyższem twierdzeniu, przez srodek pier=- 
wiastny trzech kół danych i przez biegun każdej ze czterech osi po- 
dobieństwa względem któregokolwiek z tych kół, poprowadź linie 
proste które, mówiąc ogólnie, wyznaczą człery dwojany punktów 
zetknięć; potem, poprowadź jeszcze przez tenśrodek pierwiastny 
prostopadłę do każdej ze czterech osi podobieństwa ; przecięcia . 
tych prostopadłych z odpowiadającemi promieniami zetknięć 
wyznaczą środki i następnie promienie ośmiu kół stycznych. 
Jeśli nakoniec połączysz środki znalezionych kół stycznych ze 
środkami trzech kół danych, liniami prostemi, te linie wyznaczą 
wszystkie punkta zaklęć, i zagadnienie zostanie zupełnie roz- 
wiązane. 

Nie trzeba zapominać że zagadnienie ma tylko ogólnie osiem 
rozwiązań; ale w szczególnych położeniach kół może mieć mniej, 
a nawet nie mieć żadnego. 


UwaGA. — To rozwiązanie zagadnienia zupełne i wprost, stosuje się 
wtedy nawet gdy koła stają się punktami albo liniami prostemi: zważając 
tylko że koło przywodzi się do punktu, gdy jego promień malejąc staje się 
nieskończenie małym: a zaś łuk koła staje linia prostą, gdy jego promien 
staje się nieskończenie wielkim. Na mocy tej uwagi, nie trudno znaleźć śro- 
dek podobieństwa, oś pierwiasiną i biegunowę w tych szczególnych przy- 
padkach. 


Powyższe rozwiązanie zagadnienia nie stosuje się do trzech kół 
ө ‚ 


http://rcin.org.pl 


PODZIAŁY JEDNOKREŚLNE. 387 
A i 
których środki leżą w linii prostej; w tem położeniu kół trzeba 
użyć sposobów któreśmy na swojem miejscu podali. 


PODZIAŁY JEDNOKREŚLNE. à 


Gdy dwie proste L i L' są podzielone przez punkta a, b, c,.. 
i a', b', е... tak, że stosunek nieharmoniczny czterech jakichkol- 
wiek punktów jednej równa się stosunkowi nieharmonicznemu 
odpowiedających punktów drugiej, mówi sie że proste Li L' są 
podzielone jednokreślnie przez te punkta, które się nazywają od- 
powiednemi dwóch podziałów а ych. 


TWIERDZENIE XXI. 


Mając daną linię prostą L, podzieloną w punktach a,b, c..., mo- 
zna podzielić jednokreślnie drugą prostę L' ; ale tylko jednym spo- 
sobem, jeśli trzy punkta drugiej, odpowiedne trzem jakimkolwiek 
punktom pierwszej, ва dane. 


$ Niech hędzie linia prosta L 


№, à $ 
NI podzielona w punktach a, b, е, 
ki ena RZ d....; jeśli chcemy podzielić 

Е W ы jednokreślnie drugą linię L', 
pe 6 e d у ЧОЁ ziąć na niej dowol- 
nie trzy punkta a', b',c', za od- 


powiedne punktom a,b, c, i przystawić pod katem linię L’ do L, tak 
żeby punkt a' padł na a; po czem, poprowadzić proste bł', cc', i 
połączyć punkt spotkania 5 z punktami d, e; albo, jeśli 007, ce! są 
równoległe, poprowadzić do nich równoległe przez punkta d, e, .. 
Te linie, w jednym albo w drugim razie, padzielą linię L’ jedno- 
kreślnie z linią L; albowiem w obydwóch razach stosunek nie- 
harmoniczny czterech jakichkolwiek punktów a',b',e', d', e... 
równa się stosunkowi nieharmonicznemu czterech odpowie- 
dnych а, b,c,d,e,..(1). - 
Powiedam teraz że niema innych punktów któreby dzieliły li- 
nię L' jednokreślnie z linią L. Jakoż, przypuśćmy że w drugim 


http://rcin.org.pl 


388 KSIEGA PIĄTA. 
podziale, jeśli istnieje, jest punkt d' odpowiedny punktowi d; 
będzie. powtarzając to co poprzedza, 

(а Ва") — (abcd) = (a'b'e'd'). 

Więc punkt d" nie różni się od d'. Ztąd wnosimy źe, gdy trzy 
punkta a, W, œ linii L' są dane za odpowiedne trzem punktom 
a, b, c linii L, istnieje tylko jeden podział jednokreślny linii L' 
z linia L. To się wyraża mówiąc że: trzy dwojany punktów odpo- 
wtednych (a, a'), (b, b'), (e, c') wyznaczaja jednokreślność dwóch po- 
działów. 

WNIOSEK 1. — Linie proste wychodązce z jednego punktu, albo 
równoległe, dzielą jednokreślnie wszelką poprzeczne. 


I nawzajem, gdy dwie linie proste, podzielone jednokreślnie, moją 
punkt spólny odpowiedny w dwóch podziałach, (jako punkt е na figu- 
rze powyższej), wtedy linie łączące inne punkta odpówiedne po- 
działów schodza się w jednym punkcie, albo są równoległe. 


П. — Zatem, dwa podziały jednokreślne z trzecim są jednokreślne 
między sobą. 

Algebrycznie łatwo wyznaczyć podział jednokreślny dwóch 
linij prostych. Jakoż, niech będą a, b, c, m, cztery punkta 
leżące na jednej z dwóch prostych, i cztery odpowiedne 
a,b, с", т na drugiej. Jednokreślność dwóch podziałów wy- 
maga żeby stosunki nieharmoniczne punktów pierwszego po- 
działu były równe stosunkom nieharmonicznym punktów dru- 
giego ; to jest, żeby było równanie : 
am ст __ dm j em, 
ab. ch ай сеў 
które wyznacza jakikolwiek punkt m, gdy jego odpowiedny m 
i trzy dwojanya,a', 0, b', с, с! są wiadome. 

To równanie może się znacznie uprościć, jeśli wyrazimy że 
każdy z dwóch podziałów jednokreślnych ma jeden punkt 
w nieskończoności. 

l tak : ' 

1° Przypuszczając że dwa punkta nicodpowiedne b i c są 
w nieskończoności, powyższe równanie stanie się 


(abem) = (ает) albo 
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am ab ab — am tad ab bm 

— Z Z | — 1 złąc е. е! 

am em ma—me ” Н ёт' ас! 
albo bm. cm = ар. a'c', 


Dla ogólności wyrażenia, oznaczmy przez І і Ј' dwa punkta 
których odpowiedne I' i J są w nieskończoności; zastępując b i c” 
przez I i J', będziemy mieli ogólnie 

Im . Jim! = al. a'J'. (1). 

To proste równanie wyraża jednokreślność podziału dwóch 
linij prostych, i daje punkt m' w funkcyi dwojanu a, a' i punk- 
tów m, I, J'. 

2° Jeśli przypuścimy że dwa punkta odpowiedne с i c' są oba 
w nieskończoności, będzie 

am ab 
ami” ah 

To równanie znaczy że dwie linie proste są podzielone jedno- 
kreślnie na odcinki proporcyonałne. 


(2) 


Takie dwa podziały jednokreślne nazywają się podobnemi. 

i b Я 

W przypadku szczególnym, gdy stosunek Z =E4, dwie 
linie proste są podzielone na odcinki odpowiedne równe. Wtedy 
mówi się że dwa podziały jednokreślne są równe, i idą w tę samą 
stronę albo w strony przeciwne, według jak stosunek dwóch od- 
cinków odpowiednych jest dodatny albo odjemny. 

Dwa równania (1) i (2) które wyznaczają dwa podziały jedno- 
kreślne na dwóch liniach prostych, mogą się zawrzeć w jednem 
równaniu. Jakoż, niech (będzie a punkt stały na pierwszej pros- 
tej, b' punkt stały na drugiej ; odnosząc do tych punktów odpo 
wiedające odcinki Im, J'm', mamy 


Im = am — al, Jm =bm —– 0). 


Jeśli więc podstawimy te wartości w równaniu (4), otrzy- 
mamy 


am . bm — b'J'. am — al. Рт! — al. ab = a 
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albo ogólniej 
am.b'm' + А. gr He. bm | v=0. (3) 

Przekształcając tak samo równanie (2), znajdziemy 

ab. am = ab (bm — Ва!) 
albo ogólniej 
a. am + 5. bm -- 4 о. (4) 

Otrzyraane równania (3) i (4) są oczywiście szczególnemi tylko 

przypadkami równania 
A. am „bm + В. ат С. рт + D= о. (5) 

Widzimy tedy że jednokreślność podziału dwóch linij pros- 
tych wyraża się równaniem które jest pierwszego stopnia na 
każdy z dwóch odcinków am i b'm', względnych do jakiegoko|l- 
wiek dwojanu pónktów odpowiednych m, m'. 

NAWZAJEM. Jeśli dwa odcinki am, b'm', wzięte na dwóch liniach 
prostych poczynając od punktów stałych a, W, zadość czynią ró- 
wnantu 

А.ат. bm + В. am + C. bm + D= о. 
dwa punkta m, m' będa tworzyły dwa podziały jednokreślne. 

Jakoż, uważając najpierwej przypadek w którym spółczynnik 

A nie jest zero, możemy podzielić równanie przez A, i będzie 
ат. bm +.am+ p. bm -y= o. 

Przypuśćmy teraz punkt m w nieskończoności na pierwszej 
prostej, i nazwijmy J' położenie punktu odpowiednego m' 
na drugiej ; dzieląc przez am i czyniąc am = со, otrzymamy 

0) += о. 

Przypuszczając podobnie że punkt m drugiej prostej jest 
w nieskończoności, i nazywając I punkt odpowiedny m! na pier 
wszej, znajdziemy | 
al -+ p= 0 

Aby wyznaczyć spółczynnik у, uważajmy że, jeśli punkt m staje 
się a, jego odpowiedny m! staje się a' ; wtedy odcinek am = о, 
a zaś bm = b'u' ; zatem 


ц. Ра +y=o albo v»—al, Va =0, 
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Jeśli więc podstawimy wartości trzech spółczynników А, m, v, 
będziemy mieli 
ат. bm —bJ'. am — al. ТТА al. a'b' = о. 
To równanie można pisać 
(am — al) (b'm! — b'J') = al (Уд' — b'a'), 
albo m. In =. aż 
Więc dwa puukta m, m' wyznaczają dwa podziały jedno- 
kreślne. 
Uważajmy teraz drugi przypadek równania (5) w którem А =0, 
mamy 
В, am ++ С. bm! +D =0. 
Owóż, jeśli punkt m przystaje do a, jego odpowiedny m' przy- 
staje do a'; zatem 
С. Ра + D=o. 
Tak samo, jeśli m' schodzi się z b', jego odpowiedny m schodzi 
się zb; zatem 
B.ab + 0 = 0 
Rugując В i С, znajdziemy 
am Шт! 
тути 
Кай, ponieważ b'm' = a'm' — a'b', wynika 
am _ ab 
ат ab 
Więc dwa punkta m, m” wyznaczają dwa podziały jednokreślne 
podobne. 


Nakoniec, jeśli w równaniu (5), jest В = = б, będzie także, 
na mocy tego co poprzedza, ab == Æ 0; więc wtedy dwa po- 
działy podobne są równe. 

Ztąd wynika że А = о jest warunkiem podobieństwa dwóch 
podziałów ; a zaś А =a, і В = С są dwoma warunkami ró- 
wności tych podziałów. 
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Równanie 

A. am. bm + B.am+ C. bm D=o 
à 

dowodzi że trzeba i dość jest trzech warunków dla jednokreśl- 
ności dwóch podziałów. 

Więc, trzy dwojany punktów odpowiednych wyznaczaja jedno- 
kreślność dwóch podziałów. Co już wiemy. 


UwAGA, — W równaniu 
ат. b'm! — b'J' „am —al.b'm! — al. а = 0 
któreśmy powyżej otrzymali, odnieśmy punkta m”, J/ do punktu stałego a’ ; 
aby to uskutecznić, dość tylko zamienić b” па а, i będzie 
am „ат! —aV', am — al ат == о. 

Jeśli teraz chcemy żeby odcinek am był równy swemu odpowiednemu 

a'm' i tego samego znaku, punkt m wyznaczy się równaniem 

am = al |-a'l', 
A jeśli chcemy żeby odcinek aM był równy swemu odpowiednemu a’ M 
i znaku przeciwnego, będzie 

aM = al — al", 

Ztąd wnosimy że, gdy dwie linie proste są podzielone jednokreślnie, 
byle nieproporcyonalnie, można zawsze, poczynając od któregokolwiek 
punktu a pierwszego podziału, wziąć dwa odcinki równe swym odpo 
wiednym w drugim podziale, ale jeden z tym samym znakiem a drugi 
ze znakiem przeciwnym, 


OKREŚLENIE. — Dwa podziały jednokreślne mogą być na 
jednej linii prostej, mianowanej czasem podstawą podziałów ; 
wtedy nazywa się punktem podwójnym wszelki punkt tej prostej, 
który, należąc do jednego podziału, przystaje do swego odpo- 
wiednego w drugim. 

Na mocy tego określenia każdy punkt podwójny daje dwa 
warunki jednokreślności; zatem 

Dwa podziały jednokreślne na linii prostej nie moga mieć więcej 
niż dwa punkta podwójne. 
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"TWIERDZENIE XXII. 


Dwa podziały jednokreślne na linii prostej maja zawsze dwa 
punkta podwójne, rzeczywiste albo urojone. 


Uważając dwa podziały jednokreślne na linii prostej jako po- 
chodzące z przystawania dwóch linij prostych podzielonych 
jednokreślnie, mamy ogólne równanie jednokreślności. 


А. ат. bm 4 B. am. -+ C. Рт +D =0, 


w którem a i b ѕа dwa punkta stałe wzięte na tych dwóch pro- 
stych. Ale te linie mają teraz jeden kierunek; można tedy, 
zamiast punktu %' który jest jakikolwiek, wziąć punkt a za po- 
czałek wszystkich odcinków, i będzie 


A.am. am ++ В. ат + С. am + D = о. 
Jeśli więc wyrazimy że punkt m' przystaje do swego odpo- 


wiednego m, to jest, jeśli położymy m za m', otrzymamy równa- 
nie 


A . m” + (В + С) am + D=o 
które wyznaczy punkt podwójny m. 

To równanie daje dwie wartości dla am ; zatem dowodzi 
że dwa podziały jednokreślne na linii prostej mają zawsze dwa 
punkta podwójne, i tylko dwa, rzeczywiste albo urojone. Sum- 
ma i wieloczyn odległości tych punktów od punkta a są rzeczy- 
wiste. 

Teraz, aby znaleźć punkta podwójne których istnienia dowie- 
dliśmy, przypuśćmy najpierwszej spółczynnik A różny od zera, 
i podzielmy przez A, będziemy mieli 


am +- (+ p) am + = 0; 
po czem, jeśli podstawimy juź wiadome wartości spółczynników 
zamieniając w nich / na a, otrzymamy 


am — (al + al') am + al. аа = 0 ; 
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Ale, nazywając О środek odcinka 1Ј', mamy al -- aJ! = 200; 

zatem równanie staje się 
Tam — 2 a0 . am --al'.aa' = o. 

Dla łatwiejszego wykreślenia pierwiastków, przenieśmy począ- 
tek a odcinków, który jest dowolny, do środka О odeinka IJ', 
będzie 

a0 = 0 i al = 0I—0J'; 
a jeśli nadtoriazwiemyO! odpowiedny punktu0, co daje aa = 00', 
znajdziemy ostatecznie proste równanie 
Om — О. 00' =o; жай Ол = = V OJ. 0O0'. 

Ten wynik pokazuje że punkta podwójne, które oznaczymy 
przez e, f, są równo oddalone od punktu O, który jest środkiem 
odcinka IJ' dwóch punktów odpowiednych punktom w nieskoń- 
czoności; to jest: Ое =V ОЛ. 00, 0f=— VOJ.0V. 

Odległość /OJ'. 00' jest średnią proporcyonalną między od- 
cinkami OJ', 00' i łatwo się wykreśla ; ale trzeba uważać że te 
odcinki mogą mieć jednakowe znaki albo znaki różne. Ztąd wy- 
nika że punkta podwójne e, f są rzeczywiste albo urojone, we- 
dług jak punkta J' i O' znajdują się oba z jednej strony albo 
z dwóch stron przeciwnych punktu О. 


“т 


\ 
„ы у 85 то pA o t 
e 


Gdy punkta podwójne są rzeczywiste, to jest, gdy punkta J'i0' 
leżą oba z jednej strony punktu O, prowadzi się stycznę OT do 
koła opisanego na odcinku J'O' jako średnicy ; a potem z punktu 0 
jako środka i promieniem OT, kreśli się koło które przecina pod- 
stawę LL’ w punktach е, f. 

Jeśli punkta Ii J', odpowiedne punktów w nieskończoności, 
zbiegają się w jeden, wtedy odcinek OJ! jest zero, i punkta po- 
dwójne e, f jednoczą się w punkcie О. 
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Dwa podziały jednokreślne na linii prostej mogą mieć jeden 
z punktów podwójnych w nieskończoności. | w samej rzeczy, 
jeśli przypuścimy A = о, równanie 
A.am. bm! +B.am+ C. Вт + D=o 
wyrażające jednokreślność dwóch podziałów staje się 
B. am + С. bm + 0 о, 
i, jakośmy widzieli, przywodzi się do równania 
am ай 
am ab 
7 Owoż, otrzymaliśmy to ostatnie wyrażając że dwojan c,c' punk- 
tów odpowiednych jest w nieskończoności ; więc punkt c, który 
się schodzi ze swoim odpowiednym ¢' w nieskończoności, jest już 
jednym z punktów podwójnych /. | 
Jesli teraz zastąapimy m i m! przez e, będziemy mieli równa- 
nie 
ae ab 
ade ай 
które wyznaczy drugi punkt podwójny e, w funkcyi dwojanu a, a 
ab 
ab 
Z tego równania można wywieśdź inne, dogodniejsze do wy- 
kreślenia. 


i stosunku 


Albowi ае ab ae — ab eb . 
owiem ——==——;шш-—-———— Z m? 

> we ab ae— ab ер 
zkąd ea. eb! == ер. са!, 


Ostatnie równanie pokazuje że punkt podwójny e ma tę sa- 
mą potęgę względem dwóch kół ja- 
kichkolwiek, nakreślonych na odcin- 
kach ab і ba! jako cięciwach. Więc 
F punkt e jest przecięciem osi pier- 
wiastnej tych kół z podstawą ab. Co 
łatwo widać na figurze. 


А (CZ ; ue а} "e 
Ale, jako już wiemy, w równaniu — == — odcinki 
$ * a'e ab 
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ab i a'b! mogą być równe i tych samych znaków, albo równe 
iznaków przeciwnych. W pierwszym przypadku, punkt po- 
dwójny e jest w nieskończoności, a w drugim ten punkt przy- 
pada we środku odcinka aa’. 

Z tego wszystkiego wynika że dwa podziały jednokreślne na 
linii prostej mają zawsze dwa punkta podwójne, rzeczywiste albo 
urojone; gdy te punkta są rzeczywiste, jeden z nich albo nawet 
oba mogą być w nieskończoności. 


UWAGA. — Aby sobie wyobrazić co znaczą punkta podwójne w nieskoń- 
czoności, uważajmy dwa podziały jednokreślne na jednej prostej jako nale- 
żące do dwóch linij prostych, i obróćmy jedną z tych linij około punktu 
podwójnego e, pod katem jakimkolwiek. W tem położeniu, równanie 
55 = > „dowodzi że proste aa’, bb',... są równoległe, i odcinki eb 
е”, ab i a'b',... są proporcyonalne. 

Jeśli teraz przypuścimy że punkt podwójny e oddala się w nieskończo- 
ność, dwie proste eL i el/, podzielone jednokreślnie, stają się równoległemi, 
i odcinki ab, a'b’ są równe. 

Więc, dwa podziały jednokreślne na linii prostej, mające jeden punki 
podwójny w nieskończoności, są podobne ; a gdy mają dwa punkta podwójne 
w nieskończoności to są równe, I nawzajem, co już wiadome. 


'TWIERDZENIE XXIII. 


Gdy dwie proste sa podzielone jednokreślnie w punktach a, b, с... 
i a/, b', C... linie łączące dwa którekolwiek punkta pierwszej z dwo- 
ma naprzemiam odpowiednemi drugiej, jako ab! i ba', ac' i ca'.., 
przecinają się wszystkie na jednej linii prostej. 


EJ | 


A 2 - д - >e 


-5 


Oznaczmy podwójna literą AB’ punkt spotkania dwóch linij da- 
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nychab,a'br, i nazwijmy A’ punkt linii a'%', odpowiedny punktowi 
A linii ab, a zaś B punkt linii ab odpowiedny punktowi В’ linii 
а). Powiedam że cięciwy ab', ba! przecinają się na prostej BA”. 

Jakoż, cztery punkta a, b, А, B prostej ab, i cztery а’, W, А’, В’, 
prostej а”, b', jako odpowiedne w dwóch podziałach jednokreś|- 
nych, mająstosunki nieharmoniczne równe ; zatem pęk a.a'W' A'B’ 
czterech prostych wychodzących z punktu a, i pęk a'.ab AB czte- 
rech prostych wychodzących z punktu а’, mają stosunki niehar- 
moniczne równe. Owoż, te pęki mają promień odpowiedny aa' 
spólny ; więc trzy inne promienie odpowiedne spotykają się we 
trzech punktach m, А’, B, które leżą w linii prostej (3). Zatem 
punkt spotkania m cięciw ab’, ba’ leży na linii stałej BA”. 

WNIOSEK 1. — Ztąd wynika następujące twierdzenie. 

W sześciokącie ab'ca'bc'a wpisanym we dwie linie proste AB, A'B’, 
boki przeciwległe ab' i ba, ас”? са’, bë i ер, przecinają się we 
trzech punktach w anii prostej. 

UwaGA. — Mając dane trzy dwojany (а, а), (b, 0), (e, c') dwóch 
podziałów jednokreślnych na dwóch liniach prostych, i punkt d, 
można łatwo wyznaczyć odpowiedny d' za pomocą powyższego 
twierdzenia. Dość poprowadzić proste ab’ i ba”, be' i ch które się 
przecinają w punktach m, p, i potem, poprowadzić prostę do 
która przetnie mp w punkcie q; prosta сў wyznaczy punkt d’. 


PĘKI JEDNOKREŚLNE. 


OKREŚLENIE. — Dwa pęki nazywają się jednokreślnemi, gdy sto- 
sunek nieharmoniczny czterech którychkolwiek promieni jednego 
pęku równa się stosunkowi nieharmonicznemu czterech odpo- 
wiednych promieni drugiego. 

Albo, innemi słowy, dwa pęki są jednokreślne jeśli wyznaczają 
odpowiednio na dwóch poprzecznych dwa podziały jednokreślne. 

Ztąd wynika że : 4° Dwa peki, których promienie przechodza 
przez te sume punkta jednej prostej, sa jednokreślne. 

X Dwa pęki, których promienie tworzą kąty odpowiedne równe 
albo spełniające, sa jednokreślne. 
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3° Dwa pęki O' i O" jednokreślne z trzecim 0 są jednokreślne 
między sobą. 
Albowiem (0'. A'B'C'D') = (О. ABCD) = (0”. A"B”C"D"). 

до Gdy w dwóch pękach jednokreślnych dwa promienie odpowie- 
dne przystają do siebie, punkta przecięć innych promieni odpowie- 
dnych sa w linii prostej. 

To jest następstwem twierdzenia III. 

Dwa pęki jednokreślne są oczywiście wyznaczone przez trzy 
dwojany punktów odpowiednych. 


TWIERDZENIE XXIV. 


W dwóch pękach jednokreślnych, linie łączące punkt przecięcia 
dwóch promieni NIEODPOWIEDNYCH z punktem przecięcia promieni 
im odpowiednych, przechodzą przez punkt stały, 

Niech będą dwa pęki jednokreślne 
| (О'. A'B'...) i (О. АВ...) w których m jest 
у ~ J punktem przecięcia promieni nieodpo- 
| wiednych ОА i O'B', a zaś n punktem 
przecięcia promieni O'A' і OB które są ich 
odpowiednemi. Połączmy 00'; jeśli do- 
pełnimy jednokreślności pęków (0. AB...) 


AT 


Э | тум i (0'. A'B'O) biorąc w pierwszym promień 
JEJ 05 odpowiedny promieniowi O'O drugiego 
Ki реки, a zaś w drugim promień O'S' odpo- 


wiedny promieniowi O00' pierwszego, 
powiedam że linia mn przechodzi przez punkt spotkania 8 pro- 
mieni О8 i O'S’. 

Jakoż, dwa pęki 0.ABSO' i O'.A'B'OS', jednokreślne z po- 
wyższego wykreślenia, wyznaczają na dwóch poprzecznych О'А' 
і ОА dwa podziały jednokreślne czterech punktów z, n, у, 0 
i czterech odpowiednych «©, m, O, S'; zatem stosunki nieharmo- 
niezne (zmOS') i (zny0') są równe. Owoż, te dwa układy czterech 
punktów mają punkt odpowiedny æ spólny; więc proste mn. 
Oy, S'O', łączące inne punkta odpówiedne, przechodzą przez je- 
den punkt S stały, to jest niezależny od promieni ОА, О. 

To twierdzenie jest spółwzględnem twierdzenia XXIII. 


http://rcin.org.pl 


PEKI JEDNOKREŚLNE. 399 

WNIosEk. — Opierając się na powyszżem twierdzeniu, można 

łatwo dowieśdź już wiadomego twierdzenia PASKALA : W sześcio- 

kącie wpisanym w koło trzy punkta przecięć boków przeciwległych są 
w linij prostej. 


D Jakoż, niech będzie sześciokąt 

es ABCDEF wpisalny w koło; dwa 

Е/ ч pęki A. BCEF i D.BCEF, mające 
ZARZ katy odpowiedne równe albo speł- 

й 2 Хд niające, są jednokreślne ; zatem 
po stosunki nieharmonicznesą równe, 


0 
(А.ВСЕЕ) = (D. BCEF) albo (А .ВСЕЕ) = (D.CBFE). 


Owoż, па mocy ostatniej równości, dwa boki przeciwległe AB 
i DE, które się przecinają w punkcie P, są dwoma promieniami 
nieodpowiednemi, a ich odpowiedne promienie DQ i AF prze- 
cinają się w punkcie R; więc prosta PR pzzechodzi przez punkt 
stały. Ale tak samo prosta BC, łącząca punkta w których się spo- 
tykają dwa promienie nieodpowiedne AB, DB i ich odpowiedne 
promienie DQ, AC, przechodzi przez ten sam punktstały. Dla podo- 
bnej przyczyny, przechodzi także przez ten punkt prosta EF która 
łączy punkt spotkania promieni nieodpowiednych AE, DE z pun- 
ktem spotkania im odpowiednych promieni DF, AF. Ztąd wy- 
nika że punkt przecięcia Q linij ВС i EF musi leżeć na prostej PR. 
Więc trzy punkta P, Q, R w których się przecinają boki prze- 
ciwległe sześciokąta wpisalnego, są w linii prostej. 

UWAGA. — Powyższe dowodzenie nie wymaga żeby sześciokąt był wpi- 
salny w koło; dość tylko żeby promienie, poprowadzone z dwóch wierzchoł- 
ków sześciokąta do czterech innych, tworzyły dwa pęki jednokreślne : co 
jest niejako zogólnieniem twierdzenia Paskała. 


TWIERDZENIE XXV. 


Dwa pęki jednokreślne, mające spólny środek, mają zawsze dwa 
PROMIENIE PODWÓJNE, rzeczywiste albo urojone. 


Jakoż, jeśli przetniemy te dwa pęki jedną poprzeczną, punkta 
przecięć będą tworzyły dwa podziały jednokreślne mające dwa 
punkta podwójne, rzeczywiste albo urojone : więc dwie proste, łą- 
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czące punkta podwójne ze środkiem dwóch pęków, będą promie- 

niami podwójnemi, rzeczywistemi albo urojonemi, tych pęków. 
WNIOSEK. — Gdy kąt obraca się około swojego wierzchołka i na 

swojej płasczyznie, jego ramiona wyznaczają na wszelkiej poprze- 

cznej dwa podziały jednokreślne mające punkta podwójne urojone. 


(MEDI К ысы. | AMEŻ 


Niech będzie kat OSO! który się obraca, na swojej płasczyznie, 
około swojego wierzchołka S. Ramiono tego kata tworzą dwa pęki 
jednokreślne, bo kąty jednego реки są odpowiednio równe ką- 
tom drugiego; więc stosunki nieharmoniczne czterech jakich- 
kolwiek promieni pierwszego pęku i czterech odpowiednych 
drugiego są równe. Powiedam teraz że promienie tych dwóch 
pęków wyznaczają, na poprzecznej jakiejkolwiek LL', dwa po- 
działy jednokreślne mające punkta podwójne urojone. 
= Jakoż, uważajmy trzy położenia OSO', JSJ', ISI" danego kąta : 
pierwsze w którem ramie SO jest prostopadłe do poprzecznej LL', 
drugie w którem to ramie staje się równoległe SJ do LI, a trzecie 
w którem drugie ramie 50' ma położenie SI także równoległe 
do LL’. Widziemy zaraz że punkta przecięć I i Ј' ramion kąta 
z poprzeczną LL' są dwoma odpowiednemi punktów I i Ј' w nie- 
skończoności ; zaś punkt О, mający О' za odpowiedny, jest środ- 
kiem odcinka IJ',a więc środkiem odcinka punktów podwójnych. 
Ztąd wnosimy że punkta podwójne znajdują się z obydwóch stron 
punktu O, na odległość wyrażona przez М —0J'.00. 

Owoż, kąt OSO”, jako równy kątowi JSJ’, jest dopełnieniem ką- 
ta OSJ'; zatem OJ'.00' =O$*, Więc V—0J.00=0SV —1. 

То dowodzi że punkta podwójne dwóch powyższych podzia- 
łów są urojone, i ich odległość od punktu O nie zależy od 
wielkości kata 050”, 
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NAWZAJEM, jeśli dwa podziały jednokreślne na linii prostej mają 
punkta podwójne urojone, istnieje zawsze kąt którego ramiona kre- 
ślą te podziały. 
s Niech będą na prostej LL' punkta I i J' dwóch podziałów 
jednokreślnych, odpowiedne punktów w nieskończoności; ponie- 
waż te podziały mają punkta podwójne urojone, punkt 0' odpo- 
wiedny środka О odcinka IJ' i punkt J” leżą z dwóch stron prze- 
ciwnych środka 0. Na odcinku O'J' jako średnicy, nakreślmy 
koło które przetnie w punktach 5 1 S' prostopadłę wyprowadzona 
z punktu O prostej LL'; nakoniec, poprowadźmy przez punkt 8 
równoległę SJ do LL'. Widzimy łatwo że kąt OS0', obracając się 
około swego wierzchołka 5, kreśli na prostej LL' dwa podziały 
jednokreślne, które mają trzy dwojany (0, 0'), (os, J'), (1, со) 
punktów odpowiednych spólne z dwojanami dwóch podziałów 
linii LL’. Więc dwa pierwsze podziały są tesame co dwa osta- 
tnie. 


Ztąd wynika że, jeśli dwa podziały jednokreślne na linii prostej 
mają punkta podwójne urojone, jest zawsze dwa punkta S i S', syme- 
tryczne względem tej prostej, z których widać pod tym samym ką- 
tem, odcinek każdego dwojanu punktów odpowiędnych. . 


'TWIĘRDZENIE XXVI. 


W czworoboku opisanym na kole, jeśli styczna toczy się po tem 
kole, wieloczyn jej odległości od dwóch wierzchołków przeciwległych 
ma się do wieloczynu odległości od dwóch innych wierzchołków 
w stosunku stałym. 


Niech będzie czworobok ABCD opisany na kole O, i dwie ja- 
kiekolwiek styczne тат’, nn' spotykające jego boki przeciwległe 
AD і ВС, pierwsza w punktach m i m! a druga w punktach n i n’. 
Linie proste AD i BC są podzielone jednokreślne przez cztery 
styczne mm', nn',*:AB iCD; bo stosunki nieharmoniczne dwóch 
pęków O.ADmn i O.BCm'n' są równe (5), to jest - 

mA nA mB nB 
mD'nD тС яс 
26 
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Owoż, jeśli z wierzchołków czworoboku ABCD spuścimy pros- 


topadłe Aa, BB, Су, 08 na stycznę mm’, trójkąty podobne тА = 
і mDg, m'BB i m'Cy dadzą 


mA Aa , mB BB. 
mdb 08 mA Ce. 


podstawiając te wartości w powyższem równaniu, otrzymamy 
Aa nA Вб "В. 
D3 nD Сү‘ лс 


2 ы Aa. Cy _ nA.n'B 
wg - DBB аря. 


UwAGA. — Dowiedliśmy już tego twierdzenia metodą biegunowych 
ajemnych. | 


ZAGADNIENIE IV. 


W dany trójkąt ABC wpisać trójkąt któregoby boki przechodziły 
przez trzy dane punkta m, n, p. i 


Niech będzie szukany trójkąt abe któ- 

rego boki przechodzą przez trzy punkta 

n т, п, p. Poprowadźmy przez punkt m 

Я jakakolwiek prostę ma która przecina 
boki BC i АС w punktach a if. Jeśli 
potem poprowadzimy prostę л która 
spotyka bok AB w punkcie 4, i prostę 
py która spotyka bok ВС w punkcie о; 
m. punkta a, «a będa tworzyły na BC dwa 
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podziały jednokreślne. Jakoż, gdy punkt В posuwa się po boku 
AC, proste m$ i n6 obracając się odpowiednio około punktów 
m in tworzą dwa pęki jędnokreślne ; tak samo prosten$ i py które 
się obracają około punktów n i p,i przecinają na boku AB, 
tworzą dwa pęki jednokreślne. Zatem dwa pęki m (8) i p (y), 
jednokreślne z trzecim n(6), są jednokreślne między sobą, i 
wyznaczają na boku BC dwa podziały jednokreślne а, o! w któ- 
rych wierzchołek и szukanego trójkąta jest jednym z punktów 
podwójnych. 

Więc, aby rozwiązać zagadnienie, szukaj dwóch punktów któ- 
rych odpowiedne są w nieskończoności, to jest: nakreśl położenie 
punktu « na BC gdy promień py jest równoległy do BC, i poło- 
żenie punktu «' gdy promień m$ jest równoległy do BC; po czem, 
wyznacz punkta podwójne dwóch podziałów jednokreślnych (24); 
każdy z tych punktów będzie wierzchołkiem a trójkąta abc. 

Zagadnienie ma dwa rozwiązania. 


INWOLUCYA DWÓCH PODZIAŁÓW. 


OKREŚLENIE. — Mówi się że dwa podziały jednokreślne na linii 
prostej są w 1NWOLUGYI, gdy punkt a, uważany następnie jako nale- 
żący do każdego z podziałów, ma za odpowiedny w obydwóch ten 
sam punkt a. 


To określenie opiera się na następującem twierdzeniu. 


TWIERDZENIE XXVII. 


Gdy dwa podziały jednokreślne na linii prostej mają jeden 
punkt a którego odpowiednym w obydwóch podziałach jest ten sam 
punkt a', wtedy wszystkie inne punkta tych podziałów posiadają taką 
sama własność. 


Niech będą cztery punkta a, a', b, m pierwszego podziału i 


cztery odpowiedne a', a, b', т! drugiego, w których punkt a ma 
za odpowiedny w obydwóch podziałach punkt a'; powiedam że, 
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punkt m, uważany jako należący do drugiego podziału, ma za 
odpowiedny w pierwszym ten sam punkt m’. Albowiem, jedno- 
kreślność dwóch podziałów daje • 

ba ma ба та 


ТА = (айт! ‹ — |. Z рте: m o 
(aa'bm) = (a'ab'm') albo ba! ` та! b'a ma 


Owoż, ostatnie równanie można pisać 


ba m'a b'a! та 
tama, Wa' ma’ 
więc (aa'bm') == (a'ab'm). 


To dowodzi że punkt m pierwszego podziału, mający m! za od- 
powiedny w drugim, uważany jako należący do drugiego podziału 
ma za odpowiedny w pierwszym ten sam punkt m'. Więc dwa 
punkta odpowiedne jakiekolwiek m, m' należą zarazem do oby- 
dwóch podziałów, i są odpowiednemi nawzajem w obydwóch. 


WNIOSEK. — Ztąd wynika że, w dwóch podziałach w inwolucyi, 
dwa punkta w nieskończoności mają za odpowiedny ten sam 
punkt w obydwóch. 

Więc, aby dwa podziały jednokreślne na linii prostej były w in- 
wolucyi, trzeba i dość jest żeby punkta I i J', odpowiedne punktów 
w nieskończoności, schodziły się w jeden. 

Ten punkt w którym się jednoczą punkta IiJ', a który ozna- 
czymy przez O, nazywa się punktem środkowym inwolucyt. 


П. — Mając dane dwie linie proste podzielone jednokreślnie, mo- 
źna zawsze położyć jedną na drugiej tak żeby dwa podziały były 
w inwolucyt. 

Jakoż, niech będą a, a' dwa punkta odpowiedne jakiekolwiek; 
wiemy że można wyznaczyć dwa inne punkta odpowiedne m, m! 
dające odcinki am i a'm! równe (21, uw). Połóżmy więc drugą 
prostę na pierwszej tak żeby punkt m! padł na a i punkt a' na m. 
Wtedy dwa podziały będą w inwolucyi; bo punkt a, uważany 
jako należący następnie do każdego z dwóch podziałów, ma ten 
sam punkt a' za odpowiedny w obydwóch. 

To pokazuje że inwolucya jest tylko szczególnym przypadkiem 
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połóżenia dwóct podziałów jednokreślnych na linii prostej. 
PRZYKŁAD INWGUCYT. — Linia środków przecina dwa koła OR, O'R' 


w czterech punktech AiB, A' i B', które sa w inwolucyi ze środ- 
kami podobieństw: S, S'. 


Jakoż, 
SA В В R ; SA R SW R, 
SK Re 5 R SE RO SBE А? 
= SA SB R° SA SB В 
"9 SA SB К ӨР БА Re 
РР SA SB SA SB 
me SA! SB SB SA 


Owoż, ostatnie równanie można pisać 
SA „S'A _SB SB. 
SASJA БВ ББ!” 
więc (AA'SS') = (BB'S'S). 

To dowodzi najpierwej że dwa podziały AA'SS i BB'S'S na 
linii prostej за jednokreślne, a potem że punkt S należący do 
obydwóch ma w każdym ten sam punkt S' za odpowiedny; więc 
trzy dwojany punktów odpowiednych А, В, А’, В', S, S' są 
w inwolucyi. 

Aby równanie 

A.am „am! + B.am + C.am ++ D=0 
które wyraża jednokreślność dwóch podziałów na linii prostej 
odniesionych do punktu a, oznaczało że te podziały są w inwo- 
lucyi, trzeba żeby, zamieniając m na m', było 

A „am! „am + В.ат + С.ат+ D=0; 
więc (В — C)(am — ат") =6 
jakikolwiek jest dwojan m, m! punktów odpowiednych. Со wy- 
maga żeby B= C. | 

Ten warunek konieczny i dostateczny tnwolucyi dwóch podziałów, 
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można także otrzymać wyrażając że punkta I i J! schodzą się 
w jeden. 
Zatem mamy równanie 
A „am .am! + Blam + am') + D=0, 


które pokazuje że inwolucya dwóch podziałów wymaga dwóch 
warunków. 

Ztąd wnosimy że dwa dwojany punktów odpowiednych wyzna” 
czają dwa podziały w inwolucyi. 

I w samej rzeczy, jeśli trzy dwojany punktów odpowiednych 
(a, a'), (b, 0), (c, с") tworzą dwa podziały w inwolucyi, stosunki 
nieharmoniczne czterech punktów np. aa'be i czterech odpowie- 
dnych a'ab'c' są równe, to jest (аа' бе) = (a'ab'c'). NAWZAJEM, 
aby trzy dwojany punktów (a, a'), (b, b'), (c, с) na linii prostej 
tworzyły inwolucyę, dość jest żeby stosunek nieharmoniczny czterech 
punktów aa!'bc, należących do trzech dwojanów, był równy stosun- 
kowi nieharmonicznemu czterech odpowiednych aa'b'c'; albowiem, 
równanie (aa'bc) = (a'ab'c') pokazuje że dwa podziały ag'bci а/а! 
są jednokreślne i tworzą inwolucyę; a to równanie wyznacza 
punkt c' w funkcyi punktu е i dwóch dwojanów (a, a'), (b, 0). 


Szukajmy teraz punktu środkowego O inwolucyi. Ponieważ 
początek a odcinków jest dowolny, dla uproszczenia wykreśleń 
weźmy go w punkcie O, będziemy mieli 

А .От. Om! + B(Om + От) + D =0. 

Owoż, wiemy że w punkcie О jednoczą się punkta I i J'; jeśli 
więc przypuścimy że punkt m przystaje do О, będzie Om! = со ; 
zatem, dzieląc najpierwej równanie przez О’, i czyniąc potem 
Om! = со , Om = 0, otrzymamy В = 0. Tym sposobem powyż- 
sze równanie przywodzi się do 

A.Om.Om' -+ D = 0. 

А że dwojan m, m! jest jakikolwiek, zatem 


А .0a.0a' + D=0, 
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Symetrya tego równania, które można odrazu wywieśdź z ró- 
wnania (1) (tw. 21), dowodzi że punkt środkowy O inwolucyi, 
mający tę samą potęgę względem każdego dwojanu m, m' punk- 
tów odpowiednych, jest na osi pierwiastnej kół nakreślonych 
na dwóch którychkolwiek odcinkach aa', bd! ,... 

Więc, 1° Jeśli na odcinkach aa', bb', dwojanów punktów od- 
powiednych, nakreślimy koła przechodzące przez jeden punkt, 
wzięty zewnątrz podstawy ab, te koła będą miały drugi punkt 
spólny, i ich cięciwa spólna przetnie podstawę ab w punkcie 
środkowym О inwolucyi. 

2° Koła opisane na odcinkach аа’, bb', cc'.. inwolucyi jako śre- 
dnicach, mają tę samą oś pierwiastną, prostopadłą do podstawy. 

Te ostatnie twierdzenia dają łatwy sposób wyznaczenia punktu 
środkowego inwolucyi, gdy dwadwojany punktów odpowiednych 
są wiadome; i nawzajem, wyznaczenia jednego z dwóch punktów 
odpowiednych, gdy drugi punkt, jeden dwojan i punkt środkowy 
inwolucyi sa wiadome. 

Dwa podziały w inwolucyi, jako jednokreślne na linii prostej, 
mają dwa punkta podwójne e i /, rzeczywiste albo urojone, 
które są równo oddalone od punktu środkowego O. Aby je otrzy- 
mać, dość jest w równaniu Om . Om! = Оа. Оа’ zamiast mi m 
położyć e albo f; со daje 

oe == Оа. Оа = 0; 
ztąd Oe=4 М Oad i 07 = – Мба. ба, 

Te wartości за rzeczywiste albo urojone, według jak dwa 
punkta odpowiedne jakiekolwiek a, a' znajdują się oba z jednej 
strony punktu O albo z dwóch stron przeciwnych. 

Każdy punkt podwójny jest równowarty dwom punktom w in- 


wolucyi; to tłumaczy dlaczego dwa punkta podwójne e, / z je- 
dnym dwojanem (a, a’) wystarczają do wyznaczenia inwolucyi. 


Powyższe równanie pokazuje że kazdy dwojan (a, a') punktów 
odpowiednych dzieli harmonicznie odcinek ef punktów podwójnych 
inwolucyt (1); i NAWZAJEM, punkta podwójne e i f dzielą harmoni- 
cznie odcinek każdego dwojanu (a, a'); a gdy jeden z punktów po- 
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dwójnych zp. e jest w nieskończoności, drugi podwójny / jest 
środkiem wszystkich odcinków аа”, bb... 


Ztad wynika że 1° Jeśli punkta podwójne ei f sa rzeczywiste, 


ponieważ one dzielą harmonicznie wszelki odcinek аа”, bbr.., 
punkt środkowy O musi być zewnątrz każdego dwojanu (a, a') 
punktów odpowiednych; dlatego wtedy odcinki dwojanów nie 
mogą zakraczać na siebie, i są albo jeden w drugim јако aa’ i bł”, 
albo leżą z obydwóch stron punktu środkowego O jako aa' i се". 
Więc, mając dane dwa dwojany (a, a'), (b, 6), które tworzą dwa 
odcinki oa', bb' nie zakraczające na siebie, aby znaleźć punkta 
podwójne e i / inwolucyi, trzeba najpierwej wyznaczyć punkt 
środkowy О, sposobem już wiadomym ; potem, na jednym z da- 
nych odcinków jako średnicy, nakreślić koło i poprowadzić do 
niego z punktu O stycznę ОТ; nakoniec, ze środkaO i promieniem 
OT, nakreślić koło które przetnie podstawę inwolucyi w punk- 
tach podwójnych e i f. 


2° Jeśli punkta podwójne są urojone, wtedy, ponieważ wielo 


a > 
7 Н к о. ag 
| \ \ \ 
2 га 1 Ja: FE 
Е да | ] 
KORY 
AE / 
Z 


RU f МР — 


czyn 0a.0u' jest odjemny punkt, środkowy О znajduje się we- 
wnątrz każdego dwojanu (а, с) punktów odpowiednych, i dwa 
jakiekolwiek odcinki aa’, 007 tych dwojanów zakraczają na siebie. 
Zatem, koła nakreślone na odcinkach aa', bW,.. jako średnicach, 
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przecinają się w dwóch punktach S, S', symetrycznych względem 
podstawy inwolucyi ; z tych punktów S i 8! widać odcinki dwojanów 
aa', bb'... pod katem prostym. 


Nadto, Ge == Оа. ба: 08°; таа 0е = OSY —1. 

Pojmujemy łatwo że, 

NAWZAJEM, kat prosty obracający się około swego wierzchołka 
kreśli, na linii prostej jakiejkolwiek, dwa podziały w inwolucyi 
mające punkta podwójne urojone, i w których punkt środkowy jest 
rzutem wierzchołka kąta na tej linii. 


TWIERDZENIE XXVIII 


Punkta podwójne e i f dwóch podziałów jednokreślnych abc... 
a'bc'... na linii prostej tworzą inwolucyę z dwoma dwojanami 
punktów takich jako a, b', i b, а. 

Bo (abef) = (a'b'ej) albo  (abef) = (Раг). 

Owoż, ostatnia równość dowodzi że dwa podziały abef i b'a'fe 
są jednokreślne, i że punkt e ma w obydwóch ten sam odpowie- 
dny f; więc trzy dwojany (e, f), (a, b'), (b, a') tworzą inwolucyę. 


WNIOSEK. — To twierdzenie daje sposób wykreślenia punktów 
podwójnych w dwóch podziałach jednokreślnych na linii prostej, 


NA 2 


Na odcinkach ab', да’ nakreśl dwa koła przecinające się; ich oś 
pierwiastna spotka podstawę ab w punkcie O ; potem, z punk- 
tu O poprowadź do jednego z tych kół stycznę OT, i ze środka O 
promieniem OT, nakreśl koło które przetnie podstawę ab w punk- 
tach podwójnych e i /. Bo e i f są punktami podwójnemi inwo- 
lucyi trzech odcinków ef, ab', ba'. 


Jako zastosowanie tego co poprzedza, uważajmy dwa punkta 
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a, a', sprzężone harmoniczne dwóch punktów А, А’ wktórych li- 
nia prosta aa' przecina koło, i niech będzie Ośrodek cięciwy AA'; 
mamy OA = 0a.0a'. Tak samo dwojany b,b', ic,c' punktów 
sprzężonych z A і A' dają ОА? = Ob.Ob' — Oc.Oc. Zatem 
trzy dwojany punktów sprzężonych, wziętych na linii prostej, tworzą 
inwolueyę sześciu punktów których podwójnemi sa dwa punkta 
przecięć koła z linia prostą. 


РЕКІ W INWOLUCYIT. 


OKREŚLENIE. — Dwa peki jednokreślne, mające spólny środek, sa 
w inwolucyt gdy wyznaczaja na spólnej poprzecznej dwa podziaty 
w inwolucyt. 


Zatem, gdy dwa pęki są w inwolucyi, wszelki promień uwa- 
żany następnie jako należący do każdego z nich ma ten sam od- 
powiedny w obydwóch. 


I NAWZAJEM, dwa pęki jednokreślne, mające spólny środek, są 
w inwolucyi gdy jeden promień uważany następnie jako nale- 
żacy do każdego z nich ma ten sam odpowiedny w obydwóch. 


Dwa pęki w inwolacyi są wyznaczone przez dwa dwojany pro- 
mieni odpowiednych (25, wn). н 

Aby sześć promieni wychodzących z jednego punktu, і sprzę- 
żonych po dwa, tworzyły pęk w inwolucyi, trzeba i dość jest żeby 
cztery z tych promieni miały stosunek MiEDREM onie taki jaki 
ich sprzężone. 

Dwa pęki w inwolucyi mają zawsze dwa promienie podwójne, 
rzeczywiste albo urojone; promienie podwójne tworza pek harmoni- 
cznyz dwoma któremikolwiek promieniami odpowiednemi. Во te pęki 
wyznaczają na wszelkiej poprzecznej dwa punkta podwójne e, / 
inwolucyi które dzielą harmonicznie odcinek aa”. 


Kąt prosty, obracający się około swego wierzchołka, tworzy 
oczywiście dwa pęki w inwolucyi, mające promienie podwójne 
urojone. 
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"TWIERDZENIE XXIX. 


W dwóch pękach w inwolucyi jest zawsze jeden dwojan promien i 
odpowiednych prostokątnych. 


Niech bedaaia, bid, ci c' dwojany punktów inwolucyi 
eda , Jany, р 


którą dwa pęki w inwolucyi, mające wierzchołek S, wyznaczają 
na jakiejkolwiek poprzecznej аб. 

Wiemy że koła opisane па trójkątach Saa’, 50/7, Sce' przecinają 
się w drugim punkcie $', i cięciwa SS', spotyka poprzecznę ab 
w punkcie środkowym О inwolucyi. Jeśli więc na cięciwie 85' 
nakreślimy koło mające środek na poprzecznej ab, to ono prze- 
tnie poprzecznę w punktach n in' które będą dwoma odpowie- 
dnemi inwolucyi; albowiem On. On' = 05. 05' = Оа. 0a. 
Zatem, proste Sn, Sn' są dwoma promieniami odpowiednemi 
danych рекох S, i kąt nSn' jest prosty jako wpisany w półkole. 
Więc w dwóch pękach w inwolucyi jest zawsze jeden dwojan 
promieni odpowiednych prostokątnych. Ten dwojan jest jedyny, 
gdy dwa kąty a Sa', b 5/7 nie są proste. Jeśli przeciwnie, te dwa 
kąty są proste, punkta S iS są symetryczne względem poprze- 
cznej ab, i wszystkie koła nakreślone па cięciwie SS” mają środek 
na tej poprzecznej ; więc wtedy wszystkie dwojany promieni od- 
powiednych są prostokątne. W tym szczególnym przypadku pro- 
mienie podwójne są urojone. 
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TWIERDZENIE XXX. 


W czworoboku poprzeczna spotyka boki przeciwległe i obie prze- 
Кате w trzech dwojanach punktów w inwolucyt. 


Niech będzie czworobok ABCD; 
wszelka poprzeczna ac' spotyka boki 
przeciwległe i obie przekątne w punk- 
tach sprzężonych a ia’, b і b, сі е", 
które są w inwolucyi. Albowiem, dwa 
pęki (А. BDC’), (0. BAC), których 
promienie przechodzą przez te same 
punkta poprzecznej BD, sa jednokreślne ; zatem wyznaczają na 
poprzecznej ac' dwa podziały jednokreślne. Ztąd wynika 

(аст) = (рса! с!) albo (ach'e') = (a'c'bc). 


Owoż, ostatnie równanie pokazuje że punkt c ma ten sam 
punkt с' za odpowiedny w obydwóch podzialach ; więc trzy Od. 
cinki ай", bb', се! są w inwolucyi. 

UwaGA. — Jeśli w czworoboku zupełnym ABCDEF weźmiemy 
trzecią przekątnę EF za poprzecznę, wtedy wierzchołki Е i F bę- 
dą punktami podwójnemi inwolucyi i podziela harmonicznie od- 
cinek ec”. Co sprawdza twierdzenie już dowiedzione (10. wn.) 


"TWIERDZENIE XXXI. 


Sześć prostych ОА, OB, OC, OD, OE, OF, poprowadzonych z je- 
dnego punktu О płasczyzny czworoboku zupełnego ABCDEF do jego 
wierzchołków, tworzą pęk w inwolucyt. 


E ak oż, boki czworoboku OCED 
| jego przekątne wyznaczają na po- 


УА | 
„o | przecznej АЕ sześć punktów w in- 
; [ү к wolucyi ; więc pęk O. ABCDEF 
á WR 589 którego promienie przechodzą przez 
REZ + w > te punkta jest w inwolucyi. 
PRA yk 
0 WNIOSEK I. — Punkt O może się 


http://rcin.org.pl 


PEKI W INWOLUGYI. 413 
oddalić w nieskończoność ; Жай wynika że rzuty sześciu wierz- 
chołków czworoboku zupełnego na prostej jakiejkolwiek są w inwo- 
lucyt. 

Albo innemi słowy, równoległe poprowadzone przez sześć wierz- 
chołków czworoboku zupełnego tworzą pęk w inwolucyt, 

П. — Uważając trójkąt ABE przecięty poprzeczną DC, mamy 
twierdzenie : 

Sześć prostych, poprowadzonych z jednego punktu do trzech 
wierzcholków trójkąta i do punktów w których poprzeczna jakakol- 
wiek spotyka jego boki, tworzą pęk w inwolucyt. 


Jeśli poprzeczna DC oddala się w nieskończoność od punktu O, 
ale zostajerównoległą do swego kierunku, trzy proste OD, Об, OF 
stają się równoległemi odpowiednio do boków AE, BE, AB. Ztąd 
twierdzenie : 

Linie proste poprowadzone z jednego punktu do trzech wierzehoł - 
ków trójkąta, i trzy równoległe poprowadzone z tego punktu do 
trzech boków, tworzą pęk w inwolucyt, 


TWIERDZENIE XXXII (*). 


Gdy czworobok jest wpisany w koło, wszelka poprzeczna spotyka 
boki przeciwległe i koło w trzech dwojanach punktów w inwolucyt. 


4 Niech będzie czworobok 
4 kx ABCD wpisany w koło; po- 


| przeczna ab spotyka dwojany 

z 2) ч ) p boków przeciwległych w punk- 
NN m tach odpowiednych а i а, b 
М 2/0 і W',a koło w punktach e i f. Te 

sześć punktów są w inwolucyi. 


Jakoż, pęki (A.BeD/) i (C.BeD/), mające kąty odpowiedne 
równe albo społniające, są jednokreślne ; zatem wyznaczają na 
poprzecznej ab dwa podziały jednokreślne których e i f sg 
punktami podwójnemi, i mamy h 

(*) Twierdzenie znamienitego matematyka francuskiego Desargues z 170 wieku, 
który podał inwolucyę. 
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(aeb'f) = (bea'f) albo (aeb'f) = (a'fbe). 

Ostatnie równanie pokazuje że punkt e ma na ten sam odpo- 
wiedny fw obydwóch podziałach; więc trzy dwojany (а, a'), 
(b, 0), (e, f!) sa w inwolucyi. 

Zamiast czworoboku wypukłego ABCD można uważać czwo- 
robok krzyżowy ABDCA który jest także wpisany, i daje to samo 
twierdzenie. 

UWAGA. — Gdy sieczną ab staje się styczną do koła, dwa punkta e i f 
jednoczą się, i stanowia jeden z punktów podwójnych inwolucyi z dwoja- 
nami аі а, bi b. 

WNIOSEK. — Jeśli czworobok ABCD wpisany w koło odkształca 
się tak że trzy boki AB, BC, CD obracają się odpowiednio około 
trzech punktów a, 0, а' linii prostej ab, wtedy czwarty bok AD 
przechodzi przez punkt stały W” leżący па tej samej prostej ab. 
Bo, gdy pięć punktów a, a, e, f, b! inwolucyi są dane, szósty %' 
jest wyznaczony. 

И. — Jeden z boków czworoboku ABCD, np. CD, może stać 
się styczną koła w wierzchołku C. Ztąd twierdzenie : 

Poprzeczna spotyka boki trójkąta wpisanego w koło, stycznę koła 
w jednym z wierzchołków, i koło w sześciu punktach w inwolucyi. 


TWIERDZENIE XXXIII. 


Gdy czworobok jest opisany na kole, dwa dwojany linij prostych 
poprowadzonych z jednego punktu do wierzchotków przeciwległych, 
i dwie styczne poprowadzone z tego samego punktu do koła tworzą 
pęk w inwolucyt. 


7 Niech będzie czworobok 
ABCD opisany na kole, z punk- 


Эс Ж, tu О jego płasczyzny poprowa- 
NO RR dzono proste ОА, OB, ОС, OD 
А i styczne koła Ое i Of; te sześć 
linij prostych tworzą pęk w in- 
wolucyi. ` 

Jakoż, styczne AD i BC są 
podzielone jednokreślnie przez 
cztery styczne Ое, Be, CD, О/ 
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zatem dwa pęki (0. деру) i (0. ВеСу) są jednokreślne, i proste 
Ое i Of są ich promieniami podwójnemi. Ztąd wynika równość 
stosunków nieharmonicznych 


(Ae Df)=(BeCf) albo (Ae Df) = (Cf Be). 


Ostatnia równość pokazuje że promień Ое ma ten sam odpo: 
wiedny Of w dwóch pękach jednokreślnych, w których ОА i OC, 
OB i OD, Oei Of są dwojanami promieni odpowiednych ; więc te 
trzy dwojany są w inwolucyi. 

Twierdzenie stosuje sie do czworoboku krzyżowego BEDF który 
jest także opisany na kole ; w tym przypadku dwojany linij pros- 
tych OB i OD, OE i OF z dwojanami stycznych Ое i 0/ tworzą 
pęk w inwolucyi. 

UWAGA. — Gdy punkt O jest wzięty na okręgu na którym czworobok jest 
opisany, wtedy styczne Oe i Of przystają do siebie, i stanowią jeden z pro- 
mieni podwójnych реко inwolucyjnego z dwojanami ОА, OC i OB, OD. 


WNIOSEK, — Jeśli czworobok opisany na kole odkształca się 
tak że trzy jego wierzchołki, np. А, B, С posuwają się na trzech 
liniach prostych O A, ОВ, OC, przechodzących przez jeden punkt 0, 
wtedy czwarty wierzchołek D opisuje także linię prostą która 
przechodzi przez ten sam punkt О. Bo, gdy pięć promieni Ое, Of, 
ОА, OB, OC pęku w inwolucyi są dane, szósty promień OD jest 
wyznaczony. 


Zakończymy geometryę płaską rozwiązaniem trzech zagadnień 
sławnych w starożytności, do których Apollonius, jeden z naj- 
świetniejszych matematyków greckich, napisał, wedle świadectwa 
Pappusa, trzy dzieła zawierające 388 zadań. Niektóre tylko z tych 
zadań do nas doszły! Ich wielość nie powinna zadziwiać; albo- 
wiem starożytni, nie znając użycia znaków w geometryi, musieli 
z przypadków szczególnych iść stopniowo do ogólnych; a każde 
zagadnienie dawało im tyle różnych zagadnień, ile figura przed- 
stawiała częściowych położeń! Wyższość metod geometryi no- 
woczesnej zależy na tem właśnie że one zogólniają zadania, 
obejmując przypadki szczególne. 

ї 
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ZAGADNIENIE V. 


4 
Mając dane dwie proste AL, A'L’, przez punkt P dany na ich 
płasczyznie, poprowadzić poprzecznę któraby tworzyła na tych pros- 
tych, zaczynając od dwóch punktów stałych A i A', dwa odcinki Am, 
A'm’ będące w stosunku danym. 


J 5 з 

RZ > ЇР: 
ын. е HE fe ДЬ PSZ 
ў АИ а 4 


Niech będa dwa punkta m, m! zadość czyniące równaniu 
Am __ 
Am 

Widzimy zaraz że punkta m, m', uważane jako zmienne, wy- 
znaczają dwa podziały jednokreślne ; więc zagadnienie przywodzi 
się do pytania jak, przez dany punkt P, poprowadzić poprzecznę 
któraby spotykała dwie proste AL, A'L’ w dwóch punktach odpo- 
wiednych m, m' tych podziałów. 

Bierzemy tedy punkt dowolny a na prostej AL, i wyznaczamy 

; ‚* Аа 

odpowiedny a za pomocą równania FU baj à; ро czem, pro- 
wadzimy promień Pa! który spotyka AL w punkcie а. Ten punkt « 
z pierwszym a tworzą dwa podziały jednokreślne których punkta 
podwójne rozwiązują zagadnienie. 

Żeby znaleźć punkta podwójne, szukamy najpierwej punktów 
I, Ј'. Owoż, punkt I jest położeniem punktu zmiennego m gdy 
jego odpowiedny р jest w nieskończoności; dość więc poprowa- 
dzić przez punkt P równoległę PI do AL, która przetnie А’ 
w punkcie 1”, i wziąć AI=2.A'F. Punkt J’, który jest położeniem 
punktu „gdy jego odpowiedny m jest w nieskończoności, wy- 
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znaczy się odrazu, prowadząc tylko równoległę РЈ’ do АЛ; 
bo A'm = со daje Am = со. Niech będzie О środek odcinka IJ’; 
dla znalezienia punktu O”, trzeba wziąć А’ Q' = \ ААО, i popro- 
wadzić prostę Ро’ która przetnie AL w punkcie O. 

Jeśli teraz, z obydwóch stron punktu О, weźmiemy punkta 
ei f wyznaczone równaniem 


ое = 0f = V 000 
linie proste Pe, Pf rozwiążą zagadnienie, to jest przetną prostę 
А' w punktach e', f które zadość uczynią równaniu 
Ы Ае _ i Af 
A'e А7 jc 


Jeśli znaki odcinków Am, A'm' nie są dane, zagadnienie ma 
cztery rozwiązania. 


A. 


ZAGADNIENIE VI. 


Mając dane dwie linie proste AL, A'L' na których są punkta 
stałe A, A', poprowadzić, przez punkt dany P, poprzecznę któraby 
wyznaczyła na tych prostych odcinki Am, Am! tworzące wieloczyn 
danej wartości k. т 


Niech będą dwa punkta m, m! zadość czyniące równaniu 
Am. Am = k. 


Te punkta, uważane jako zmienne, wyznaczają dwa podziały 
jednokreślne; chodzi więc o to jak poprowadzić, przez punkt P, 
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linię prostą któraby przechodziła przez dwa punkta odpowiedne 
tych podziałów. 


118 KSIEGA PIĄTA. 


Owoż, jeśli na prostej AL weźmiemy punkt dowolny m, ró- 
'wnanie Am.A'm'=k_ da punkt m, a prosta Pm! wyznaczy na 
AL punkt u; zatem punkta m, р będą tworzyły na linii Aa dwa 
podziały аа, których punkta podwójne rozwiążą zaga- 
dnienie. 
3 Aby znaleźć punkta podwójne, uważajmy że prosta PA”, od- 
powiedająca odcinkowi A'm = 0, daje zaraz punkt J’; następnie 
prosta PI równoległa do AL przecina AL’ w punkcie I, i @ 
wnanie АІ. АЛ = k wyznacza punkt1. Ро czem, jeśli weźmiemy 
środek O odcinka 1Ј' i wyznaczymy punkt Q' za pomocą równa- 
równania AO0.A'Q'=k, prosta PQ! przetnie AL w punkcie О”. 
Nakoniec, biorąc z obydwóch stron punktu O * 
t Ое — 07 =V 0J'.00', 
otrzymujemy puukta podwójne, i proste Pe, Pf rozwiązują zaga- 
dnienie, które, jeśli znak odcinków Am, A'm’ nie jest wskazany, 
ma cztery rozwiązania. e 
ZAGADNIENIE VIL. 


Majac dane cztery punkta na linii prostej, wyznaczyć na tej limi 
piaty punkt taki, żeby wieloczyn jego odległości od dwóch z tych: 
punktów byt do wieloczynu odległości od dwóch innych w stosunku 
danym А. 


Oznaczając przez a, a', b, b! cztery dane punkta, trzeba znaleźć 
punkt m taki żeby było a 
amam 
бт.Ёт + ê 
Widać z samego równania że mogą być dwa punkta zadość 
czyniące zadanemu warunkowi. Teorya inwolucyi jeszcze dobi- 
tniej to pokazuje. Jakoż, jeśli punkt m został wyznaczony, punkt 
m! z punktem m i z dwojanami а, а, b, b tworzy inwolucyę 
która zadość czyni danemu warunkowi; albowiem równanie: 
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+ 
ma m'a та ma 


ще ТЖ AX TYT К » реб, жы сфе. рове 
(abmm') = (wb'm'm) daje mó” mb KUCH 


. 
kad am.am ат'.ат! w апат 
2 р» ЕЕЕ WERE TAK 2с == А. 
ы bm.bbm  bm'.b'm' Ж Ы бш! „bm 9 
BE P М .  am.a'm b 
Uważajmy teraz że zadane równanie =) można 
bm .b'm è 
pisać: 
am bm | * 
* bm ‘ат? 


Ten kształt zaraz pokazuje że punkta szukane są punktami po- 
dwójnemi dwóch podziałów jednokreślnych, wyznaczonych ró- 
wnaniem 


am ) bm 
Ө т am! 
J = 
w którem a i b są punktami pierwszego podziału, a zaś bri a? ich 
` odpowiednemi w drugim. * 
Żeby wyznaczyć: punkta podwójne, szukamy punktów I i J.. 
Owoż, przypuszczając m w nieskończoności, mamy, | = 45 


; Tapt 4. CZ r 

a przypuszczając m w nieskończoności, mamy także pi = А 
Po czem, nazywając О środek odcinka IJ', znajdziemy O! za 
pomocą równania 

Оа, 00 

0 'a0' 

Więc, biorąc (22.) 
Om = — Om! =V 0777007, 

otrzymamy punkta podwójne które rozwiążą zagadnienie. 

To zagadnienie nie zawsze jest możebne. Jeśli odcinki аа’, bb! 
zakraczają jeden na drugi, punkta m, m” są rzeczywiste; ale, jeśli 
środek О odcinka IJ” pada między punkta e i f które, jako wia- 
domo, dzielą harmonicznie odcinki аа", bb', w tym jedynym 
przypadku punkta m, m’ są urojone. 
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Możnaby jeszcze szukać wartości macimum albo minimum sto- 
sunku A; ale w tej rzeczy odsyłamy czytelnika do znamienitego 
dzieła Р. Castes « Traité de Géométrie supérieure », z którego 
powyższe rozwiązania trzech zagadnień AroLLONIUSA wyjęte zo- 
stały. Zakres tej księgi, która ma na celu dać tylko wiedzę me- 
tod geometryi nowoczesnej, nie pozwala rozciągać się dalej. 


ZADANIA GEOMETRYI PŁASKIEJ. 


633. — Oznaczając przez 5 liczbę wielokątów (ścian) tworzących figurę 
płaską, przez W liczbę wierzchołków, przez K liczbę boków (krawędzi), jest 
zawsze związek 

5+W=K+-1. p 

634. — W czworoboku wpisanym w koło, jeśli jedna przekątna jest cię- 
ciwą zetknięć stycznych koła które wychodzą z punktu leżącego na drugiej, 
wieloczyny boków przeciwległych są równe. 

635. — Mając dany Ка! prosty A wpisany w półkole BAC, z punktu jakie- 
gokolwiek D średnicy wyprowadzono prostopadłę DE która spotyka okrąg 
i ramiona AC, AB, przedłużone jeśli trzeba, wpunktach E, F, G ; dowieśdź 
że DE =DF.DG. 

636. — Cztery linie proste na jednej płasczyznie, brane po trzy, tworzą 
cztery trójkąty, w każdym z nich jest punkt spotkania trzech wysokości ; 
dowieśdź że te cztery punkta są w linii prostej. 

637. — To samo założenie ; dowieśdź że koła opisane na tych czterech 
trójkątach maja punkt spólny. 

638. — Gdy trzy kąty mają spólną cięciwę, wtedy, brane po dwa, mają 
trzy inne cięciwy spólne ; dowieśdź że te trzy cięciwy przecinają się w je- 
dnym punkcie. 

689. — Mając dane koło i linię prostą MN, znaleźć punkt taki żeby, pro- 


wadząc przez niego poprzecznę, i, z punktów A, B, w których przecina 
ы A 

1 
koło, spuszczając prostopadle AC, i BD na MN, summa б + ВБ 


była stała. 
640, — Przez wierzchołek A trójkąta АВС poprowadzić linię prostą tak, 
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żeby prostopadłe, spuszczone na nią z wierzchołków В i С, tworzyły dwa 
trójkąty prostokątne АВВ’, ACC’ równowarte. 

641. — Jeśli trzy boki trójkata są w postępni arytmetycznej, nazywając 
a i c boki największy i najmniejszy, R i r promienie kół opisanego i wpi- 


sanego ; dowieśdź że 
6Rr =ac. 


642. — Oznaczając przez a, b, с trzy boki trójkąta, przez Az, BŚ, Cy 


trzy dwójsieczne katów ; dowieśdź że ` 
в a?b?c? 
АВ. Ca, By = =, 
8. бе. В EOF CFA) 


643. — W wójkacie АВС poprowadzono dwójsiecznę kąta A i wysokość 
odpowiedającą AF ; z wierzchołków B i С spuszczono na tę dwójsiecznę 
prostopadłę BD i CE. Dowieśdź że koło, przechodzące przez trzy punkta 
D, E, F, przechodzi przez środek podstawy BC, i że powierzchnia trójkąta 
ABC jest równowarta prostokatowi ВО. АЕ albo СЕ. Ар. 


644. — Na okręgu, na którym są dane dwa punkta A i B, znaleźć trzeci 
punkt C taki, żeby odległości AB i AC oznaczone przez « i y zadość czyniły 
jednemu ze trzech równań 

x-y m 
323% == 05 абд н: ЫЕ ЫК 
а? +4 у?=а?, Фу = 0%, ре: 
linie a, b, т, n są wiadome. 


645. — Przez punkt A okręgu O poprowadzono dwie sieczne Аві АС, 
па AB wzięto zewnątrz odcinek AD = AC, апа АС, wzięto także zewnątrz 
odcinek ЛЕ = AB, i polączono DE; dowieśdź że AO jest prostopadłe 
do DE. 


646. Znaleźć wewnątrz czworoboku ABCD punkt P taki żeby, łącząc go * 
ze czterema wierzchołkami, podzielono ten czworobok w cztery części ró- 
wnowarte. 


647. — Jest dane koło ОА wewnątrz koła O'A’; z punktu wziętego na 
linii środków wyprowadzono prostopadłę która spotyka oba okręgi tych kół 
w punktach M, W. Dowieśdź że na linii środków istnieje dwa punkta С, D 
które zadość czynią równaniom. ] 


би 60. рм ро 
cuż 00 рм? DO 


648. — Dane są dwa koła spółśrodkowe. Poprowadzono dwa promienie 
OA'A i ОВ'В pod katem prostym ; z punktów A i В kola większego spusz- 
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czono, na średnicę MN, prostopadłe AC i BD, a na te ostatnie spuszczono 
z punktów А’ i B’ koła mniejszego odpowiedające prostopadłe A'E i ЬЕ; 
połaczono OE i OF. Jak trzeba poprowadzić promienie prostokątne OA i OB 
żeby kat EOF był największy możebny ? 

649. — Sa dane dwa koła niestyczne O, 0'; przez punkt M koła O 
i przez każdy ze środków podobieństwa 5, S', poprowadzono linię prostą, te 
dwie proste spotykaja okrąg О/ w czterech punktach a, b, а, b’. Dowieśdź 
że dwa z tych punktów leża na średnicy koła О”, а dwa inne na linii prostej 
która przechodzi przez punkt stały, niezależny od położenia punktu M na 
okręgu O. 

650. — Na płasczyznie koła są dane dwie równoległe ; z punktu M jednej 
poprowadzono dwie styczne koła, wyznaczające na drugiej odcinek którego 
środek N połączono z punktem M. Dowieśdź że wszystkie proste MN, od- 
powiedające różnym punktom M, schodzą się w jednym punkcie. 

651. — Mając dany okrąg i linię prostą z położenia i z wielkości, znaleźć 
na tym okręgu punkta z których widać tę prostę pod katem największym 
albo najmniejszym możebnym. 

652. — Mając dane trzy odcinki AB, BC, CD na linii prostej, znaleźć 
punkt z którego je widać pod tym samym katem. 


653. — Mając dany okrąg, poprowadzono dwie cięciwy prostokątne 
AC, BC; z punktu D wziętego na АС spuszczono prostopadłę na średnicę 
AB, ta prostopadła spotyka BC w punkcie E ; połączono AE i BD. Dowieśdź 
że te dwie proste spotykają się na okręgu. 

654. — Mając dane dwa koła О, O'; z punktu « drugiego kola poprowa- 
dzono do środków podobieństwa 5, 5' linie proste które przecinają pierwsze 

- koło w punktach ai æ, рі 6; dowieśdź że: 4° prosta aß przechodzi przez 
środek О; 2° prosta ab przecina linię środków w punkcie stałym, 

654. — Summa algebryczna prostopadłych spuszczonych z wierzchołków 
wielokąta foremnego na prostę przechodzącą przez jego środek jest zero, 
jakiekolwiek ta prosta ma położenie. 

655. — Przez dwa punkta dane na okręgu poprowadzić dwie cięciwy 
równoległe których summa równa się danej długości. 

656. — Znaleźć miejsce środka kół które przecinają dwa dane kola pod 
katami równemi. 

657. — Mając dane dwa koła, znaleźć miejsce punktu zetknięcia dwóch 
kół stycznych między sobą i stycznych do dwóch pierwszych. 
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658. — Mając dane dwa koła przecinające się, przez jeden z punktów 

m 

przecięcia poprowadzono siecznę której podzielono długość w stosunku гу 
Znaleźć miejsce punktu podziału. 


659. — Koło obraca się około jednego ze swych punktów, w każdem po- 
łożeniu poprowadzono do niego stycznę równoległą do danej prostej ; jakie 
jest miejsce punktów zetknięć ? 


660. — Są dane koło O i dwa punkta A, В na kierunku średnicy БАО; 
połączono jakikolwiek punki M okręgu, z punktomi A i B, liniami prostemi 
MA, MB które przecinają okrągw punktach A’ iB’; po czem, poprowadzono 
średnicę В'ОС, i połączono CA’. Dowieśdź że prosta СА" przecina ВАО 
w punkcie stałym. 


661. — Przez punki płasczyzny dwóch kół, poprowadzić linię prostą tak 
żeby, spuszczając na nia prostopadłe ze środków obydwóch kół, części tych 
prostopadłych zawarte między okręgami i tą prostą były równe. Dyskutować., 


662. — Mając dlane trzy okręgi, znaleźć na jednym z nich punkt taki, 
żeby wyprowadzome z niego styczne do dwóch pozostałych okręgów były 
równe, А 

663. — Mając diane dwa okręgi i punkt na ich płasczyznie, poprowadzić 
przez ten punkt siecznę do każdego z tych okręgów, tak żeby cztery styczne 
przechodzące przez punkta przecięć schodziły się w jednym punkcie. 


664. — Znaleźć miejsce środków kół które przecinają jedno koło w pun- 
ktach średnicowo przeciwległych a drugie prostokątnie. 


665. — Podziel średnicę AB koła na n równych części; z punktów A i 
B jako środków, promieniem AB, nakreśl dwa łuki kół które się przetną 
w C. Przez © i przez drugi podział, licząc od A, poprowadź linię prostą 
która, przedłużona, spotka okrąg w D. Łuk AD będzie, z małą różnica, nta 
częścią okręgu, (Dokładnie jeśli n równe 2, 8, 4, б). 

666. — Dwa koła równe są styczne między sobą, і każde styczne do 
jednego z ramion kata prostego; jakie miejsce opisuje ich punkt zetknięcia ? 


667. — Mając dane koło O styczne do linii prostej, znaleźć na okręgu O 
punkt taki, żeby summa jego odległości od punktu zetknięcia i od stycznej 
była równa danej linii. 


668. — Mając dane dwa okręgi styczne w punkcie С, przez ten punki 
poprowadzono średnicę ACB i dwie cięciwy CE, CF (jedną w Кахет kole), 


http://rcin.org.pl 


124 KSIEGA PIATA. cj 
m 
będące w stosunku =; połączono АЕ i BF. Znaleźć miejsce punktu prze- 


cięcia M linij prostychfĄE, BF. 

669. — Przez punkt A, dany zewnątrz linii prostej MN, poprowadzono do 
tej linii dwie proste prostokątne AB i AC, na których wzięto punkta Di E 
tak żeby było AB. AD=AC.AE; uczyniono to samo na dwóch i 
liniach prostokątnych АВ’, AC’. Ро czem połączono DE, D'E’, Dowie е 
dwie ostatnie proste przecinają się w punkcie stałym О, 


670. — Na linii prostej wzięto trzy punkta A, В, С; przez A i С popro- 
wadzono jakikolwiek okrąg, i połączono trzeci punkt B ze środkiem K łuku 
AMC, linia prostą która przecina drugi łuk w punkcie M. Znaleźć miejsce 
punktu M. 

671. — Mając dane trzy punkta A, B, C, poprowadzić przez A i B okrag 
taki, żeby styczne poprowadzono do niego z trzeciego punktu С czyniły 
kat dany. 

672. — Przez punkt P dany na płasczyznie koła O, poprowadzono siecznę 
PAB, i przez skrajności cięciwy AB poprowadzono styczne koła AM, BM. 
Znaleźć miejsce punktu przecięcia M tych stycznych. 


673. — Dana jest średnica AB w okręgu O; cięciwa DE posuwa się 
równolegle do siebie samej, i w każdem jej położeniu połączono DA, EB. 
Znaleźć miejsce punktów przecięć M tych dwóch prostych DA, EB. 


674. — Mając dany okrąg i punkt P, przez ten pnnkt poprowadzono dwie 
sieczne PAA’ і PBB’ które przecinają okrąg w punktach A i A’, Bi B'; 
potem, opisano okrąg na każdym z trójkątów РАВ, PA/B/. Te dwa okręgi, 
mające punkt P spólny, przecinają się w drugim punkcie M. Znaleźć miej- 
sce punktu M gdy jedna z siecznych zostaje stała a druga się zmienia. 

675. — Dane są dwa punkta C i C’ na kierunku średnicy BB’ koła O, któ- 
rego promień zmienia się ciągle ; z punktu © poprowadzono stycznę CA 
i połączono druga skrajność A” średnicy AA” z punktem C’. Znaleźć miejsce 
punktów przecięć M siecznej A/C! ze styczną AC. 


676. — W trójkącie prostokątnym ABC, z wierzchołka kąta prostego A 
spuszczono prostopadłę AD na przeciwprostokątnę ВС, ze spodka D prosto- 
padłę DE na bok AB, ze spodka E prostopadłę EF na BC, ze spodka F pros- 
Іорайіе FG na AB, i tak dalej. Dowieśdź że trójkąty ADE, DEF, EFG,... 
tworzą postępnię geometryczną, i wyrachować summę wszystkich po- 
wierzchni, 
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677. — To samo założenie ; dowieśdź że summa prostopadłych 
AD -+ DE +... ma siędo boku AB w stosunku АВ -- ВС do AC. 

678. — W trójkącie ABC poprowadzić siecznę DE równoległą do pod- 
stawy BC, tak żeby summa kwadratów z linii DE i z odcinków BD, CD była 
równa danemu kwadratowi m2. 

.— W trójkącie ABC, poprowadzono trzy poprzeczne Aa, Bb, Сс 
spotykające się w jednym punkcie, i przez spodki a, b, c tych poprzecznych 
poprowadzono koło które przecina boki w punktach a', b”, c'; dowieśdź że 
poprzeczne Aa’, Bb”, Се’ spotykają się także w jednym punkcie. 

680. — Mając dane koło i trójkąt, znaleźć na okręgu tego koła punkt taki, 
żeby summa kwadratów z jego odległości od trzech wierzchołków trójkąta 
była równa danemu kwadratowi. 

681. — W punkcie przecięcia A dwóch kół umieszczono wierzchołek kala 
którego ramiona przecinają te dwa koła w punktach В і C; dopełniono ró- 
wnoległoboku BACM. Jakie miejsce opisuje punkt M gdy kat A obraca się 
około swego wierzchołka ? 

682, — Oznaczając przez А’, В’, ©! środki boków trójkata, i biorąc jaki- 
kolwiek punkt M na jego płasczyznie, dowieśdź że 

= . RZY a 2 „zał , 7 = , 2 , — 
AM + BM OM = МА” +- MB” МС” +$ (AB -BC -+ СА”). 

683. — Oznaczając przez a”, b', с' trzy wysokości trójkąta, przez a, f, ч 

odległości punktu M jego płasczyzny od trzech boków, dowieśdź że 


a. В & 

а! + b! M AE 
jakiekolwiek jest położenie punktu M, byle dano przyzwoite znaki ilościom 
а, В, т. 

Wywieśdź ztąd promienie kół wpisanego і zawpisanych ; punkt spotkania 
trzech wysokości trójkata ; etc. 

684. — Zbudować trójkąt, znając bok, wysokość mu odpowiedającą 
i summę dwóch innych boków. 

685. — Zbudować trójkąt, znając bok, wysokość mu odpowiedającą i róż- 
пісе dwóch innych boków. 

686. — Zbudować trójkąt, znajac wysokość, i różnicę między każdym 
z dwóch boków przy podstawie i odcinkiem przyległym który ta wysokość 
wyznacza na podstawie. 

687. — Zbudować trójkąt, znając kąt, jego dwójsiecznę, i ośrodkowę boku 
przeciwległego, 
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688. — Zbudować trójkąt, znając jego katy i odległości trzech wierzchol- 
ków od jednego punktu płasczyzny. 

689. — Zbudować trójkąt równy danemu i mający wierzchołki na trzech 
okręgach danych. 


690. — Zbudować trójkąt, znając stosunek dwóch boków, wysokość i 
ośrodkowę odpowiedającą trzeciemu bokowi. 


691. — Między wszystkiemi trójkatami prostokatnemi równej przeciw- 
prostokątnej, znaleźć taki w którymby summa jednego boku i jego rzutu 
na przeciwprostokątnej była maximum albo minimum. 


692, — Przez wierzchołki trójkąta, poprowadzono linie proste czyniące 
z bokami kąty których dwójsieczne są równoległe do danego kierunku ; do- 
wieśdź że te proste schodzą się w jednym punkcie, 


693. — Znaleźć miejsce punktów takich żeby, spuszczajac z każdego 
z nich prostopadłe na boki trójkata, powierzchnia trójkątów mających za 
wierzchołki trzy spodki prostopadłych była stała. 


694. — W trójkącie АВС podstawa ВС jest stała, i summa AB -+ AC jest 
także stała ; z wierzchołka © wyprowadzono prostopadłę CM do boku AC, 
i poprowadzono dwójsiecznę AM spełnienia kata ВАС, Znaleźć miejsce 


punktu przecięcia M tych dwóch prostych. 4 


695. — W trójkącie ABG podstawa ВС jest stała, i różnica boków AB i 
АС jest także stała ; znaleźć miejsce punktu przecięć dwójsiecznej AN kata 
ВАС z prostopadłą CN do boku AC. 


696. — W trójkącie poprowadzono poprzecznę, i połączono każdy wierz- 
chołek ze środkiem odcinka tej poprzecznej zawartego w kącie otlpowieda- 
_ jacym. Dowieśdź że trzy proste tak wyznaczone przecinają boki we trzech 
punktach w linii prostej. 
697. — Połączono punkt M z trzema wierzchołkami trójkata АВС, i przez 
M poprowadzono prostopadłe do MA, MB, MG; dowieśdź że trzy punkta, 
w których te prostopadłe spotykają boki BC, AC, AB, są w linii prostej. 


698. — Mając dany punkt P na dwójsiecznej kąta, wzięto ten punkt za 
wierzchołek kąta który się obraca około swego wierzchołka. Znaleźć miejsce 
rzutu punktu P na cięciwie którą ramiona kąta ruchomego wyznaczają 
w danym kącie. 

699. — Mając dany trójkąt i punkt na jednym boku, wpisać trójkąt po- 
dobny innemu danemu i mający ten punkt za wierzchołek. 

700. — Z punktu M wziętego na okręgu opisanym na trójkącie, spuszczono 
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na boki trzy prostopadłe które je spotykaja w punktach P, Q, R; dowieśdź 
że linia prosta POR jest równo oddalona od punkta M i od punktu spotka- 
nia trzech wysokości trójkąta. 


701. — Jeśli trzy boki trójkąta obracają się około trzech punktów stałych 
w linii prostej, a dwa wierzchołki pomykają się każdy na jednej z dwóch linij 
prostych także stałych ; wtedy trzeci wierzchołek opisuje linię prostą. 

702. — Albo ogólnie, jeśli boki wielokąta obracają się każdy około jednego 
z punktów leżących na linii prostej, a wszystkie wierzchołki, oprócz jednego, 
posuwają się na liniach prostych także stałych ; wtedy ostatni wierzchołek 
opisuje linię prostą; i tak samo każdy punkt spotkania dwóch boków nie- 
przyległych opisuje linię prostą. 

708. — Jeśli trzy wierzchołki trójkąta posuwają się każdy po jednej ze 
trzech linij prostych stałych, spotykających się w jednym punkcie, a zaś dwa 
boki obracają się każdy około jednego z dwóch punktów stałych ; wtedy 
trzeci bok przechodzi przez punkt stały w linii prostej z dwoma pierwszemi 
punktami, z 


704. — Albo ogólnie, Jeśli wierzchołki wielokąta posuwają się każdy po 
jednej z linij prostych stałych, spotykających się w jednym punkcie, a 
wszystkie boki, oprócz jednego, obracają się każdy około jednego z punktów 
stałych na linii prostej; wtedy ostatni bok przechodzi przez punkt stały 
leżący na tej prostej, i to się stosuje do każdej przekątnej. 


705. — Do koła wpisanego w trójkąt ABC poprowadzono jakąkolwiek 
stycznę be, która spotyka boki AB i AG w punktach c i b, Jakie jest miejsce 
punktu przecięcia linij prostych Bb i Се? 


706. — Dana jest podstawa BC trójkąta АВС i summa dwóch boków 
przyległych AB -- АС; poprowadzono dwójsiecznę kata A, i z wierzchołka 
B spuszczono na nią prostopadłę BM. Znaleźć miejsce punktu M. 


707. W trójkącie ABG podobnym innemu danemu wierzchołek B jest 
stały, а wierzchołek С znajduje się na linii prostej albo na okręgu: jakie 
miejsce opisuje wierzehołek A ? 


708. — Mając dany trójkąt ABC, przez punkt D dany na boku BC, popro- 
wadzono poprzecznę ЕРЕ, i na trójkątach DBE, РСЕ opisano koła które się 
przecinają w drugim punkcie M. Jakie miejsce opisuje punkt M gdy po- 
przeczna EDF zmienia położenie ? 


709. — W trójkącie АВС bok BC zostaje stały z wielkości i z położenia, 
a zaś kąt A zmienia położenie. Znaleźć następujące miejsca : 
1 Miejsce punktów przecięć trzech wysokości; 2° miejsce środków cięż- 


http://rcin.org.pl 


428 KSIEGA PIĄTA. 
kości; 3° miejsce środków kół opisanych; 4° miejsce środków kół wpisa- 
nych ; 5° miejsce środków kół zawpisanych. 

710. — W trójkącie ABC, kat A zostaje stały, bok przeciwległy BG zmie- 
nia się, ale tak żeby obwód trójkąta był stały; poprowadzono dwójsiecznę 
kata zewnętrznego В і spuszczono na nią prostopadłę CM z wierzchołka С. 
Znaleźć miejsce punktów M. 

711. — Dwa boki AB i AG trójkąta mają długości dane, na trzecim BC 
wzięto punkt M który go dzieli w stosunku danym, gdy bok AB zostaje stały 
z położenia a bok AG obraca się około punktu A, jakie miejsce opisuje 
punkt M? 

712. — Znaleźć miejsce wierzchołków С, C’, C”... trójkątów które sa po- 
dobne danemu trójkatowi, i mają wierzchołek A w punkcie danym a wierz- 
chołek B na danej prostej albo na danym okręgu. 

718. — W trójkącie prostokątnym АВС spuszczono prostopadłę AD na 
przeciwprostokątnę, i zrzutowano jej spodek D na bokach AB i AC Каа 
prostego w punktach E i F. Oznaczając przeciwprostokątnę przez а, wyso- 
kość AD przez p, odcinek BE przez m, odcinek СЕ przez n, dowieśdź że * 


Sy dE. ү ДОМЕ 
1°, рз = атп; 9°, т? т? + Зра? ; 8°, У т + V= ve. 


714. — Mając dane trzy punkta А, В, С, nie w linii prostej, znaleźć miej- 
sce punktów D takich żeby summa kwadratów DA” + DB" = DC” równała 
się danemu kwadratowi /2, 

715. — Mając dane trzy boki trójkąta prostokątnego, wyrachować pro- 
mienie kół stycznych wewnątrz i zewnątrz, i dowieśdź że jeden z tych 
promieni jest równy summie trzech tnnych. 

716. — Mając dane dwie linie proste XX’, ҮҮ! które się przecinają 
w punkcie O, poprowadzić przez dany punkt Р poprzecznę tak żeby wyzna- 
czyła trójkat OAB mający powierzchnię daną. 

717. — Jest dany kąt XOY, i punkt A na ramieniu OY; wyznaczyć 


na ramieniu ОХ dwa punkta M i N takie, żeby stosunek = równał się 


danemu a kąt MAN był maximum. 


718. — Przez dwa punkta A i B poprowadzono dwie równolegle AV, BV 
w strony przeciwne, wzięto punki G na AV i połączono AB. Poprowadzić 
przez © poprzecznę СХҮ tak żeby summa trójkątów ACX, BXY była mi- 
nimum. 
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719. — Przez wierzchołki A, B, С trójkąta poprowadzono równoległe do 
boków przeciwległych, te linie tworzą trójkąt A/B'C/ (w którym A’ jest na 
przeciw BC). Dowieśdź że koło dziewięciu punktów trójkąta АВС, dotyka 
kół dziewięciu punktów trójkatów A/BC, В'СА, C'AB, we środku bo- 
ków ВС, СА, AB. ` 

720. — W czworoboku opisanym na kole, linia łącząca środki dwóch 
przekątnych przechodzi przez środek koła. (Twierdzenie NEWTONA, stosuje 
się do linij stożkowych). 

Nawzajem, czworobok jest opisalny na kole, gdy linia łącząca środki 
dwóch przekątnych przechodzi przez punkt w którym się spotykają dwój- 
sieczne dwóch katów przeciwległych. 

721. — W trójkącie opisanym na kole, linia łącząca środek boku ze środ- 
kiem odległości punktu zetknięcia tego boku od wierzchołka przeciwległego 
przechodzi przez środek koła. (Twierdzenie GERGONNE, stosuje się do linij 
stożkowych.) 

722. — Jeśli dwa czworoboki są wpisane w koło, a trzy boki jednego spo- 
tykają odpowiednio trzy boki drugiego we trzech punktach na linii prostej, 
wtedy czwarte boki tych czworoboków przecinają się na tej prostej. 

728. — Jeśli dwa czworoboki są opisane na kole, a linie proste, łączące 
odpowiednio trzy wierzchołki jednego z wierzchołkami dragiego, spotykają 
się w jednym punkcie ; wtedy prosta przechodząca przez dwa inne wierz- 
chołki przechodzi przez ten sam punkt spotkania, 

724, — W czworoboku ABCD, wzięto dowolnie punkt M na boku ABi 
punkt N na boku przeciwległym DC ; potem, poprowadzono proste AN i DM 
które się przecinają w punkcie P, i proste BW i CN które się przecinają 
w punkcie Q; dowieśdź że prosta PQ przechodzi przez punkt stały. 


725. — Koło, nakreślone na odległości środków dwóch kół jako średnicy, 
przechodzi przez wierzchołki czworoboku opisanego na tych dwóch kołach. 

726. — Czworobok jest wpisany w koło, jego przekątne są pod kątem 
prostym i przechodzą przez punkt stały К; jakie miejsce opisują środki 
boków tego czworoboku ? 

727. — Wpisać w półokrag trapez którego obwód jest dany. 

728. — Wpisać w koło trapez, znając powierzchnię i jeden kąt. 

729. — W równoległoboku ABCD poprowadzono dwie poprzeczne EF і 
GH równoległe do boków, i połączono EG, FH. Znaleźć miejsce spotkań 
tych prostych. 
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780. — W dane koło wpisać czworobok którego są wiadome trzy prze- 


ае. ° 
кале. 4 


» 

734.—W czworoboku, ABCD opisanym na kole, którego dotyka w punk- 

tach E, F, G, H, połączono środek koła O z punktem przecięcia K linij 

prostych EH i FG; dowieśdź że prosta KO jest бт. | do przekątnej АС, 

782. — Znałeźć miejsce punktów z których widać рой katem prostym 
przekątne czworoboku wypuklego opisanego na kole. 


738. — Czworobok podzielono na dwa inne sieczną jakąkolwiek ; do- 
wieśdź: że punkta przecięć przekątnych trzech czworoboków ѕа w lini 
prostej, ў 

784, — Trzy koła, opisane na trzech MAE. czworoboku zupełnego 
jako średnicach, przecinają prostokątnie koło opisane na trójkącie utworzo- 
nym przez te trzy przekątne. 

735. — w czworoboku ABCD są dane trzy boki AB, BC, Ср i przekątna 
AC ; znaleźć: 1° miejsce czwartego wierzchołka D ; 2° miejsce środka prze- 
kątnej BD ; 3° miejsce środka linii łączącej środki dwóch przekątnych. 

786. — W czworoboku wpisalnym ABCD poprowadzono przekątne 
AG і BD. Uważając trójkąty CAB, DAB,i ACD, BCD, mające na podstawy 
dwa boki przeciwległe ; dowieśdź że punkta spotkania trzech wysokości, 
w każdym z tych trójkątów, są wierzchołkami czworoboku którego boki są 
równe bokom pierwszego i do nich równoległe. 

787. — Mając dany wielokąt, z punktu jakiegokolwiek jego płasczyzny 
jako środka, nakreślono w tę samą stronę łuki kół równej liczby stopni 
wychodzące z wierzchołków tego wielokąta. Dowieśdź że drugie skrajności 
tych łuków są wierzchołkami drugiego wielokąta równego pierwszemu. 


788. — Mając dany sześciokąt foremny ABCDEF, przez jego środek po- 
prowadzono siecznę która spotyka AG i AEwGiH; połączono BG, FH; 
znaleźć miejsce punktu spotkania prostych BG i FH. н 

789. — Dany jest ukośnik ABCD ; przez wierzchołek С poprowadzono 
jakąkolwiek prostę która przecina boki AB, AD w punktach E, F; połą- 
czono ВЕ, DE. Znaleźć miejsce przecięć M tych dwóch prostych. 


740. — Dowieśdź 1° że wszelki równoległobok opisany na kole jest 
ukośnikiem. 29 Znaleźć minimum jego obwodu i jego powierzchni. 3° Jeśli 
połączono cztery punkta zetknięć, utworzy się prostokąt ; znaleźć maximum 
jego powierzchni i jego obwodu. 4* Pokazać że, jakikolwiek jest ukośnik, 
wieloczyn jego powierzchni przez powierzchnię prostokąta jest ilością stałą: 
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7141. — Mając dane dwa koła, poprowadzić siecznę równoległa do danego 
kierunku, tak żeby summa cięciw przejętych temi okręgami była maximum. 
742. — Między wszystkiemi odcinkami koła, mającemi dana powierzchnię 
i daną cięciwę, znaleźć taki którego łuk jest najmniejszy możebny. 
743. — Przez punkt wzięty na okręgu poprowadzono trzy okręgi, i, na 
s trzech аваже фо średnicach, opisano okręgi ; dowieśdź że ostatnie trzy 
okręgi przecinają się we trzech punktach w linii prostej. 


741. — Miejsce geometryczne środków kół które widać z dwóch punktów 
danych pod kątami danemi. 


745. — Mając dane pięć linij prostych które, przecinając się po dwie, 
tworzą pięć czworoboków zupełnych, połączono е przekątnych 
każdego z nich. Dowieśdź ze te pięć linij prostych tak otrzymane schodzą 
się w jednym punkcie. 


Ф 
716. — Mając dane koło, linię prostą i punkt na tej prostej, poprowadzić 
koło styczne do danej prostej w punkcie danym, i któreby przecinało dane 
koło pod katem danym. 


747.— Jest dane koło i punkt P wewnątrz, a cięciwę AB widać z punktu P 
pod katem stałym. Znaleźć : 1° miejsce środka cięciwy AB ; 2° miejsce rzutu 
punktu Р na cięciwiie AB. 


748. — Mając dame koło O i punkt A na jego płasczyznie, poprowadzono 
do jakiegokolwiek promienia OB stycznę BT, i wzięto punkt jej przecięcia M 
z parabola, która ma punkt А za ognisko, promień ОВ za kierownicę. Zna- 
leźć miejsce punkta M. 


749. — W ellipsie cięciwę AB widać z ogniska Е pod kątem stałym ; do- 
wieśdź że ta cięciwa jest styczną do innej ellipsy która ma to samo ognisko F 
* i kierownicę odpowiedającą pierwszej. (Użyć biegunowej wzajemnej.) 

750. — W poprzedzającem zagadnieniu poprowadzono styczne do ellipsy 
na skrajnościach A i B cięciwy; znaleść miejsce punkta spotkania tych 
stycznych, 

754. — Dwie ellipsy danej wielkości maja spólne ognisko, jedna z nich 
zostaje stała a druga obraca się około tego ogniska. Znależć miejsce punktu 
spotkania M stycznych spólnych. 

— Mając dany kąt АОВ, przez punkt P foprowadzono sieczne które 
przecinają ramiona OA і ОВ w punktach ai a/,bib/,cie/, ; ро czem, 
posunięto ramię ОА na jego kierunku pewną długością, taka że punkta 
w, b’, с, wzięły położenie a”, b”, c/,... Połączono ab", ba" ; ac", ca" s. ; 
powieśdź że punkta skrzyżowań są na jednej linii prostej, 
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753. — Mając dane dwa trójkąty sprzężone względem koła (lo jest, takie 
w których wierzchołek jednego trójkąta jest bieganem boku w drugim 
trójkącie), dowieśdź że linie proste łączące wierzchołki odpowiedające s spo- 
tykaja się w jednym punkcie. , 

754. — Znaleźć punkt który ma tę samą biegunowę względem dwóch kół. 

755. — Dowieśdź że istnieje dwa punkta których bieganowemi, wzglę- 
dem układu kół mających tę samą oś pierwiasiną, są dwie proste stałe. 

756. — Znaleźć miejsce punktów zetknięć stycznych, które są poprowa- 
dzone z jednego punktu osi pierwiastnćj danego układu kół do tychże kół. 

757. — Gdy czworobok jest wpisany w koło, biegunowe jakiegokolwiek 
punktu płasczyzny, względne do koła i do dwóch katów utworzonych przez 
dwa dwojany boków przeciwległych, spotykają się w jednym punkcie. 

758. — W czworoboku, biegunowe jednego punktu płasczyzny względne 
do trzech katów utworzonych, jeden przez dwa boki przeciwległe, drugi 
przez inne dwa boki przeciwległe, a trzeci przez dwie przekątne, spotykają 
się w jednym punkcie. 

759. — Gdy punkta zetknięć boków trójkąta opisanego na kole są wierz- 
chołkami trójkata wpisanego, wtedy boki przeciwległe tych trójkątów spo- 
tykają się na biegunowej punktu w którym się przecinają linie łączące ich 
wierzchołki przeciwległć. 

760 — Gdy puukta zetknięć czworoboku opisanego na kole są wierzchoł - 
kami czworoboku wpisanego, wtedy : 

1° Cztery przekątne tych czworoboków przecinają się w jednym punkcie 5; 

9° Dwa boki przeciwległe jednego czworoboku i jedna przekatna drugiego 
spotykają się w punkcie leżącym na biegunowej punktu 5 

3° Cztery proste łączące punkt 5 z punktami przecięć boków przeciwle- 
głych tworzą pęk harmoniczny. 

761. — Cztery punkta a, b, с, d na linii prostej, jakiekolwiek są ich po- 
łożenia względne, wyznaczają sześć odcinków które daja równanie 

ab . cd + ac . db + аа. be. 


762. — Cztery punkta w linii prostej mają stosunek nieharmoniczniy 
równy stosunkowi nieharmonicznemu ich biegunowych względem koła. 

I nawzajem, stosunek nieharmoniczny czterech linij prostych przecho- 
dzących przez jeden punkt jest równy stosunkowi nieharmonicznemu ich 
biegunów względem koła. 

763. — Stosunek nieharmoniczny czterech punktów okręgu jest rówmy 
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stosunkowi wieloczynów boków przeciwległych czworoboku wpisanego, 
który ma te punkta za wierzchołki. 


764. — Przez dany punkt poprowadzić koło któreby miało daną prostę za 
oś pierwiastną z danem kołem. 


765. — Biegunowe czterech punktów harmonicznych tworzą pęk harmo- 
moniczny ; # nawzajem. 


766. — Punkt B jest jakikolwiek na płasczyznie dwóch kół, В’ jest 


punktem przecięcia dwóch biegunowych punktu B względem tych kół 
(Bi В’ nazywają się punktami wzajemnemi), Dowieśdź że oś pierwiastna 
tych dwóch kół przechodzi przez środek prostej BB’. 


767. — Bieguny osi pierwiastnej dwóch kół, względne do tych kół, dzielą 
harmonicznie odległość ich środków podobieństwa. 


768. — Gdy koła mają spólną oś pierwiastną, wtedy biegunowe jakiego- 
kolwiek punktu ich płasczyzny, względne do tych kół, przecinają się w je- 
dnym punkcie. 


769. — Gdy trzy koła maja spólna oś pierwiastną, a z punktu wziętego na 
jednem z nich poprowadzono stycznę do każdego z dwóch innych i połą- 
czono oba punkta zetknięć linia prostą, te dwa koła przejmują na tej prostej 
dwie cięciwy które sœ w stosunku stałym 


770. — Jeśli z jedmego punktu osi pierwiastnej dwóch kół poprowadzono 
stycznę do każdego z dwóch innych kół, spółśrodkowych z pierwszemi, 
różnica kwadratów z tych stycznych jest stała. 


774. — W ргорогсуі harmonicznej aba'b/, sprzężony harmoniczny środka 
odcinka bb! względem a i a! przystaje do sprzężonego harmonicznego środka 
odcinka аа’ względem b i 07; ten punkt jest punktem środkowym inwolucyi 
wyznaczonej przez dwa dwojany а, a', i b, b, 


772. — Gdy trzy koła, mające środki na linii prostej, przecinają prosto- 
kątnie dane koło, prostopadła spuszczona ze środka koła danego na tę prostę 
jest spólną osią pierwiastną tych trzech kół. 

778. — Znaleźć miejsce punktów takich, żeby bieganowe każdego z nich 
względem trzech kół danych spotykały się w jednym punkcie. 


774. — Jeśli, w czworoboku zupełnym, poprowadzono poprzecznę która 
spotyka jego trzy przekątne, i wzięto na każdej z tych przekątnych punkt 
który, z poprzeczną, dzieli ја harmonicznie, trzy punkta tak wyznaczone 
będą w linii prostej. 

775. — Biegunowe jednego punktu względem trzech katów trójkąta spo- 
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tykaja boki przeciwległe tym katom we trzech punktach w linii prostej. 
Co się staje z twierdzeniem gdy punkt dany jest w nieskończoności ? 
776. — Przez punkt wzięty na osi pierwiastnej dwóch kół, i przez bie- 

guny tej osi względne do tych samych kół, poprowadzono dwie poprzeczne ; 

dowieśdź że linia łącząca punkta w których poprzeczne przecinają koła 

przechodzi przez jeden ze środków podobieństwa. 


777. — Mając dane dwa okręgi, jeśli z punktu wziętego na jednym z nich 
poprowadzono stycznę do drugiego, i prostopadłę do osi pierwiastnej, kwa- 
draty ze ‘stycznej i z prostopadłej będą w stosunku stałym. 

778. — Mając dane dwa okręgi, i punkt A na jednym a punkt B na dru- 
gim; znaleźć na osi pierwiastnej tych okręgów, punkt C taki, żeby linia 
prosta DE, łącząca punkta р і Е w których sieczne СА i CB przecinają 
okręgi, była prostopadła do osi pierwiastnej. i 

< „ 

779. — Mając dane na linii prostej trzy m... aal, Ы», сс!, których 

środki są а, 6, y, i punkt m jakikolwiek, dowieśdź że funkcya 
та. та! .By + mb „mb! , ya -+ me . me! , aß 
ma zawsze tę samą wartość, jakiekolwiek punkt m bierze położenie. 


780. — Mając dane dwa punkta niezmienne A i B, wzięto na kierunku AB 
jakikolwiek punkt M, i z niego jako środka, nakreślono okrąg promienia R ; 
ten promień jest wyznaczony równaniem К .АВ = л. АМ + А. ВМ 
w którem hi k są dwie długości dane. Dowieśdź że wszystkie koła tak 
nakreślone, odpowiedające różnym punktom M linii AB, są styczne do 
dwóch linii prostych stałych. 

781. — Mając dane na linii prostej dwa dwojany odcinków aa’, bb/ 
i AA’, ВВ’, znaleźć odcinek сс’ któryby był w inwolucyi z każdym z tych 
dwojanów. 

782. — Mając dany punkt środkowy inwolucyi, jeden dwojan punktów 
odpowiednych i środek odcinka drugiego dwojanu, wyznaczyć ten dwojan 
punktów. 


= 788. — Jeśli ze trzech punktów na linii prostej poprowadzono trzy 
dwojany stycznych do koła, te styczne wyznaczą na każdej linii stycznej 
sześć punktów w inwolucyi. 

784, — Jeśli z jednego punktu poprowadzono trzy sieczne koła, linie 
proste łączące sześć punktów przecięć z jednym punktem okręgu, tworzą 
pęk w inwolucyi. 1 nawzajem. 


785. — Mając dane dwa podziały jednokreślne na dwóch liniach pros- 
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tych, znaleźć dwa odcinki odpowiedne które widać z dwóch punktów da- 
nych pod katami danemi. 


786. — Mając dane dwie proste podzielone jednokreślnie, znaleźć miejsce 
punktów takich, żeby promienie poprowadzone z każdego 2 nich do punk- 
tów podziałów tworzyły dwa pęki w inwolucyi. 


787. — Mając dane dwa pęki jednokreślne, nie mające spólnego środka, 
i punkt, poprowadzić przez ten punkt linię prostą tak żeby te dwa pęki 
wyznaczały na niej dwa podziały w inwolucyi. 

788. Gdy dwojany punktów a,a', b,b', c,c! są sprzężone względem koła, 
dwa pęki czterech linij prostych utworzone, łącząc każdy z punktów a,a' ze 
czterema innemi 0,07, c,c', są jednokreślne. 


789. — Jeśli wierzchołki dwóch trójkatów АВО, A/B/C są dwojanami. 


punktów sprzężonych Ж koła, dwa boki, np. АВ, A'B}, są podzie- 
lone jednokreślnie przez cztery inne. m 


790. — Mając dane dwa pęki jednokreślne niespółśrodkowe, można 
zawsze je przeciąć jedną poprzeczną wedle dwóch podziałów w inwolucyi. 
Wszystkie poprzeczne dopełniające tego warunku przęchodzą przez ten sam 


punkt. РА 


791. — Trzy dwojany punktów leżących na linii prostej i sprzężonych 
względem koła, tworzą inwolucyę sześciu punktów, w której punktami 
podwójnemi są dwa punkta przecięć (rzeczywiste albo urojone) tej. prostej 
z kołem. 


792, — Jeśli trzy kąty, opisane па kole, mają wierzchołki na linii prostej, 
ramiona tych katów spotykają każdą stycznę koła w sześciu punktach w in- 
wolucyi. 


798. — Trzy dwojany linii prostych przechodzących przez jeden punkt 
i sprzężonych względem koła tworzą pęk inwolucyjny, w którym promienia- 
mi podwójnemi są styczne do koła poprowadzone przez ten punkt. 

794. — W dwóch pękach w inwolucyi istnieje zawsze jeden dwojan, 
i tylko jeden, promieni odpowiednych równo nachylonych na promień dany. 
Ale, jeśli w dwóch pękach inwolucyjnych, jest dwa dwojany promieni * 
odpowiednych równo nachylonych na jeden promień, wtedy ten promień 
jest dwójsieczną katów wszystkich innych dwojanów. 

795. — Dane są dwa punkta stałe a, b, i linia prosta Ш, Na LL wzięto 
dwa punkta jakiekolwiek m, n, i połączono am, an, bm, bn; te proste 
przecinają się w punktach o, о”. Dowieśdź że prosta oo! przecina prostę ab 
w punkcie stałym. 
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796. — Mając dane dwie proste AL, A'L? i punkt P па ich płasczyznie, 
poprowadzić [przez P dwie poprzeczne któreby przejmowały na danych 
prostych dwa odcinki długości danych i p. 

797. — Mając dane dwa koła, wpisane w jeden czworobok którego boki 
przecinają oś pierwiastną w czterech punktach ; dowieśdź że można wpisać 
w drugie koło nieskończoną liczbę czworoboków którychby boki przecho- 
dziły przez te same cztery punkta. 

798. — Niech będą «, 6, y środki boków BC, СА, AB trójkąta АВС, O śro- 
dek koła opisanego. Poprowadzono Ох, 08, Oy i przedłużono te linie aż 
do A’, В’, С’, tak żeby było 

ОА' =202, OB'=20f, OC'== 204. 
Dowieśdź że koło dziewięciu punktów trójkąta ABC przechodzi przez punkta 
przecięć, rzeczywiste albo urojone, okręgu opisanego z okręgiem sprzężo- 
nym każdego ze czterech trójkątów OB/C/, OC/A”, OA/B/, A/B/C/, 

799. — Mając dane dwie linie proste L, L’ umieścić między niemi cię- 
ciwę аа! tak, żeby ją było widać z dwóch punktów danych Р, Р”, pod 
kątami danemi 0, 0. 

Uważać przypadki szczególne : np. gdy jeden z katów jest zero, albo gdy 
dwie dane proste przystają do siebie. 

800. — Jest dany wielokąt mający n boków, i są dane n punktów na jego 
płasczyznie ; wpisać w ten wielokąt inny wielokąt któregoby boki przecho- 
dziły każdy przez jeden z n punktów danych. 

801. — Mając dane trzy punkta m, n, p i dwie linie proste L, L’ ; popro- 
wadzić przez te trzy punkta boki trójkąta ABC któregoby wierzchołki A, B, 
znajdowały się na danych prostych L, 17, a kąt C rownał się kątowi da- 
nemu. 

802. — Promień światy wychodzi z punktu stałego i odbija się następnie 
od kilku linij prostych ; wyznaczyć jaki kierunek powinien wziąć promień 
początkowy aby ostatni promień odbity przecinał go pod danym katem. 


KONIEC GEOMETRYI PŁASKIEJ. 


Paryż, — Drukarnia E, MARTINET, ulica Mignon, 2. 
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GEOMETRYA PRZESTRZENI * 


KSIEGA SZÓSTA 


PŁASCZYZNY. 


Wiemy już że płłasczyzna nazywa się taka powierzchnia do 
której przystaje całkiiem wszelka linia prosta jak tylko ma z nią 
dwa punkta spólne. 


"TWIERDZENIE І. 


Przez trzy punkta A, В, С, nie w linii prostej, można zawsze 
poprowadzić płasczyznę, ale tylko jedną. 


Jakoż, można zawsze wyobrazić linię prostą przechodzącą 
przez dwa punkta A i B, i przez nią 


poprowadzić jakakolwiek płasczyznę ; a 

N _M potem, obracając tę płasczyznę około 

= prostej AB, można oczywiście otrzymać 
F с___. położenie w którem dotyka punktu С. 


Istnieje więc płasczyzna przechodząca 

przez trzy dane punkta A, B, C. 
Ta płasczyzna jest jedyna. Albowiem, niech będzie,jeśli można, 
M jeden z punktów drugiej płasczyzny przechodzącej przez te 


(*) Geometryę przestrzeni nazywano dawniej SOLIDOMETRYĄ ; niewłaściwie, bo 
solidometrya (mierzenie brył) jest małą tylko częścią geometryi przestrzeni. 
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same trzy punkta A, В, С, Przez punkt M, i przez punkt D wzięty 
na prostej AB, poprowadźmy linię prostą MD która spotka 
prostę AC w punkcie E różnym od D. Owoż; prosta MED, ma- 
jaca dwa punkta Di E spólne z obydwiema płasczyznami, leży 
cała na obydwóch ; zatem wszelki punkt M drugiej płasczyzny 
należy do pierwszej, i temsamem druga płasczyzna nie jest różna 
od pierwszej. 

Więc, przez trzy punkta nie leżące w linii prostej można zawsze 
poprowadzić jedną płasczyznę, i tylko jedną. To wszystko razem 
wyraża się treściwie mówiąc : 

Trzy punkta nie w linii prostej WYZNACZAJĄ płasczyznę. 


WNIOSEK I. — Ztąd wynika że : Linia prosta i punkt leżący 
zewnątrz wyznaczają płasczyznę. 


Dwie proste przecinające się wyznaczają płasczyznę, 


П. — Dwie proste równoległe wyznaczają płasczyznę. Bo dwie 
równoległe leżą na tej samej płasczyznie ; a przez jedną z nich 
i przez punkt wzięty na drugiej, jedną tylko płasczyznę popro- 
wadzić można. 

UWAGA. — Z tego co poprzedza łatwo wnosimy że: 

Miejscem położeń po sobie idących linii prostej, która przechodzi przez 
punkt stały i opiera się na drugiej prostej, jest płasczyzna wyznaczona przez 


ten punkt i tę prostę. 

Miejscem położeń po sobie idących linii prostej, która zostaje równoległa 
do siebie samej i spotyka daną prostę, jest płasczyzna wyznaczona przez tę 
prostę i przez jedno z położeń prostej ruchomej. 


"TWIERDZENIE Il. 


Przecięcie się dwóch płasczyzn jest linią prostą. 


Bo, gdyby trzy punkta przecięcia dwóch płasczyzn nie były 
w linii prostej, te dwie płasczyzny, przechodzące prez takie trzy 
punkta, nie byłyby oddzielne. 

WNIOSEK. — Przecięcie się trzech płasczyzn jest punktem, w któ- 
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rym przecięcie dwóch pierwszych płasczyzn spotyka trzecią płas- 
czyznę. 

Płasczyzna jest powierzchnią nieograniczoną; ale, dla utkwie- 
nia myśli, przedstawia się zwykle płasczyzny ograniczone równo- 
ległobokami ; jako pokazują figury poniżej, 


LINIE PROSTE I PŁASCZYZNY PROSTOPADŁE. + 


OKREŚLENIE 1. — Mówi się że linia prosta jest prostopadła do 
płasczyzny, gdy jest prostopadła do wszystkich prostych które 
przechodzą przez jej spodek na tej płasczyznie. Nawzajem, 
płasczyzna jest wtedy prostopadła do tej prostej. 

Nazywa się pochyłą do płasczyzny wszelka prosta która, spo- 
tykając tę płasczyznę, nie jest do niej prostopadła. 


"TWIERDZENIE II, 


Jeśli linia prosta PO jest prostopadła do dwóch prostych ОА, OB, 
przechodzących przez jej spodek na płasczyznie MN, to jest 
prostopadła do tej płasrzyzny. 


А, Jakoż, przez spodek О prostopadłej ОР 
ух poprowadźmy, na płasczyznie MN, jaką- 
kolwiek prostę OC i poprzecznę ACB ; po 
czem, przedłużmy OP długością ОР’ = ОР, 
i połączmy punkta Р, Р' z punktami 
k, 0, B: 


Owoż, prosta АО jest prostopadła we środku prostej PP', zatem 
pochyłe AP, AP' są równe; dla tej samej przyczyny pochyłe BP, ВР, 
sa równe. Więc dwa trójkąty ABP, АВР”, mające trzy boki odpo- 
wiednio równe, przystają do siebie, a temsamem proste GP, СР! 
przystają także i są równe. Ztąd wynika że w trójkącie równo- 
ramiennym CPP' prosta GO jest prostopadła do podstawy РР’. 
Więc linia PO, prostopadła do wszelkiej prostej OC przechodzącej 
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przez jej spodek na płasczyznie MN, jest prostopadła do tej 
płasczyzny. 

Nawzajem, wszystkie prostopadłe OA, OB, OC...... wyprowadzone 
z jednego punktu prostej OP, leża na jednej płasczyznie, prosto- 
padłej do tej linii. 

Jakoż, prosta OP, jako prostopadła do OA i OB, jest prostopadła 
do płasczyzny AOB; zatem jeśli przez OP i ОС poprowadzimy 
płasezyznę POC, jej przecięcie z płasczyzną АОВ będzie prosto- 
padłe do OP. Owoż, prosta ОС leżąca na płasczyznie POC jest 
właśnie prostopadła do OP; więc prosta OC jest przecięciem 
tych dwóch płasczyzn, to jest leży na płasczyznie AOB która 
jest prostopadła do OP. 

Ztąd wnosimy że 

Płasczyzna prostopadła do linii prostej jest miejscem geome- 
trycznem prostopadłych do tej linii przez jeden jej punkt przecho- 
dzących. 


TWIERDZENIE IV. 


Przez punkt dany A można zawsze poprowadzić płasczyznę prosto- 
padłą do linii prostej BC, ale tylko jedną. 


4° Jeśli punkt A jest dany na prostej BC, wyobraźmy dwie 
różne płasczyzny przechodzące prez tę linię, ina nich popro- 
wadźmy przez punkt A proste AD i AE prostopadłe do BC; 
płasczyzna DAE będzie prostopadła do prostej BC w punkcie A. 

Ta płasczyzna DAE jest jedyna, jako miejsce prostopadłych 
wyprowadzonych z jednego punktu A prostej ВС (3. wz.) 
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2* Przypuśćmy punkt A dany zewnątrz prostej BC. Na płas- 
czyznie ABC, spuśćmy z punktu A prostopadłę AD na BC, i ze 
spodka D wyprowadźmy, na innej płasczyznie przechodzącej 
przez ВС, prostopadłę DE do ВС; płasczyzna ADE będzie oczy- 
wiście prostopadła do danej prostej BC. 

Ta płasczyzna jest jedyna; bo płasczyzna przechodząca przez 
punkt A i prostopadła do prostej BC, zawierając prostopadłę AD 
do BC, musi przechodzić przez punkt D; owoż przez punkt D 
prostej BC jedną tylko płasczyznę prostopadłę do tej linii popro- 
wadzić można (19). 


TWIERDZENIE V. 


Przez punkt dany A można zawsze poprowadzić prostopadłe do 
płasczyzny MN, ale tylko jedną. 

1° Jakoż, niech będzie punkt A dany 
na płasczyznie MN. Można zawsze, na 
tej płasczyznie i przez ten punkt, po- 
prowadzić jakąkolwiek prostę BC, i 
w punkcie A wystawić na prostej ВС 
płasczyznę prostopadłą DL która prze- 
tnie płasczyznę MN wedle prostej DE. 
Jeśli więc na płasczyznie DL wyprowa- 
dzimy z punktu A prostopadłę AP 
do DE, ta prosta AP, jako prostopadła do dwóch prostych DE 
i BC leżących na płasczyznie MN, będzie prostopadła do tej 
płasczyzny. 

Nadto, z punktu A nie można wyprowadzić drugiej prosto- 
padłej do płasczyzny MN; bo wszelka prosta przechodząca przez 
punkt A, ale różna od AP,albo leży na płasczyznie DL a więc 
nie jest prostopadła do DE, albo leży zewnątrz płasczyzny DL 
a więc nie jest prostopadła do ВС. 


2° Jeśli punkt A jest dany zewnątrz płasczyzny MN, można 
zawsze, na tej płasczyznie, wziąć jakąkolwiek prostę BC, i popro- 
wadzić do niej przez punkt A płasczyznę prostopadłą DL która 
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przecina BG w punkcie O i płasczyznę MN wedle prostej DE ; 
potem na płasczyznie DL spuścić 
z punktu A prostopadłę AP na 
DE; ta prosta AP będzie prosto- 
padła do płasczyzny MN. Jakoż, 
przedłużmy prostę AP długością 
РА’ = РА, i połączmy BA, ВА’, 
ОА, OA'. Ponieważ pochyłe ОА, 
OA' są równe, dwa trójkąty pros- 
tokatne OBA, OBA', mające katy 
proste BOA,BOA' zawarte między 
bokami równemi każdy każdemu, 
są równe; zatem ВА = ВА'. Со dowodzi że prosta AP jest 
prostopadła do PB. Więc prosta AP, prostopadła do dwóch 
prostych PD i PB leżących na płasczyznie MN, jest prostopadła 
do tej płasczyzny. 

Żadna inna prosta przechodząca przez punkt A, jako AB, różna 
od AP, nie może być prostopadła do płasczyzny MN; bo w trój- 
kącie ABP bok AP jest prostopadły do BP, więc prosta AB jest 
pochyłą do BP a temsamem pochyłą do płasczyzny MN. 


* 


TWIERDZENIE VI. 


Jeśli z punktu A, wziętego zewnątrz płasczyzny MN, spuszczono 
na tę płasczyznę prostopadłę AB i pochyłe AC, AD, AE,... wtedy 


А. 1° Prostopadła АВ jest krótsza od 
wszelkiej pochyłej АС. 
M 2° Dwie pochyłe AC, AD, równo odda- 


\ 
PENA SAN 
/ Ае i lone od spodka prostopadtej, sa równe. 
hl £ D | 30 Z dwóch pochyłych AC, AF, ta jest 
N T krótsza która się mniej oddala od spodka 
prostop dłej. 


I NAWZAJEM. 
Co do 1° W trójkącie ABC kąt B jest prosty ; więc AB < AC. 
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9° Ponieważ z założenia ВС = BD, trójkąty prostokątne АВС, 
ABD są równe. Więc pochyłe AC, AD są równe. 

30 Jeśli BC < BF, na prostej BF weźmy BE = BC; będzie 
pochyła AE = АС (29). A że pochyłe AE, AF i prostopadła AB 
leżą na jednej płasczyznie, mamy AE < AF; więc АС < AF. 

Wzajemnice są oczywiste. 

WNIOSEK. — Ztąd wynika że miejscem spodków, pochyłych ró- 
wnych poprowadzonych z jednego punktu do płasczyzny, jen okrag 
mający za środek spodek prostopadłej spuszczonej z tego punktu na 
płasczyznę. 


OKREŚLENIE IL. — ODLEGŁOŚCIĄ punktu od płasczyzny Jest PROSTO- 
PADŁA spuszczona z tego punktu na płasczyznę, jako najkrótsza droga. 


II. — Nazywa się osią koła prostopadła do płasczyzny tego 
koła przechodząca przez jego środek. 

Więc, na mocy tego co poprzedza, oś koła jest miejscem punktów 
równo oddalonych od jego okręgu. 


UWAGA. — Można praktycznie spuścić prostopadłę na płasczyznę. Za 
pomocą nici wytężonej, której jeden kraniec jest utkwiony w danym punk- 
cie A a drugi zaopatrzony ołówkiem, oznacz na płasczyznie trzy punkta C, 
D, E. Środek koła przez te punkta przechodzącego będzie spodkiem prosto- 
padłej szukanej. 


TWIERDZENIE VII. 


Jeśli ze spodka В prostopadłej АВ do płasczyzny MN spuścimy 
prostopadłę ВС na proste DE tej płasczyzny, wszelka prosta АС 
łącząca spodek С drugiej prostopadłej z jakimkolwiek punktem A 
pierwszej będzie prostopadła do DE. 


Jakoż, weźmy СЕ = CD, i połączmy AD, 
AE, BD, BE, Pochyłe BD i BE, równo od- 
dalone od spodka prostopadłej BC, są ró- 
wne; zatem pochyłe AD i AE są równe (6). 
Więc prosta AC, mająca dwa punkta Ai С 
równo oddalone od skrajności D i E pros- 
tej DE, jest do niej prostopadła, 
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UWAGA. — To zadanie znane pod nazwiskiem twierdzenia trzech pros- 
topadłych, pokazuje że prosta DE jest prostopadła do płasczyzny ABC, i 
temsamem prostopadła do wszelkiej prostej АС leżącej na tej płasczyznie. 

Dobrze jest uważać że dwie proste jako AB i DE, nie leżące na jednej 
płasczyznie, mają spólną prostopadłę BQ która jest ich najkrótszą odle- 
głością. Wszelka albowiem inna prosta AD, łącząca punkta A i D tych 
dwóch prostych, jest większa od AC a tem bardziej większa od BG. To zara- 
zem dowodzi że w przestrzeni mogą być dwie proste AB i DE, prostopadłe 
do treug BC, a nie być równoległe, ani się spotykać. 


TWIERDZENIE ҮШ. 


Płasczyzna prostopadła we środku linii prostej jest miejscem geo- 
metrycznem punktów równo oddalonych od obydwóch skrajności 
tej linii. 

M— 1° Jakoż, niech będzie K punkt płasczyzny MN 

фе; R. prostopadłej we środku С prostej AB. Połącz- 
A- | [> my KA, KB, KC. Będzie pochyła KA = KB. 


2° Uważajmy punkt I poza płasczyzną MN, 
i niech będzie K punkt jej przecięcia z prostą АІ. Mamy wido- 
cznie IB < IA. 


KĄTY DWÓJŚCIENNE, ICH MIARA. 


OKREŚLENIE IV. — Dwie płasczyzny wychodzące z jednej lini 
А„ и prostej tworzą figurę która się nazywa 
“ур | katem dwójściennym jako DABE. 
Te płasczyzny АС, AE nazywają się 
. а ścianami, а prosta spólna AB krawędzią 
с Каа dwójściennego. 

Kat dwójścienny oznacza się dwiema 
literami krawędzi, i mówi się kat dwój- 
ścienny AB;zale, gdy kilka kątów maja 
tę samą krawędź, wtedy należy brać 
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cztery litery, kładąc we środku litery krawędzi a па skrajnościach 
litery ścian. I tak, cztery kąty drugiej figury czytają się jako 
następuje : DABE, CABE, CABF, DABF. 


Aby mieć wyobrażenie wielkości 
kąta dwójściennego, dość jest przy- 
puścić że jedna z jego ścian P, naj- 
pierwej przyłożona do ściany M, 
obraca się potem około krawędzi AB, i 
bierze różne położenia P', P"... nie- 
przerwanie po sobie idące; w tym 
obrocie ściana ruchoma Р czyni ze ścianą niezmienną M kąt 
dwójścienny który, zaczynając od zera, rośnie ciągle. To jasno 
pokazuje że wielkość kata dwójściennego nie zależy od rozcią- 
głości jego ścian ale od ich roztworu. 


a 


Pojmujemy teraz łatwo co znaczy dodawać albo odciagać kąty 
dwójścienne, i widzimy zaraz że kąt dwójścienny MABP' jest 
summą katów МАВР i PABP',a zaś kąt dwójścienny МАВР 
różnicą kątów МАВР' і PABP’. 


У. — Dwa kąty dwójścienne, jako МАВР i PABP" mające 
spólną krawędź i spólną ścianę, a będące zewnątrz jeden dru- 
giego, nazywają się przyległemi. 

Płasczyzna BP dzieląca kąt МАВР’ na dwie równe części jest 
płasczyzną dwójsieczną tego kąta. 

Dwa katy dwójścienne są krawędzią przeciwległe gdy obie 
ściany jednego są przedłużeniem ścian drugiego, jako САВЕ 
i DABF (figura poprzednia). 


VI. — Gdy jedna płasczyzna spotykając drugą czyni z nią dwa 
kąty przyległe równe, każdy z tych kątów nazywa się katem dwój- 
ściennym prostym, a te płasczyzny tworzące kąt dwójścienny 
prosty są płasczyznami prostopadłemi do siebie. 

Płasczyzna sieczna która nie jest prostopadła do drugiej jest 
do niej pochyła, 


ҮП. — Kąt dwóch prostopadłych, wyprowadzonych z jednego 
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punktu krawędzi na ścianach kąta dwójściennego, nazywa się 
kątem prostolinijnym (albo kątem płaskim) kąta dwójściennego ; 
takim jest kąt HOK odpowiedający katowi dwójściennemu AB 
(figura poniżej.) 


TWIERDZENIE ҮШ. 


А 
Katy dwójścienne równe таја katy prostolintjne równe. 1 NA 


WZAJEM. 


Połóżmy kat dwójścienny AB na 
dwójściennym A'B', tak żeby punkt O 
padł na O' i krawędź AB przystała 
do A'B'. Ponieważ te dwa kąty dwój- 
ścienne są równe, ich ściany odpo- 
wiedne przystają do siebie; zatem 
prostopadła OH przystaje do O'H', 
i OK do O'K'. Więc kąty prostolinijne HOK, H'O'K' за równe. 

NAWZAJEM, gdy katy prostolinijne są równe, katy dwójścienne 
odpowiedające są także równe. Bo, przenieśmy kąt dwójścienny AB 
na dwójścienny A'B', tak żeby kąt prostolinijny HOK przystał do 
swego równego Н'О'К', Wtedy, krawędzie AB i A'B' jako pros- 
topadłe odpowiednio do płasczyzn НОК, H'O'K', przystaną do 
siebie (5), a temsamem ściana HOB przystanie do Н'О'В'. Więc 
katy dwójścienne HABK, H'A'B'K' są równe. 

WNIOSEK I. — Kąt prostolinijny HOK ma za wierzchołek jaki- 
kolwiek punkt O krawędzi AB; więc, na mocy powyższego twier- 
dzenia, w jednym kącie dwójściennym wszystkie kąty prostolinijne 
sa równe, 

П. — Gdy kat dwójścienny jest prosty, kat prostolinijny jest 
także prosty; i NAWZAJEM. 

Niech będzie kat dwójścienny prosty PDEM, to jest równy 
swojemu przyległemu PDEN który się tworzy z przedłużenia 
ściany DEM. Ponieważ te dwa kąty dwójścienne są równe, ich 
kąty prostolinijne BOA i ВОА' są także równe, a że są przyległe 
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i mają ramiona niespólne w linii prostej, więc ва kątami pros- 


temi. 

Nawzajem, jeśli katy prostolinijne 
przyległe BOA,BOA' są proste, kąty 
dwójścienne odpowiedające PDEM, 
PDEN są także proste; bo są przy- 
ległe równe i mają ściany niespólne 


na jednej płasczyz nie. 

Więc kat dwójścienny prosty ma kąt prostolinijny prosty, i NA- 
WZAJEM katowi prostolinijnemu prostemu odpowieda kąt dwójścienny 
prosty. 

Ztąd wynika że 

Wszystkie kąty dwójścienne proste są równe. 

Kąt dwójścienny jest ostry albo rozwarty, według jak jest 
mniejszy albo większy od kata dwójściennego prostego. 


TWIERDZENIE X. 


Dwa katy dwójśeienne mają się jako kąty prostolinijne odpowie- 
dające. 

Niech będą dwa katy dwójścienne САВР, 
CABE. Poprowadźmy płasczyznę HOK pros- 
topadła do krawędzi AB, jej przecięcia ze 
ścianami utworzą kąty prostolinijne odpo- 
wiedające HOK, HOI (3). 

Trzeba, jako zwykle, uważać dwa przy- 
padki. 


4° Kąty prostolinijne spółmierne. Przypuśćmy, dla utkwienia 
myśli, że te kąty są w stosunku liczb 7 do 5; to jest, że pewny 
kąt prostolinijny HON mieści się 7 razy w kącie HOK, a 5 razy 
w HOI. 

Przez linie podziału ON, OP... i krawędźAB, poprowadźmy 
płasczyzny, które' podzielą kąt dwójścienny САВ” na 7 kątów 
dwójściennych równych, jako odpowiedających katom prosto- 
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linijnym równym : kąt dwójścienny HOI zawierać będzie 5 z tych 
katów dwójściennych. Więc kąty dwójścienne są w stosunku 
liczb 7 : 5, zatem w stosunku kątów prostolinijnych odpowie- 
dających. 

2° Gdy kąty prostolinijne są między sobą niespółmierne, wia- 
dome rozumowanie (Il, 14) okazuje że ich stosunek równa się 
stosunkowi katów dwójściennych. 

MIARA KĄTA DWÓJŚCIENNEGO. Wynika z dopiero co dowiedzio- 
nego twierdzenia, że kat dwójścienny ma tę samą miarę co kąt 
prostolinijny odpowiedajacy, byle za jedność kata dwójściennego 
wzięto kat dwójścienny któremu odpowieda kat prostolintjny wybrany 
za jedność katów prostolinijnych. 

To się wyraża treściwiej, mówiąc że; KAT DWÓJŚCIENNY MA ZA 
MIARĘ KĄT PROSTOLINIJNY ODPOWIEDAJĄCY. 

Na mocy tej proporcyonalności kątów dwójściennych i prosto- 
linijnych, można zaraz z własności kątów prostolinijnych, dowie- 
dzionych w geometryi płaskiej, wywieśdź podobne własności 
katów dwójściennych. I tak : 

Wszelka płasczyzna spotykająca drugą czyni z nia kąty dwój- 
ścienne przyległe spełniające. 1 nawzajem, jeśli dwa katy dwój- 
ścienne przyległe są spełniające, ich ściany niespólne sa przedłuże- 
niem jedna drugiej. 

Summa wszystkich kątów dwójściennych przyległych, utworzonych 
z jednej strony płasczyzny która przechodzi przez ich krawędź, jest 
równa dwom katom dwójściennym prostym; a summa wszystkich 
kątów przyległych na około jednej linii prostej jest równa czterem 
katom dwójściennym prostym. 

Dwa kąty dwójścienne krawędzią przeciwległe są równe. 


PŁASCZYZNY PROSTOPADŁE MIĘDZY SOBĄ. 


TWIERDZENIE XI. 


Wszelka płasczyzna PQ, przechodząca przez prostopadłę AB do 
płasczyzny MN, jest prostopadła do tej płasczyzny. 


Na płasczyznie MN poprowadźmy prostopadłę BC do przecię- 
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cia BQ dwóch płasczyzn. Prostopadła AB do płasczyzny MN 


/ jest prostopadłą do prostej BC. Zatem kąt 
4 | prostolinijny ABC jest prosty. Więc płas- 
муа. czyzny PQ i MN, tworzące kąt dwójścienny 
4 ЗУ у prosty ABQC, są prostopadłe do siebie. 
LY © Albo innemi słowy : Płasczyzna MN, pros- 
К 


topadła do prostej AB jest prostopadła do 
wszystkich płasczyzn przechodzącyh przez tę linię. 

WNIOSEK I. — Dowodzenie powyższe okazuje że 

Gdy dwie płasczyzny są do siebie prostopadłe, wszelka prosta, 
poprowadzona na jednej z nich prostopadle do spólnego przecięcia, 
jest prostopadła do drugiej płasczyzny. 


П. — Gdy dwie płasczyzny sa do siebie prostopadłe, wszelka 
prostopadła do pierwszej płasczyzny, poprowadzona przez punkt 
drugiej, leży cała na tej drugiej, Bo nie może być różna od pros- 
topadłej poprowadzonej przez ten punkt do przecięcia dwóch 
płasczyzn, z przyczyny że ta ostatnia jest prostopadła do pierwszej 
płasczyzny. 


Ш. — Gdy trzy proste, przez jeden punkt przechodzące, są 
do siebie prostopadłe, każda z nich jest prostopadła do płas- 
czyzny dwóch innych, i trzy płasczyzny są prostokątne. 


TWIERDZENIE XII. 


Przecięcie się dwóch płasczyzn prostopadłych do trzeciej jest 
prostopadłe do tej ostatniej. 


Bo, jeśli przez punkt przecięcia dwóch płasczyzn poprowadzimy 
prostopadłę do trzeciej płasczyzny, ta prostopadła będzie całkiem 
leżała na dwóch pierwszych, a więc będzie ich przecięciem. 

Nawzajem, płasczyzna prostopadła do dwóch płasczyzn jest pros- 
topadła do ich przecięcia. 


WNIOSEK I. — Jeśli trzy płasczyzny są prostopadłe do siebie, 
ich przecięcia są prostokątne. 
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UwAGA. — Płasczyzny przechodzące przez dwójsieczne katów trójkąta, 
i prostopadłe do jego płasczyzny, spotykają się wedle osi koła wpisanego 
w ten trójkąt. 

Płasczyzny prostopadłe we środku boków trójkąta spotykają się wedle 
osi koła opisanego na tym trójkącie. 


TWIERDZENIE XIII. 


Przez linię prostą AB można zawsze poprowadzić płasczyznę 
prostopadłą do danej płasczyzny MN. 


D Przez jakikolwiek punkt A pros- 
tej AB poprowadźmy prostopadłę AQ 
- do płasczyzny MN; płasczyzna ВАС 
| h będzie prostopadła do płasczyzny 
MN (11). 
N Nadto, jeśli prosta AB nie jest 
prostopadła do płasczyzny MN, nie można przez nia prowadzić 
drugiej płasczyzny prostopadłej do danej MN. Bo przecięcie AB 
dwóch płasczyzn prostopadłych do trzeciej MN byłoby prosto- 
padłe do tej ostatniej; co się sprzeciwia założeniu. 


WNIOSEK. — Płasczyzna prostopadła do danej płasczyzny jest 
miejscem geometrycznem prostopadłych wyprowadzonych ze 
wszystkich punktów przecięcia tych dwóch płasczyzn. 


TWIERDZENIE XIV. 


Płasczyzna dwójsieczna kąta dwójściennego jest miejscem punktów 
równo oddalonych od ścian tego kąta. 


НЫ З Jakoż, 4° Z punktu N, wziętego па płasczyznie 
Г dwójsiecznej ВЕ, spuśćmy prostopadłe NH, NK 
i na ściany kąta dwójściennego. Ponieważ płas- 


czyzna HNK jest prostopadła do krawędzi AB, 
с zatem kąt НОК jest prostolinijny, i prosta ON 
jego dwójsieczną. Więc NH = NK (I, 15). 
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2° Niech będzie punkt P poza płasczyzną dwójsieczną BE. Zro- 
biwszy wykreślenie jako wyżej, łatwo widzimy że punkt P leży 
poza dwójsieczną ON kąta prostolinijnego HOL. Więc odległości 
PH, PI nie są równe. 


LINIE PROSTE I PŁASCZYZNY RÓWNOLEGŁE. 


OKREŚLENIE VIII. — Linia prosta i płasczyzna są równoległe 
gdy się nie mogą spotykać jakkolwiek daleko byłyby prze- 
dłużane. 


TWIERDZENIE XV. 


Dwie proste АВ г GD prostopadłe do jednej płasczyzny MN sa 
równoległe. 


Jakoż, płasczyzna BAC jest prostopadła 
do płasczyzny MN (11); a prosta GD, prosto- 

/ padła do płasczyzny MN i przechodząca 
C Jy przez punkt przecięcia С tych dwóch płas- 
czyzn, leży cała na płasczyznie BAC. Więc dwie proste AB i CD, 
leżące obie na jednej płasczyznie ВАС i prostopadłe do AC, są 
równoległe. 


NAWZAJEM. Gdy jedna prosta AB jest prostopadła do płasczyzny 
MN, wszelka równoległa CD do tej prostej jest prostopadła do 
płasczyzny MN. Albowiem, jeślibyśmy przez punkt przecięcia б 
prostej CD z płasczyzną MN poprowadzili prostopadłę do tej płas- 
супу, ta linia byłaby równoległa do prostej АВ; owoż prosta 
CD jest właśnie równoległa do AB, więc prosta CD jest prosto- 
padła do płasczyzny MN. 

Та wzajemnica może się jeszcze wysłowić jako następuje: Dwie 
proste równoległe są obie prostopadłe do tej samej płasczyzny 


WNIOSEK. — Dwie sy | Ср równoległe do trzeciej EF 
są równoległe między sobą. 
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Jakoż, poprowadźmy płasczyznę MN prostopadłą do prostej ЕЕ; 
4 | р ta płasczyzna będzie prostopadła do pros- 
“О | „tych AB, ОР. Więc te ostatnie sa równo- 


ległe między sobą. 


N 


TWIERDZENIE XVI. 


Wszelka prosta AB równoległa do prostej CD leżącej na płasczy- 
znie MN jest równoległa do tej płasczyzny, albo leży na niej cała. 


Те" Jakoż, płasczyzna BACD dwóch równoległych 

177—7 АВ, Ср, albo nie ma na zewnątrz przecięcia CD 

M | żadnego punktu spólnego z płasczyzną MN, 

|A— D | albo do niej przystaje ; w pierwszym przypadku 

~ prosta AB jest równoległa do płasczyzny MN, a 
zaś w drugim leży na niej cała. 

NAWZAJEM, gdy prosta AB i płasczyzna MN sa równoległe, 
wszelka prosta CD równoległa do AB i przechodząca przez punkt С 
płasczyzny MN leży na niej cała. Albowiem, płasczyzna BACD 
dwóch równoległych AB, GD przecina płasczyznę MN wedle 
linii prostej która jest oczywiście równoległa do AB; owoż 
prosta CD jest właśnie równoległa do AB, więc ta prosta CD jest 
przecięciem płasczyzn ВАСР” і MN, to jest leży na płasczyznie MN. 

WNIOSEK. — Ztąd wynika że, jeśli prosta AB jest równoległa 
do płasczyzny MN, i przez tę prostę poprowadzono płasczyznę która 
przecina pierwszą, przecięcie CD tych dwóch płasczyzn jest równo- 
ległe do prostej AB. 

UwAGA, — Powyższe twierdzenie zogólnia się w następującem wysłowie- 
niu. Gdy prosta AB i płasczyzna MN są równoległe, wszelka prosta 
równoległa do AB jest równoległa do płaszczyzny MN albo leży na 
niej cała. 


TWIERDZENIE XVII. 
Przecięcie AB dwóch płasczyzn AC, AD, równoległych do prostej 
EF, jest równoległe do tej linii. 
РА | 
Jakoż, prosta równoległa do EF, poprowadzona przez który- 
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kolwiek punkt przecięcia dwóch płasczyzn, leży cała na tych 
płasczyznach, a więc jest ich przecięciem. 


J ХЫ. ЈЕ 
WNIOSER. --- Przecięcie się dwóch płasczyzn, 
przechodzących przez dwie proste równoległe, jest 


grete do tych linij. 


TWIERDZENIE ХУШ. 


Linia prosta AB i płasczyzna MN, obie prostopadłe do jednej 
linii prostej AC, sa równoległe, 


= B Jakoż, płasczyzna BAC przecina 
| płaszcyznę MN wedle prostej CD która 
2 jest prostopadła do AC i równoległa 
РА ів do АВ; więc prosta AB jest równo- 
A —— 7 legła do płasczyzny MN. 
M 


H 


NAWZAJEM, gdy prosta AB i płasczyzna MN są równoległe, wszelka 
prosta GH prostopadła do płasczyzny MN jest prostopadła do pros- 
tej AB. Albowiem, jeśli przez spodek prostopadłej GH poprowa- 
dzimy równoległę GK do prostej AB, ta równoległa będzie leżała 
na płasczyznie MN, i temsamem będzie prostopadła do GH. 
Owoż, chociaż prosta GH nie spotyka prostej AB, mówi się jednak 
że jest do niej prostopadła, dlatego że tworzy kąt prosty z jej 
równoległą GK. Więc prostopadła GH do płasczyzny MN jest 
prostopadłą do prostej AB. 


TWIERDZENIE XIX. 


Równoległe AC, BD, zawarte między prostą AB i płasczyzną 
równoległa MN, sa równe. 


Ад Płasczyzna dwóch równoległych AC, BD spo- 
sH tyka płasczyznę MN wedle prostej CD równole- 
6». реј do АВ; więc czworobok ABDC jest równo- 
ległobokiem, i AC =BD. 
30 
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WNIOSEK. — Dwie proste AC i BD, prostopadłe do płasczyzny 
MN, są temsamem prostopadłe do równoległej AB; więc mierzą 
odległości dwóch którychkolwiek punktów A i B tej prostej od 
płasczyzny. Ztąd wynika że prosta równoległa do płasczyzny jest 
wszędzie od niej równoodległa. 

. 


PŁASCZYZNY RÓWNOLEGŁE. 


OKREŚLENIE IX. — Dwie płasczyzny są równoległe gdy się nie 
mogą spotykać, jakkolwiekby daleko je przedłużano. 


TWIERDZENIE XX. 
Dwie płasczyzny prostopadłe do jednej linii prostej за równo- 
z 


Bo, gdyby się spotykały, możnaby z któregokolwiek punktu 
ich przecięcia spuścić dwie płasczyzny prostopadłe na jedną 
linię prostą ; co niemożebne (4). 


"TWIERDZENIE XXI. 


Przecięcia AB, CD, dwóch płasczyzn równoległych MN i PQ 
przez trzecią AD, są równoległe. 


Jakoż, przecięcia AB i CD są dwiema liniami 
үз Ј / prostemi па jednej płasczyznie AD, i nie mogą 
"M 
P D 


się spotykać dlatego że należą do płasczyzn MN 
i PQ które nie mają żadnego punktu spólnego ; 
у więc te przecięcia АВ i CD są równoległe. 


с 0. 
WNIOSEK. — Przecięcia dwóch płasczyzn równoległych przes 
dwie inne płasczyzny także równoległe są równoległe między 


sobą. 
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TWIERDZENIE XXII. 


Gdy dwie płasczyzny sa równoległe, wszelka prosta prostopadła 
do jednej z nich jest prostopadła do drugiej. 


м -Niech będą dwie płasczyzny równoległe MN 
E ане: i PQ; jeśli z punktu A pierwszej spuścimy pros- 
ну m т topadłę AB na drugą, і przez tę linię poprowa- 
5 KE dzimy jakąkolwiek płasczyznę CABD, przecięcia 
4 АС i BD będą równoległe ; zatem prosta AB, 
prostopadła do płasczyzny PQ, jest prostopadła 
do prostej BD i temsamem prostopadła do jej równoległej 
AC. Owoż ta ostatnia jest jakakolwiek ; więc prosta AB, prosto- 
padła do wszelkiej prostej AC leżącej na płasczyznie MN, jest 
prostopadła do tej płasczyzny. 
UwaGA. — Powyższe twierdzenie można inaczej wyrazić, mó- 
wiąc : Dwie płasczyzny równoległe sa prostopadłe obie do tej samej 
linii prostej ; tak wysłowione jest wzajemnicą twierdzenia XX. 


"TWIERDZENIE XXIII. 


Przez punkt A, dany zewnatrz płasczyzny MN, można zawsze 
poprowadzić płasczyznę równoległa do tej ptasczyzny; ale tylko 
jedną. 


- Jakoż, z punktu A można zawsze spuścić 

| a. prostopadłę AB na płasczyznę MN, i przez punkt 

Ру * А poprowadzić płasczyznę PQ prostopadłą do 

| nd płasczyzny MN. Płasczyzna PQ będzie równo- 
n legła do płasczyzny MN (20). 

Ta płasczyzna PQ jest jedyną równoległą do płasczyzny MN; 
bo dwie płasczyzny równoległe są prostopadłe do tej samej pros- 
tej, a przez punkt A jedną tylko płasczyznę prostopadłą do 
prostej AB poprowadzić można. 


WNIOSEK. — Jeśli przez punkt A, wzięty zewnątrz płasczyzny MN, 
poprowadzono równoległe АС, AD, AE, .. do tej płasczyzny, miejscem 
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tych równoległych jest R... PQ równoległa do płasczyzny MN. 
Albowiem, jeśli z punktu A spuścimy prostopadłę AB na płas- 
czyznę MN, ta linia będzie prostopadła do każdej z prostych AC, 
AD, AE... (18, wz.); więc miejscem tych prostych jest płasczyzna 
prostopadła do AB, to jest równoległa do płasczyzny MN. 


TWIERDZENIE XXIV. 


Gdy dwie płasczyzny równoległe są przecięte przez trzecią, 
wtedy : 

19 Kąty dwójścienne odpowiedające, naprzemianległe wewnętrzne, 
naprzemianiegłe zewnętrzne sa odpowiednio równe. 


2° Kąty dwójścienne wewnętrzne, albo zewnętrzne, będące z jednej 
strony płasczyzny siecznej, sa spełniające. 


Niech będą dwie płasczyzny równoległe MN 
i PQ przecięte płasczyzną RS; przecięcia AB 
i CD tych płasczyzn są równoległe. Poprowadź- 
my do tych dwóch równoległych płasczyznę 
prostopadłą ECQ, która przetnie trzy płasczyzny 
MN, PQ, RS wedle linij AN, CQ, ER prosto- 
padłych do AB i CD. Owoż, równoległe AN, CQ 
tworzą z sieczną ER kąty prostolinijne, które 
odpowiedają ośmiu katom dwójściennym mającym krawędzie 
AB i CD; a że twierdzenie już jest dowiedzione dla tych katów 
prostolinijnych, więc jest także prawdziwe dla kątów dwójścien - 
nych. Więc, etc. 


Uwaga. — Pięć wzajemnie tego twierdzenia wtenczas tylko są 
prawdziwe gdy katy dwójścienne, które porównywamy, mają 
nadto krawędzie równoległe. 


TWIERDZENIE XXV. 


Dwie proste równoległe AQ, BD, zawarte między dwiema płas- 
czyznami równoległemi MN, PQ, за równe. 


Płasczyzna dwóch prostych równoległych АС, BD przecina 
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dwie płasczyzny równoległe MN, PQ wedle dwóch prostych 
и — równoległych AB, CD (21). Więc czworobok 
EF ZE ABDC jest równoległobokiem i jego boki Po 
NE ciwległe AC, BD są równe. 


g 3 | 
/ 83 | Wniosek. — Dwie płasczyzny równoległe są 
wszędzie równo od siebie oddalone. Bo odle- 
głością dwóch płasczyzn równoległych jest spólna prostopadła, 
a dwie takie linie ва równoległe i równe. 


TWIERDZENIE XXVI. 


Trzy płasczyzny równoległe M, N, P dziela dwie jakiekolwiek 
proste AB, GD na części proporcyonalne. 

Niech będą dwie jakiekolwiek proste AB, CD 
w przestrzeni, przecięte trzeina płasczyznami 
równoległemi M, N, P, w punktach A, E, B 
i б, F, D. Jeśli przez punkt A poprowadzimy 
prostę AH równoległą do CD, i wyobrazimy 
płasczyznę ABH, ta płasczyzna przetnie płasczy- 
zny równoległe N i P wedle dwóch równoległych EK i BH; 
zatem w trójkącie ABH, będzie 


AR АК 
EB КН 
Owoż, odcinek АК = СЕ, і КН = ЕЮ, jako równoległe za- 
warte między płasczyznami równoległemi ; więc 
AE СЕ 
EB FD 


7 


„sżeą РК у, 


TWIERDZENIE XXVII. 
Dwa katy dwójścienne, mające ściany równoległe, sa równe albo 
spełniajace. 


Krawędzie AB, CD dwóch katów dwójściennych MABN, PODQ, 
mających ściany równoległe każda do każdej, są równoległe 
(21 wn.). Poprowadźmy do tych krawędzi płasczyznę prostopadłą 
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która przetnie ściany katów wedle równoległych AM i CP, AN 
ВЕ" i CQ. Te linie, prostopadłe do krawędzi 
| P | odpowiednych AB, CD, tworzą kąty pros- 


y Fara Pa tolinijne równe albo spełniające : więc kąty 
„©  * 0 dwójścienne które im odpowiedają są także 
Ме ШАВК równe albo spełniające, to jest kat dwój- 


ścienny ostry równa się dwójściennemu 
ostremu a jest spełnieniem dwójściennego rozwartego. 


UWAGA. — Katy dwójścienne, mające ściany prostopadłe każda 
do każdej i krawędzie równoległe, sa równe albo spełniające. 
Dowodzenie jako wyżej. 


TWIERDZENIE XXVIII. 


Dwa kąty ABC, А'В'С' w przestrzeni, mające ramiona odpowiedne 
równoległe, sa równe albo spełniające, a ich płasczyzuy są 
równoległe, 


в c Weźmy na odpowiednych ramionach 

TO „A tych katów długości ВА = B'A', BC = В'С', 

/ A / i połaczmy АА', ВВ’, С0', АС, A'C'. Czwo- 
SR robok ABB'A', mający dwa boki przeciw- 


ległe AB, A'B' równe i równoległe, jest 
równoległobokiem ; zatem boki АА’, ВВ’ 
są równe i równoległe. Dla tej samej przyczyny boki ВВ’, СС' 
są równe i równoległe. Więc dwa boki AA’ i СС’ są równe i 
równoległe, i czworobok ACA'C' jest równoległobokiem; przeto 
bok АС = А'С!. Ztąd wynika że dwa trójkąty ABC, A'B'C' są 
równoboczne między sobą; więc kąt АВО А'В'С'. 

Z tego co poprzedza wnosimy że dwa katy ABD, A'B'C', mające 
ramiona równoległe ale nie ułożone podobnie, są spełniające. 

Płasczyzny dwóch kątów ABC, A'B'C' majacych ramiona równo- 
legte każde do każdego są równoległe. Bo ramiona B'A', В'С' dru- 
) _giego kata, odpowiednio równoległe do' ramion pierwszego, są 

równoległe do płasczyzny ABC; więc płasczyzna A'B'C' jest 
równoległa do płasczyzny ABC (23 wn). е 
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WNIOSEK I. — Dwie płasczyzny prostopadłe do trzeciej i prze- 
chodzące przez dwie proste równoległe nieprostopadłe do tej płasczy- 
zny, sa równoległe. — Bo są płasczyznami dwóch kątów mających 
ramiona równoległe każde do każdego. 


IM. — Przez dany punkt można zawsze poprowadzić płasczyznę 
równoległa do dwóch prostych w przestrzeni, ale tylko jedną. 


KATY LINIJ PROSTYCH W PRZESTRZENI I PŁASCZYZN. 
RZUTY. 


Wiemy że każda linia prosta jako AB ma dwie strony, jedną AB 
gdy się idzie od punktu A до В, drugą BA gdy się idzie od В do А. 


Z 


Mając wzgląd na kierunek i na stronę, nazywa się katem dwóch 
linij prostych w przestrzeni, kąt który tworzą dwie równoległe do 
tych linij, poprowodzone w te same strony przez jakikolwiek 
punkt przestrzeni. 

Aby więc otrzymać kąt dwóch prostych AB i CD, prowadzi 
się, przez punkt O przestrzeni, równoległę OB' do AB idącą 
w stronę AB, i równoległę OD' do CD idąca w stronę GD; kąt 
B'OD' jest katem dwóch prostych AB i CD. Tak samo kąt dwóch 
prostych AB i DC wyraża się kątem B'OC'; etc. 

Mówi się że dwie proste w przestrzeni są prostopadłe gdy ich kąt 
jest prosty. Na mocy twierdzenia XXVIII, wielo kąta utworzo- 
nego przez równoległe do dwóch danych prostych nie zależy od 
położenia punktu О w przestrzeni, ale tylko od kierunku tych 
dwóch prostych. To usprawiedliwia powyższe określenia. w 


UWAGA, — Widzimy teraz łatwo że, mając dane dwie jakiekolwiek proste 
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w przestrzeni można zawsze, przez jedną z nich, poprowadzić płasczyznę 
równołegłą do drugiej. Ale nie można, przez jedną z dwóch danych pros- 
tych, prowadzić płasczyzny prostopadłej do drugiej prostej, tylko wtedy 
gdy te proste są do siebie prostopadłe, 


Каі dwóch płasczyzn może się wyrazić przez kąt dwóch linij 
prostych w przestrzeni, jako pokazuje następujące twierdzenie. 


TWIERDZENIE XXIX. 


Jeśli przez punkt О przestrzeni poprowadzono dwie proste AB i CD, 
prostopadłe każda do jednej z dwóch płasczyzn N i P, te linie two- 
rzą cztery kąty odpowiednio równe czterem katom tych płasczyzn. 


Jakoż, płasczyzna АОС, dwóch 
p ostopadłych AB i CD do płas- 
czyzn N i P, jest prostopadła do 
przecięcia EF tych płasczyzn ; 
więc kąt AOC i kąt prostolinijny 
AHC, leżące oba na jednej płas- 
czyznie i mające ramiona prosto- 
padłe każde do każdego, są równe 
albo spełniające (I, 24). Ztąd wy- 
nika że cztery kąty utworzone 
przez dwie prostopadłe AB i CD do płasczyzn N i P są te same co 
kąty prostolinijne czterech kątów tych płasczyzn. Więc zamiast 
katów płasczyzn można uważać kąty linijne które są daleko do- 
godniejsze. 


WNIOSEK 1. — Jeśli z punktu H krawędzi kata dwójściennego 
NEFP wyprowadzimy do jego ścian prostopadłe HK i HL idące 
w strony tych ścian, kąt KHL tych prostopadłych będzie spełnie- 
niem kąta dwójściennego. Jakoż, płasczyzna KHL jest prostopadła 
do krawędzi EF; więc kąt KHL prostopadłych i kąt prostoli- 
nijny AHC, oba na jednej płasczyznie, mające ramiona prostopadłe 
każde do każdego ale niejednakowo ułożone, są spełniające. 

Dowiedzie się podobnie że Ка! AOC, prostopadłych вррего2о- 
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nych z punktu O wziętego wewnątrz kąta dwójściennego NEFP 
na jego ściany, jest spełnieniem tego kata. 

П. — Wynika z powyższego twierdzenia że : 

Dwie płasczyzny odpowiednio prostopadłe do dwóch prostych 
nierównoległych przecinają się. I NAWZAJEM, dwie proste odpo- 
wiednio prostopadłe do dwóch płasczyzn przecinających się nie 
są równoległe. 


OKREŚLENIE X. — Nazywa się rzutem punktu A na płasczyznie N 


А, т с spodek a prostopadłej spuszczo- 
| А nej z tego punktu па płasczyznę. 
I | i 
| i 1—7 Płasczyzna N jest płasczyzna 
а ФЕ ага А rzutu a prostopadła Aa jest rzu- 
/ гијаса punktu A. 
ни м 


Rzutem jakiejkolwiek linii АВС... na płasczyznie N jest miejsce 
rzutów abc.. wszystkich punktów tej linii. 


TWIERDZENIE XXX. 


Rzut linii prostej na płasczyznie MN jest linią prostą. 


= Jakoż, prostopadłe Aa, Bb,... spuszczone 
Ф.Р Т, r 
АТ j z różnych punktów prostej AB na płasczyznę 
"i p ! ММ, leżą na płasczyznie AB prostopadłej do 
RJ А tej płasczyzny (11, wn. 2); więc miejscem 
[ар ү spodków а, 0, c,... tych prostopadłych jest 
= "o Sak 


linia prosta ab wedle której te dwie płas- 
супу się przecinają. 


OKREŚLENIE XI. — Punkt w którym prosta AB przebija płas- 
czyznę rzutów nazywa się jej sładem. 

Gdy linia prosta jest, jako Aa, prostopadła do płasczyzny rzu- 
tów MN, wtedy jej rzutem jest jej ślad a. 

Rzut linii prostej jest oczywiście od niej mniejszy, i tylko 
wtedy jej równy gdy ta prosta jest równoległa do płasczyzny 
rzułów : w tem szczególnem położeniu mówi się że linia prosta 
rzuluję się w prawdziwej wielkości. 
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Rzutem linii krzywej na płasczyznie jest linia krzywa ; ale, jeśli 
linia krzywa leży na płasczyznie prostopadłej do płasczyzny rzu- 
tów, wtedy jej rzut jest linią prosta. 

Rzuty linii jakiejkolwiek na dwóch płasczyznach równoległych 
są oczywiście równe. 


TWIERDZENIE XXXI. 


Gdy dwie proste AB, CD за równoległe ich rzuty ab, cd na jednej 
płasczyznie są równoległe, 


uż” р Jakoż, płasczyzny rzutujące BAa, 
| 0—7  DCe dwóch prostych równoległych 
| ' AB, CD są równoległe (28); więc 
Fe 7 przecięcia ab, ed tych płasczyzn 


| 6 | 
Aa A z płasczyzną rzutów MN są równo- 


ja ległe. 


WNIOSEK. — Jeśli rzuty dwóch prostych są równoległe, te 
proste leżą na dwóch płasczyznach równoległych. 


Uwaga. — Gdy dwie proste są prostopadłe, ich rzuty nie są 
koniecznie prostopadłe ; ani nawzajem. Ale jest szczególny przy- 
padek tych linij o którym dobrze jest wiedzieć ; to jest : 

Rzut kata prostego na płasczyznie równaległej do jednego z ra- 
mion jest kątem prostym. I NAWZAJEM. 

Chociaż to zadanie nie różni się od twierdzenia trzech prostopad- 
łych tylko samem wysłowieniem, dowiedziemy go jednak wprost, 
aby jaśniej pokazać na czem polega tosamość tych dwóch zadań. 

Rzuty jednej figury na dwóch płas- 
czyznach równoległych są równe ; jeśli 
więc, przezramie BC kąta prostego ABC, 


Х 

та 

A 2 5 poprowadzimy płasczyznę MN і spuści- 
KO: K my na nią prostopadłę AD, kąt DBC 

m —— będzie rzutem kąta prostego ABC, na 

płasczyznie równoległej do ramie- 

nia BC. Owoż, prosta BC jest prostopadła do AD, a jeśli 

nadto jest prostopadła do BA albo do BD, to będzie temsamem 
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prostopadła do płasczyzny ABD. Więc rzut DBC kąta pros- 
tego АВС jest kątem prostym ; i nawzajem, kąt ABC jest prosty 
jeśli jego rzut DBC na płasczyznie równoległej do jednego zra- 
mion jest katem prostym. 

Ztąd, zogólniając, wynika że : Jeśli dwie proste w przestrzeni 
są prostopadłe, ich rzuty na płasczyznie równoległej do jednej 
z nich sa także prostopadłe między sobą. 


TWIERDZENIE XXXI. 


Jeśli linia prosta jest prostopadła do płasczyzny, jej rzut jest 
prostopadły do śladu tej płasczyzny. 

Niech będzie prosta AB prosto- 
padła do płasczyzny P; powie- 
dam że rzut аб tej prostej i ślad CD 
płasczyzny P na płasczyznie M są 
do siebie prostopadłe. Jakoż, 
prosta AB, prostopadła do płas- 
czyzny P, jest prostopadła do jej 
śladu CD; więc rzuty ab i СЮ tych dwóch prostych prostopa- 
dłych, па płasczyznie M przechodzącej przez CD, są do siebie 
prostopadłe. 


WNIOSEK. — Jeśli rzut ab prostej AB jest prostopadły do śladu 
CD płasczyzny P, ta prosta AB leży na płasczyznie prostopadłej 
do płasczyzny P (11, wn.). 

Y 
TWIRDZENIE XXXII. 


Pochyta AB tworzy ze swoim rzutem BC, na) płasczyznie MN, kat 
ABC mniejszy niż z wszelką inna prostą BD tej płasczyzny 


A Spuśćmy prostopadłę AC na płasczyznę MN, 

Р у! weźmy BD = ВС i połączmy AD. Prostopadła 
ow AC < AD. Zatem dwa trójkaty ABC, ABD mają 
R “ dwa boki równe każdy każdemu, a trzeci 


bok AC < AD. Więc kat ABC < ABD. 
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WNIOSEK. — Ponieważ kąt ostry ABC jest najmniejszy, czyli 
jako się mówi, minimum między kątami jakie pochyła AB do 
płasczyzny MN czyni z liniami prostemi tej płasczyzny, kąt roz- 
warty АВС' będzie katem maximum. 


OKREŚLENIE XII. — Nazywa się kałem linii prostej i płasczyzny 
kat minimum który ta prosta czyni ze swoim rzutem na płas- 
czyznie. 


TWIERDZENIE XXXIV. 


Gdy dwie płasczyzny MN і PQ przecinają się, ze wszystkich 
prostych przechodzących przez punkt A na płasczyznie MN, ta która 
czyni największy kąt z płasczyzną PQ jest AB prostopadła do 
spólnego przecięcia NP tych płasczyzn, 


7, Niech będzie, na płasczyznie MN, jaka- 


ANA y kolwiek pochyła AC do NP poprowadzona 


TENN i w 
(a ANY, przez punkt A, a na płasczyznie PQ rzut D 
A 7 j, punktu A. Połączmy DB, DC; te linie będą 
jc 
—— 


быч, 


N 


rzutami prostych AB, AC napłasczyznie PQ. 
Aby dowieśdź że kat ABD jest większy 
od kąta ACD, uważajmy że, na mocy twierdzenia trzech prosto- 
padłych, rzut DB jest prostopadły do NP ; przeto DB < DC. Jeśli 
więc na DQ weźmiemy DE = DB i połączymy AE, dwa trójkąty 
prostokątne ADB, ADE będą równe; zatem katy ABD, AED są 
równe. Ale w trójkącie ACD, kat zewnętrzny AED jest większy 
od wewnętrznego ACD ; więc kąt ABD jest większy od kąta ACD. 


WNIOSEK. — Kat ABD jest katem prostolinijnym dwóch płas- 
czyzn MN, PQ. Gdy płasczyzna PQ jest pozioma, wtedy pochyła 
AB nazywa się linią największej spadzistości płasczyzny MN. 

Przez każdy punkt płasczyzny przechodzi linia jej największej 
spadzistości, ale tylko jedna. 
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NAJKRÓTSZA ODLEGŁOŚĆ DWÓCH LINIJ PROSTYCH 
W PRZESTRZENI. 


TWIERDZENIE XXXV. 


Gdy dwie proste AB, CD nie leża na jednej płasczyznie, wtedy : 


1° Istnieje zawsze spólna prostopadła do tych prostych, ale tylko 
jedna, 


2° Ta spólna prostopadła jest najkrótsza odległością tych dwóch 
prostych. 


Niech będzie GH spólna prostopadła 
do dwóch prostych AB i CD nie leżą- 
cych na jednej płasczyznie. Jeśli przez 
spodek G poprowadzimy równoległę 
E GF do CD, prosta GH będzie prosto- 
padła do GF i temsamem prostopadła do płasczyzny BGF która 

jest równoległa do CD. To pokazuje że spólna prostopadła do 

dwóch prostych w przestrzeni powinna leżeć na dwóch płas- 
+ czyznach, które przechodzą każda przez jedną z tych prostych 

i są prostopadłe do płasczyzny równoległej do obydwóch pros- 

tych. Owóż, te dwie płasczyzny prostopadłe przecinają się; bo 

ich ślady AB i GF na płasczyznie BGF spotykają się w punkcie б, 

z przyczyny że proste AB i CD nie są równoległe. Więc istnieje 

spólna prostopadła, i tylko jedna, do dwóch prostych nie równo- 

ległych w przestrzeni. 

2° Ta spólna prostopadła GH do prostych AB, CD jest mniej- 
sza od wszelkiej prostej KI która łączy dwa którekolwiek ich 
punkta. Bo prostopadłe HG i KL, spuszczone z punktów pros- 
tej CD na płasczyznę równoległa BAE, są równe, a oczywiś- 
cie KL < КІ. 


Uwaga. — Jeśli poprowadzimy najpierwej, przez jakikolwiek punkt 
przestrzeni, dwie płaszczyzny prostopadłe do prostych AB, CD, ich przecię- 
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cie będzie prostopadłe do tych prostych ; a jeśli potem poprowadzimy prosię 
równoległą do tego przecięcia i opierającą się na AB i CD, ta równoległa 
będzie spólną prostopadłą do tych dwóch prostych. 

Powyższa uwaga, która także dowodzi istnienia spólnej prostopadłej do 
dwóch jakichkolwiek prostych AB, CD w przestrzeni, daje w Geometryi 
opisującej łatwe wykreślenie najkrótszej odległości tych dwóch prostych. 


CZWOROBOK SPACZONY. 


OKREŚLENIE XIV. — Nazywa się czworobokiem spaczonym albo 
skośnym figura zamknięta ABCD którą tworzą cztery linie proste 
nie leżące na jednej płasczyznie. 


TWIERDZENIE XXXVI. 


Wszelka płasczyzna równoległa do dwóch boków przeciwległych 
czworoboku spazonego dzieli proporcyonalnie dwa inne boki. 


Niech będzie czworobok spaczony ABCD 
i płasczyna MN, równoległa do boków AD, 
BC, która przecina dwa inne boki w pun- 
ktach Е, F. Boki AD i BC leżą napłasczyznach 
równoległych do płasczyzny MN (23, wn); 


AE _ DE 
ЕВ. FO 


UwAGA. — Można wprost dowieśdź tego twierdzenia, uważając że EH jest 
równoległe do AD a zaś FH równoległe do BC. 


NAWZAJEM, wszelka prosta EF dzieląca proporcyonalnie dwa 
boki przeciwległe czworoboku spaczonego leży na płasczyznie 
równoległej do dwóch innych boków. 

Dowodzenie jako zwykle. 
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TWIERDZENIE XXXVII. 


Płasczyzna spotykająca cztery boki czworoboku spaczonego wy- 
znacza cztery stosunki odcinkowe, których wieloczyn równa się 
Jedności dodatnej. 


I NAWZAJEM. 


Poprowadźmy przekątnę АС; płasczyzna 
poprzeczna m n р q spotka ją, mówiąc ogólnie, 
w punkcie O, i będzie : 


E mA nB OG w 

w trójkącie АВС, a ОА 7 4; 
РДЕ рб qD ОА 

z р: а ша, 
а w trójkącie ACD PD ch 06 


„a mA nB pC qD 
wiec mB ` nC pb 'qA 

NAWZAJEM, jesli cztery punkta m, n, p, q, leżące na kierunkach 
zterech boków czworoboku spaczonego, dają wieloczyn stosunków 
odeinkowych równy jedności dodatnej, te cztery punkta są na jednej 
płasczyznie. 

Przez trzy punkta m, n, p poprowadźmy płasczyznę która 
spotka bok AD w punkcie @', i będzie 


. mA nB pC D _ -0B qD 
ale z założenia mB nG pD gk 7 1. Więc А” А 


Ostatnie równanie pokazuje że dwa stosunki odcinkowe за 
tego samego znaku, to jest punkta q',g leżą oba na boku AD, albo 
oba zewnątrz; zkąd wynika а Si a zatem ФА = dA. 

Więc płasczyzna trzech punktów m, n, p przechodzi przez 4. 


UWAGA. — Przypuściliśmy w dowodzeniu że płasczyzna poprzeczna spo- 
tyka przekatnę АС; gdyby ta płasczyzna była równoległą do AC, poprzeczne 


http://rcin.org.pl 


2 + 
458 KSIEGA SZÓSTA. 
mn, pq bylyby także równoległe do AC ; wtedy równanie odcinkowe otrzy- 
małoby się jeszcze prościej niż poprzednio. 

WNiosEK. W czworoboku spaczonym ABCD, dwie proste EF, HK, 
które dzielą boki przeciwległe na odcinki proporcyonlne, dziela się 
nawzajem na części proporcyonalne do tych odcinków. 

Jakoż, z założenia 
EA FB . HA Кр 
zn = sz (W i арс (2). 
ED ЕС HB KG 


Z tych dwóch proporcyj wynika równanie 


EA KD ЕС НВ 

ED KC'FB HA 
które dowodzi że czworobok EHFK jest płaski ; więc jego prze- 
Каше EF i HK przecinają się w punkcie О. 

Nadto, proporcya (1) pokazuje że prosta EF leży na płasczyznie 
równoległej do boków AB i DC. Więc, w czworobokach spaczo- 
nych HKDA, HKCB prosta EF dzieli proporcyonalnie boki prze- 
ciwległe AD, HK, BC, to jest daje 

OH БА ЕВ 
OK ED ЕС 
I tak samo czworoboki spaczone EFBA і EFCD dają 
OE HA кр 
OF HB Кб 

Ztąd wynika że, w czworoboku spaczonym, śródki boków są 

wierzchołkami równoległoboku. 


UWAGA. — Gdy płasczyzna poprzeczna staje się równoległą do dwóch 
boków przeciwległych AB i GD, punkta m i p oddalają się w nieskończoność 
i stosunki m А ja 
тв PD’ 
stosunków odcinkowych staje się 

i . qD А al С. qD по 
пс qA dA nB 


przywodzą się do jedności ; więc wtedy wieloczyn 


Co daje twierdzenie XXXVI jako szczególny przypadek powyższego. 


http://rcin.org.pl 


KĄTY WIELOŚCIENNE. 169 
KĄTY WIELOŚCIENNE. 


OKREŚLENIE XV. — Figura utworzona z wielu płasczyzn prze- 
chodzących przez jeden punkt $ i zawartych między ich przecię- 
ciami SA, SB... nazywa się katem wielościennym albo bryłowym. 


Punkt S jest wierzchołkiem, przecięcia SA, SB..., krawędziami 
a płasczyzny zawarte w kątach ASB, BSC... за ścianami kąta 
wielościennego SABCDE. 

Oznacza się kąt wielościenny litera wierzchołka, po której kła- 
dzie się litery wszystkich ścian, i mówi się kat ЅА ВСІ). Ale, jeśli 
niema wątpliwości, można oznaczać kąt wielościenny samą litera 
jego wierzchołka, i mówić kąt wielościenny 8. 

Kąt wielościenny jest trójścienny, czworościenny..., według jak 
ma trzy, cztery... Ściany. 

Najprostszy z katów wielościennych jest kąt trójścienny SABC 5 
albowiem trzeba przynajmniej trzech płasczyzn do utworzenia 
kąta wielościennego. W kącie trójściennym jest sześć części do 
uważania : trzy ściany ASB, BSC, CSA, i trzy kąty dwójścienne 
SA, SB, SC. 


UWAGA. — Dla skrócenia mówi się często trójścian zamiast kąt trój- 
ścienny, a czasem dwójścian zamiast kąt dwójścienny. Ale nie można 
mówić czworościan. pięciościan,... zamiast kąt czworościenny, pięcio- 
ścienny, etc. ; bo czworościan, pięciościan... oznaczaja figury zamknięte 
przestrzeni o których później będzie mowa. 


Kąt wielościenny jest wypukły gdy leży całkiem z jednej strony 
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płasczyzny każdej ściany. Kąt trójścienny jest oczywiście wypukły. 

Dwa katy wielościenne SABCD, SA'B'C'D' są wierzchołkiem 

przeciwległe, gdy krawędzie jednego są prze- 

w / 8 dłużeniami krawędzi drugiego. Takie katy na- 

zywają się symetrycznemi jeden drugiego. Dwa 

М kąty symetryczne SABCD, SA'B'C'D' są równe 

JĄ we wszystkich częściach; bo ich ściany ASB 

i A'SB', BSG i B'SC/,... są równe między sobą, 

jako zawarte w kotach wierzchołkiem prze- 

dedyk, a ich katy dwójścienne SA i SA”, SBi SB',... są także 
równe między sobą jako krawędzią przeciwległe. 

Ale w tych dwóch kątach symetrycznych, części równe są 
w porządku odwrotnym ułożone. Jakoż, widz oparty na krawę- 
dzi SA, mający głowę w S a nogi w A, i patrzący wewnątrz kąta 
SABQD, spostrzega jego krawędzie, idące od prawej ręki ku le- 
wej, w porządku SB, SC, SD; gdy tymczasem drugi widz, mający 
podobną postawę w drugim kącie SA'B'CV, to jest głowę w 5 
a nogi w А’, spostrzega krawędzie idące od prawej ręki ku lewej 
w porządku odwrotnym 8р', 5С', SB'. 

Ztąd wynika że w ogólności dwa kąty 
wielościenne symetryczne nie są przysta- 
walne. Na dowodzenie tego, uważajmy 
naprzykład dwa trójściany symetryczne 
SABC, SA'B'C/ i przypuśćmy ze krawędź 
SC wystaje nad płasczyzną ASB, a temsa- 
mem że jej przedłużenie 5С' jest pod tą 
płasczyzną. Jeśli więc, dla wykonania 
przystawania dwóch trójścianów, położy- 
my ścianę A'SB' na ścianie ASB tak, żeby 
krawędź SA” przystała do SA i krawędź SB' padła na SB, jako 
gdybyśmy obrócili trójścian SA'B'C' na 180 stopni około osi 
prostopadłej do płasczyzny ASB w punkcie 8, wtedy krawędź SC 
zostanie ciągle pod płasczyzną ASB, i trójścian SA'B'C' nie przy- 
stanie do SABC 

Jeśli zaś wykonamy przystawanie tych dwóch trójścianów, 
przykładając przewróconą ścianę A'SB' na ścianę ASB, jako gdy- 
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byśmy dali trójścianowi SA'B'C' pół obrotu około dwójsiecznej SX 
kata ASB’; wtedy krawędź SA' przystanie do SB, i krawędź SB' 
do SA. Ale krawędź SC', chociaż tą тага przypada nad płasczyzną 
ASB, nie pójdzie po krawędzi 5С, bo płasczyzna ściany B'SC' nie 
przystaje do płasczyzny ASC, z przyczyny że katy dwójścienne 
SA i SB są ogólnie nierówne, a temsamem i kąty dwójścienne 
SA 1 SB' także nierówne. Więc dwa trójściany symetryczne SABC, 
SA'B'C' nie przystają do siebie. 

Jednakże, to co poprzedza pokazuje że, gdyby katy dwójścienne 
SA i SB były równe, płasczyzna A'SC' przystałaby do BSC i płas- 
czyzna B'SC' do ASC; zatem krawędź 5С' padłaby na SC. Więc 
wtedy dwa trójściany symetryczne byłyby równe. 


TWIERDZENIE XXXVIII. 


Jeśli z wierzchołka kąta trójściennego OABC wyprowadzimy do 
Jego ścian prostopadłe OA', OB', OC, każda z tej samej strony 
ściany co krawędź nieleżąca na niej, otrzymamy kąt trójścienny 
OA'B'C' SPEŁNIAJĄCY pierwszego, to jest taki którego ściany są 
spełnieniami katów dwójściennych przeciwległych w pierwszym, 
a jego kąty dwójścienne spełnieniami ścian tego kąta. 


c Jakoż, uważajmy w trójścianie OABC 

4 | kąt dwójścienny OA. Prostopadła OB' 

k do ściany АОС, z tej samej strony co kra- 

\ wędź OB, idzie w stronę ściany АОВ, 

— A аза prostopadła OC' do ściany АОВ, 

( Z tej samej strony co krawędź OC, idzie 

ў w stronę ściany AOC; więc ścia- 

РА / па В'ОС' czyli kąt В'ОС/ jest spełnie- 

В niem kąta dwójściennego ОА (29 wn.). 

Tak samo ściana A'OC' jest spełnie- 

niem kąta dwójściennego OB, a ściana A'OB' spełnieniem kąta 
dwójściennego OC. 

Nadto, ponieważ prosta OA' jest prostopadła do płasczyzny BOC, 

a prosta ОС! prostopadła do płasczyzny BOA , zatem kra- 

wędź OB jest prostopadła do ściany A'OC'; podobnie krawędź ОС 
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jest prostopadła do ściany A'OB'. Owoż, w trójścianie OA'B'C' 
krawędzie OB, OC są prostopadłe do ścian kąta dwójścien- 
nego ОА’; więc kąt ВОС, czyli ściana ВОС trójścianu OABC, jest 
spełnieniem kąta dwójściennego OA'. Tak samo ściany АОС i 
АОВ są odpowiednio spełnieniami katów dwójściennych OB' i OC. 

Dla tej wzajemnej własności dwa powyższe trójściany nazywają 
się spełniajacemi. 


c WNIOSEK. — Jeśli z punktu M, wziętego 
| wewnątrz kąta wójściennego OABC, spuścimy 

| prostopadłe MP, MQ, MR na jego ściany, 
Z > A otrzymamy trójścian MPQR spełniający pier- 
wszego. 

UWAGA. — Trzy płasczyzny, spotykające się w jednym punkcie O, tworzą 
osiem katów trójściennych ; łatwo widzieć że tylko dwa z tych katów są 
spełniającemi trójścianu M, jakiekolwiek jest położenie jego wierzchołka 
w przestrzeni. 


TWIERDZENIE XXXIX. 


W kacie trójściennym, każda ściana jest mniejsza od summy dwóch 
innych, a większa od ich różnicy. 

Dosyć jest dowieśdź że największa ściana jest mniejsza od 
summy dwóch innych. 

Niech będzie ASB największa ściana w ką- 
cie trójściennym S. Zróbmy na tej ścianie kąt 
BSD = BSC, i poprowadźmy jakąkolwiek po- 
przecznę AB; po czem, weźmy na krawędzi SC 
długość SC = SD, i połączmy CA, CB. Dwa trój- 
katy BSC, BSD, mające kąt równy zawarty między 
dwoma bokami równemi, за równe ; zatem bok BC = BD. 
Owoż, w trójkącie АВС 

AD+-DB <AC+ BC; więc Ар <АС. 

Uważając teraz że dwa trójkąty ASD, ASC mają hok AS spólny, 

bok SD równy 5С, a trzeci bok AD mniejszy od AC, widzimy że 
Ка! ASD < ASC. 
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Więc. dodając do pierwszej strony kat BSD a do drugiej kąt 
równy BSC, otrzymujemy 


ASB < ASC + BSC. 


Z nierówności 
ASC = BSC > ASB wynika ASC > ASB — BSD. 


WNIOSEK. — W jakimkolwiek kacie wielościennym każda ściana 
jest mniejsza od summy wszystkich innych. Aby tego dowieśdź, 
dość rozłożyć kąt wielościenny na trójściany, prowadząc płas- 
czyzny przez krawędzie tego kąta. 


TWIERDZENIE XL. 


W każdym trójścianie, a ogólnie w kącie wielościennym үҮРО- 
KŁYM, summa ścian (katów płaskich) jest mniejsza od czterech katów 
prostych. 


Niech będzie kąt wielościenny ЅАВСРЕ. 
Ponieważ ten kąt jest wypukły z założenia, 
wszystkie jego krawędzie SA, SB, SC,... leżą 
i) z jednej strony każdej ściany. Jeśli więc przez 

© jakąkolwiek poprzecznę AB, wziętą naprzykład 
na ścianie ASB, poprowadzimy płasczyznę 
i będziemy ją obracali około AB tak żeby, zaczynając od wierz- 
chołka S w którym spotyka wszystkie krawędzie, weszła we- 
wnątrz kąta wielościennego, ta płasczyzna może oczywiście 
wziąć różne położenia, w których przecina wszystkie ściany kąta 
i daje wielokąty wypukłe jako ABCDE. Łącząc teraz jakikol- 
wiek punkt wewnętrzny О tego wielokąta z jego wierzchołkami, 
utworzymy tyle trójkątów ile jest ścian w kącie wielościennym. 
Ztąd wynika że summa kątów w trójkątach mających wierzchołek 
w 5 jest ta sama co summa kątów w trójkątach mających wierz- 
chołek w О 

Owoż, w trójścianie ABES, mamy (39) 


BAE < SAB + SAE, albo ОАВ + ОАЕ < SAB 4-SAE; 
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tak samo, w trójścianach B, C,... 4 


ОВА + ОВС < SBA ++ SBC 
OCB -+ OCD < SCB + SCD 


To pokazuje że summa kątów przy podstawie w trójkątach 
mających wierzchołek w O jest mniejsza od summy kątów przy 
podstawie w trójkatach mających wierzchołek w S; zatem dla 
zrównania, summa kątów przy wierzchołku S musi być mniejsza 
od summy kątów przy wierzchołku O. Ale wielokąt ABCDE jest 
wypukły, z przyczyny że kąt wielościenny 8 jest wypukły; przeto 
katy AOB, BOC,... około wierzchołka О nie zachodzą jeden na 
drugi, i ich summa czyni cztery kąty proste. Więc summa kątów 
płaskich które tworzą kąt wielościenny S wypukły jest mniejsza 
od czterech katów prostych. 


TWIERDZENIE XLI. 


W każdym trójścianie, 19 summa katów dwójściennych jest za- 
warta między DWOMA i SZEŚCIOMA katami prostemi, 2° Każdy kat 
dwójścienny powiększony dwoma prostemi jest większy od summy 
dwóch innych. 


Jeśli nazwiemy А,В,С kąty dwójścienne kąta trójściennego 
SABC, ściany (to jest kąty płaskie) trójścianu spełniającego 
będą 2 — A, 2? — B, 2 —C. Zatem 


4° Ponieważ w trójścianie spełniającym summa ścian jest 
mniejsza od czterech katów prostych, mamy 


2—A+-2—B+2—0<h; więc А-ЕВ-ЕС:>2>. 


Do tego, każdy kat dwójścienny trójścianu jest mniejszy od 
dwóch kątów prostych; więc 


A+B+0< 6. 


2° Każda ściana trójścianu jest mniejsza od summy dwóch 
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innych (39); ztąd wynika że w trójścianie spełniającym jest 
2—A<2—B+2—0; więc ArH? В + С. 


WNIOSEK. — W trójścianie kat dwójścienny zewnętrzny jest więk- 
szy od różnicy dwóch kątów dwójściennych wewnętrznych nieprzy- 
ległych. Jakoż, na mocy 2° mamy 


2 + O >A + В; więc 2р – А > В — С. 
przypuszczając В > С. 


Uwaga, — Należy uważać że w trójścianie summa katów dwój- 
ściennych nie jest stała jako w trójkącie, i tylko się zawiera mię- 
dzy 2 16 kątami prostemi. 

Zatem, trójścian może mieć jeden, dwa a nawet trzy kąty 
dwójścienne proste albo rozwarte. Itak, gdy trzy krawędzie 
trójścianu są prostopadłe między sobą, trójścian ma trzy kąty 
dwójścienne proste, i nazywa się trójprostokatnym ; gdy jedna 
krawędź jest prostopadła do dwóch innych, trójścian jest dwój- 
prostokątny ; nareszcie trójścian mający jeden tylko kąt dwój- 
ścienny prosty nazywa się prostokatnym. 


RÓWNOŚĆ KĄTÓW TRÓJŚCIENNYCH. 
TWIERDZENIE XLII. 


Dwa katy trójścienne sa równe gdy mają ścianę równa PRZYLEGŁĄ 
dwom katom dwójściennym równym każdy każdemu i podobnie uto- 
żonym. 


А ; Niech będą dwa trójściany SABG, 
A У S'A'BIC, w których ściana ASB jest 
równa ścianie A'S'B', kąty dwójścien- 
p / ne SA, S'A' równe między sobą, і kąty 
У А A \ dwójścienne SB, S'B' także równe 


między sobą. Przypuszczamy nadto 
że układ części równych jest jednakowy w obydwóch trójścia- 
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nach, to jest: że widz, oparty na ścianie ASB ос głowę w S 
i patrząc wewnątrz trójścianu SABC, spotrzega ścianę ASC na 
prawo a ścianę BSC na lewo; tak samo, widz mający podobną 
postawę w trójścianie S'A'B'Q, spostrzega ścianę A'S'Q' na prawo 
a ścianę B'S'C' na lewo. Powiedam że takie trójściany są przy- 
slawalne, to jest równe. 

Jakóż, połóżmy trójścian S'A'B'C na trójścianie SABC tak, żeby 
ściana A'S'B' przystała do swej równej ASB, i krawędź S'A' padła 
na SA a krawędź S'B' na SB; wtedy, płasczyzna A'S'C' przystanie 
do ASC, bo kąty dwójścienne S'A' i SA są równe; і tak samo, 
płasczyzna B'S'€' przystanie do BSC, bo kąty dwójścienne S'B', 
SB są równe. Więc krawędź S'C' pada na SC, i dwa trójściany 
przystają do siebie 


je” 


а. 


Лу ЛХ 


Niech będą teraz dwa trójściany SABC, S'A'B'C' w których 
ściana ASB=A'S'B', i kąty dwójścienne przyległe równe 
SA = S'A', 5В = 8'В', ale niejednakowo ułożone w obydwóch 
trójścianach ; to jest : widz oparty na ścianie ASB ma kąt dwój- 
ścienny SA na prawo ; a zaś widz, podobnie oparty na ścianie 
A'S'B', ma kąt dwójścienny odpowiedny S'A' па lewo. Powiedam 
że te dwa trójściany, mające części równe każda każdej ale 
w porządku odwrotnym ułożone, są symetrycznie. Jakoż, trójścian 
S'A'B'C' i jego symetryczny S'A'B'C' mają te same części równe 
ale w porządku odwrotnym ułożone ; ztąd wynika że trójściany 
SABC i S'A'B'U' czyniące zadość powyższemu twierdzeniu, są 
przystawalne. Więc trójściany SABC, S'A'B'C' są symetryczne. 
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TWIERDZENIE XLII. ы 


Dwa katy trójścianu są równe, albo symetryczne, gdy mają kąt 
dwójścienny równy zawarty między dwiema ścianami równemi 
każda każdej. 


Dowodzenie jako wyżej: te trójściany są przystawalne albo 
symetryczne, według jak części równe są albo nie ва podobnie 
ułożone. 


Uwaga, — Powtarzając wiadome dowodzenie geometryi płas- 
kiej (I, 11), przyzwoicie zastosowane, nie trudno okazać nastę- 
pujące twierdzenie : 

Gdy dwa trójściany mają dwie ściany równe każda każdej, zawie- 
rajace kąt dwójścienny nierówny, wtedy naprzeciw kąta dwójścien- 
nego mniejszego е5. ściana mniejsza, | NAWZAJEM. 


TWIERDZENIE XLIV. 


Dwa katy trójścienne są równe gdy mają ściany równe między 
sobą i w tym samym porządku. 


Niech będą dwa trójściany S, S', mające kąty płaskie równe i 


w tym samym porządku idące. Możnaby, opierając się na ostatniej 
uwadze, dowieśdź tego twierdzenia rozumowaniem któregośmy 
w geometryi płaskiej użyli (l, 12), Ale wolimy dać następujące 
dowodzenie wprost. 
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Weźmy sześć krawędzi równych SA, SB, SG, S'A/, S'B', S'C'; 
wyobraźmy podstawy АВС, ABC i z wierzchołków 5, S' 
spuśćmy na nie odpowiedające prostopadłe 80, S'0', których 
spodki O, 0' będą środkami kół opisanych na tych podstawach. 

Teraz, uważajmy że dwa trójkąty równoramienne ASB, A'S'B', 
mające kąty przy wierzchołku równe z założenia, są równe ; za- 
tem bok AB= A'B’. Dla tej samej przyczyny bok AC=AC'i 
вб== В'С/. Więc dwa trójkąty ABC, А'В'С” są równe. Ztąd wy- 
nika że promienie ОА, O'A’ kół opisanych są równe, a następnie 
że trójkąty prostokątne А05, A'O'S' są równe. 

Jeśli więc położymy trójścian SABC na S'A'B'C' tak żeby pod- 
stawa АВС przystała do swej równej A'B'C', wtedy środek koła О 
padnie na O' , wysokość OS przystanie do 0'5/ (5), i wierzchołek 5 
padnie na S’. Więc dwa trójściany są przystawalne, to jest równe. 

WNIOSEK. — Dwa trójściany mające ściany równe każda każdej, 
ale w porządku odwrotnym ułożone, są symetryczne. 


TWIERDZENIE XLV, 


Dwa kąty trójścienne są równe albo symetryczne, gdy mają kąty 
dwójścienne równe każdy każdemu. 

To twierdzenie, spółwzględne poprzedzającego, jest jego następ- 
stwem. Jakoż, dwa trójściany spełniające trójścianów zadanych 
mają ściany równe każda każdej; więc są równe albo syme- 
tryczne. Ztąd wynika że trójściany zadane mają ściany równe 
każda każdej ; więc są równe albo symetryczne. 


UwaGA. — Wynika z poprzedzających twierdzeń że, gdy dwa 
trójściany są równe albo symetryczne, naprzeciw ścian odpo- 
wiednych równych są kąty dwójścienne równe, I NAWZAJEM. 


"TWIERDZENIE XLVI. 


W każdym trójścianie, 1° naprzeciw ścian równych są kąty dwój- 
ścienne równe, 9° naprzeciw ściany mniejszej jest kąt dwójścienny 
mniejszy. | NAWZAJEM, 
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1° Niech będzie trójścian SABC (fig. 4), w którym dwie ściany 


Fig. 1. Fig. 2. 


ASC 1 BSC są równe; powiedam że kąty dwójścienne SB i SA 
naprzeciw tych ścian leżące są równe. Jakoż, przez dwójsiecznę 
SD kąta ASB i przez krawędź SC poprowadźmy płasczyznę DSC. 
Dwa trójściany SDCA i SDCB majace ściany równe każda każdej 
ale w porządku odwrotnym ułożone, są symetryczne (44). Więc 
kąty dwójścienne SA i SB są równe. 


UWAGA. — Z symetryi dwóch trójścianów SACD, SBOD, wynika że kąty 
dwójścienne ASCD i BSGD śą równe, i kąty dwójścienne ASDC, BSDC speł- 
niające także równe między sobą. Więc w trójścianie który ma dwie ściany 
równe ASG, BSC, płasczyzna przechodząca przez krawędź spólną 50 i przez 
dwójsiecznę SD ściany ASB dzieli kat dwójścienny SC na dwie równe części, 
i jest prostopadła do ściany przeciwległej ASB. 


2° Jeśli w trójścianie SABC (fig. 2), ściana ASC jest większa od 
ściany BSC, kąt dwójścienny GBSA jest większy od dwójścien- 
nego CASB. Jakoż, na płasczyznie ściany mniejszej BSC weźmy 
kąt CSD=CSA, i poprowadźmy płasczyznę ASD; otrzymamy 
trojścian SAGD, w którym katy dwójścienne SD i CASD, prze- 
ciwległe ścianom równym, są równe. Owoż, w trójścianie SABD 


kąt АВС >SD — BASD ; 


więc, podstawiając zamiast kata dwójściennego SD jego równy 
CASD, będzie 


ABSC>CASD—BASD, albo ABSC>BASC. 


Wzajemnice są oczywiste, 
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WNIOSEK. — Trójścian równoramienny jest równokątny, 1 NA- 
WZAJEM, 


UWAGA. — Powyższe twierdzenia pokazują że między trójkatami i trój- 
ścianami jest pewne podobieństwo własności; tak że z jednych można 
przejść do drugich, podstawiajac tylko zamiast boków i katów trójkąta 
ściany i katy dwójścienne trójścianu ; albo na odwrot. 

I tak, w trójkącie każdy bok jest większy od summy dwóch innych; a 
w trójścianie, każda ściana jest mniejsza od summy dwóch innych. Ale 
niema potrzeby dodawać że ta odpowiedność własności jest ograniczona. 
Kąt zewnętrzny trójkąta równa się summie dwóch kątów wewnętrznych 
nieprzyległych ; gdy tymczasem kąt dwójścienny zewnętrzny trójścianu 
jest większy od różnicy dwóch kątów wewnętrznych nieprzyległych, i nie 
ma stałego związku z summą tych katów. 


TWIERDZENIE XLVII. 


W kącie wielościennym WYPUKŁYM mającym n ścian, 1° summa 
katów dwójściennych jest zawarta między 2(n—2) i 2n katów pros- 
tych; 2 każdy kat dwójścienny jest większy od różnicy między 
summa wszystkich innych i summa 2(n — 2) katów prostych. 


Albowiem, prowadząc płasczyzny przez jedną krawędź i przez 
każdą z innych, można rozłożyć ten kąt wielościenny wypukły 
na 2(n—2) trójścianów. 

Owoż, 1° w trójścianie, summa kątów dwójściennych jest 
większa od dwóch kątów prostych; więc summa kątów dwój- 
ściennych kąta wielościennego jest większa od 2(n—2) katów 
dwójściennych prostych. 

2° W kącie wielościennym wypukłym każdy kąt dwójścienny 
jest mniejszy od dwóch kątów prostych ; więc summa wszystkich 
jego katów dwójściennych jest mniejsza od 2п kątów dwójścien- 
nych prostych. 


WNIOSEK. — W kacie wielościennym WYPUKŁYM, summa katów 
dwójściennych zewnętrznych jest mniejsza od czrERECH kątów dwój- 
ściennych prostych. Bo, przy każdej krawędzi, kąt dwójścienny 
zewnętrzny jest spełnieniem dwójściennego wewnętrznego ; za- 
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tem summa wszystkich katów dwójściennych zewnętrznych i 
wewnętrznych czyni 2л kątów dwójściennych prostych. Ale 
summa samych katów dwójściennych wewnętrznych jest większa 
od 2n—4h katów dwójściennych prostych ; więc summa katów 
dwójściennych zewnętrznych jest mniejsza od czterech kątów 
dwójściennych prostych. 

Ztąd wynika że, kąt wielościenny WAPURŁY nie może mieć więcej 
niż trzy katy dwójścienne wewnętrzne ostre; bo nie może mieć wię- 
cej niż trzy katy dwójścienne zewnętrzne rozwarte. 

Uwaga. — Dla uzupełnienia teoryi kątów wielościennych, trze- 
baby tutaj dać twierdzenia ich równości, i powiedzieć jak się 
mierzy te kąty za pomocą kąta trójściennego trójprostokątnego 
wziętego za jedność. Ale o tych rzeczach lepiej będzie mówić po 
wielokątach sferycznych którym kąty wielościenne odpowiedają. 


ZAGADNIENIE. 


Zbudować trójścian którego trzy ściany за dane. 


Żeby można zbudować trójścian ze trzech ścian danych, trzeba, 
jako wiemy, żeby największa ściana była mniejsza od summy 
dwóch innych, i żeby summa trzech ścian była mniejsza od czte- 


rech katów prostych. Następujące rozwiązanie dowodzi że te wa 
runki są dostateczne, 


Nakreślmy na płasczyznie kat ASB 
równy kątowi największej ze trzech ścian 
danych, i kąty przyległe ASC, BSD równe 
dwom innym ścianom ; z wierzchołka 8 
jako środka, promieniem dowolnym, 
opiszmy koło które przetnie ramiona tych 
kątów w punktach A, В, С, D; weźmy 
łuk АЕ—АС iłuk ВЮ = ВЕ, i poprowadźmy cięciwy CE, DF 
które będą prostopadłe odpowiednio do promieni SA, SB. 

Ponieważ z założenia ściana ASB jest mniejsza od summy 
dwóch innych ASC, BSD, będzie łuk AB < AE + BF; zatem 
punkta E i F leżą oba na łuku AB, i punkt E przypada między 
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BiF. Nadto, ponieważ summa trzech ścian ASB, ASC, BSD 
jest mniejsza od czterech katów prostych, summa łuków 
AB + AC -++ BD jest mniejsza od okręgu ; zatem punkt С znaj- 
duje się zewnątrz łuku ABD. Dla tych dwóch przyczyn punkta C 
i E leżą osobno na obydwóch łukach cięciwy DF; więc cięciwy 
CE i DF przecinają się wewnątrz koła w punkcie O. 

Teraz z punktu O wyprowadźmy do płasczyzny ASB prostopa- 
dłę OK, i na płasczyznie GOK nakreślmy z punktu G jako środka, 
promieniem СС, łuk koła który przetnie prostopadłę OK w dwóch 
punktach К i К”, bo promień GQ jest większy od GO ; nakoniec, 
jeśli połączymy przecięcie К z wierzchołkiem 8, trójścian SABK 
będzie miał ściany dane. Jakoż, poprowadźmy KG, KH; te proste 
są prostopadłe odpowiednio do SA, SB na mocy twierdzenia 
trzech prostopadłych. Zatem dwa trójkąty SGK, SGC, mające 
kąty proste przy G zawarte między dwoma bokami równemi 
każdy każdemu, są równe. Ztąd wynika że ściana ASK jest równa 
danej ASC, i bok SK = SC = SD. Więc dwa trójkąty SHK, SHD 
prostokątne przy H, mające przeciwprostokątnę równą i bok 
spólny, są równe ; to dowodzi że trzecia ściana SHK jest równa 
danej SHD. 

Zagadnienie ma drugie rozwiązanie, trójścian SABK’, który 
się otrzymuje łącząc wierzchołek 5 z drugim punktem przecię- 
cia К’. Te dwa trójściany SABK, SABK’, mające ściany równe 
każda każdej, ale w porządku odwrotnym ułożone, są syme- 
tryczne. 

UWAGA. — Na figurze przypuszczono że kąty przyległe ASC, BSD są 
ostre; gdy jedna ze ścian np. ASC jest rozwartokatna, dowiedzie się równości 
ścian ASK i ASC, uważając trójkąty mające spełnienia katów tych ścian. Gdy 
jedna ze ścian jest prostokątna, wtedy równość ścian wykreślonej i danej 
jest widoczna; a gdy dwie ściany są prostokątne, natenczas prostopadła 
wyprowadzona z punktu 5 do płasczyzny ASB jest oczywiście trzecią kra- 
wędzią żądanego trójścianu, który jest dwójprostokątny albo nawet trój- 
prostokątny. 

Zbudować trójścian którego trzy kąty dwójścienne A, B, С są 
dane. To zagadnienie jest spółwzgłędne poprzedzającego ; aby je 
rozwiązać, dość zbudować trójścian spełniający którego ściany 
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. 
są: 2— A, 2— В, 2—C (biorąc kąt prosty za jedność kątową), 
i wyznaczyć jego katy dwójścienne które będą ścianami szu- 
kanego. 
Owoż, aby trójścian spełniający był możebny, trzeba i dość 
jest żeby, przypuszczając А <В < С, było: 


3-—AX2—8B4+2—0 i 2=4A462—84-1—6<4 
albo А5846: 1 654486059, 


Więc aby, mając dane trzy kąty dwójścienne А, В, С, można 
było zbudować trójścian, tuzeba i dość jest żeby najmniejszy z tych 
kątów powiększony dwoma prostemi przewyższał summę dwóch їп- 
nych, i żeby summa trzech kątów dwójściennych była zawarta mię- 
dzy dwoma i sześcioma kątami prostemi. Wiemy już że te warunki 
są konieczne (ЦА), teraz widzimy że są dostateczne. 


PEK CZTERECH PŁASŚCZYZN. 


Płasczyzny przechodzące przez jedną linię prostą stanowią pęk 
płasczyzn. 


"TWIERDZENIE XLVIII. 


Gdy pęk czterech płasczyzn, przechodzących przez jedną linię 
prostą SN, jest przecięty płasczyzną poprzeczną jakąkolwiek SAD, 
stosunek nieharmoniczny czterech linij przecięć SA, SB, SC, CD jest 
stały, niezależny od położenia płasczyzny poprzecznej. 


Jakoż, do prostej SD poprowadźmy płasczyznę prostopadłą 
OAD, która przetnie cztery płasczyzny pęku i płasczyznę poprze- 
czną wedle prostych ОА, ОВ, 0С, OD, i AD. Pęki (S. ABCD) 

L i (О. ARCD), przecinając poprzecznę AD 
w tych samych punktach A, B, С, D, mają 
ten sam stosunek nieharmoniczny. Ale sto- 
sunek nieharmoniczny реки (О. ABCD) jest 
stały, bo promienie tego pęku tworzą kąty 
prostolinijne czterech płasczyzn danego pęku; 
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więc stosunek nieharmoniczny реки (S. ABCD) jest także stały, 
jakiekolwiek płasczyzna poprzeczna bierze położenie. 

Na mocy tego twierdzenia, nazwano stosunkiem nieharmonicznym 
peku czterech płasczyzn stosunek nieharmoniczny czterech linij 
przecięć tego pęku przez płasczyznę poprzeczną. 


UWAGA. — To wszystko staje się oczywistem jeśli użyjemy trygono- 
metryi ; albowiem wartość stosunku nieharmonicznego pęku czterech linij 
prostych zależy tylko od samych kątów tych linij. I w samej rzeczy, w pęku 
(О. ABCD) mamy 


б _ AO, , _0B_ ВО а CA __ AO wstCOA 
GOA нс ' wst GOB жб” ** GB БО эв СОВ’ 


Znajdziemy tak samo 
DA АО wst DOA 
DB ВО wst DOB 
wi BCD СА DA _ wst COA , wst DOA 
е (0. ABGD)= СВ: DB wst COB * wst РОВ” 
Widzimy teraz jasno co znaczy stosunek nieharmoniczny pęku czterech 
linij prostych, albo pęku czterech płasczyzn. 


WNIOSEK. — Gdy jakakolwiek poprzeczna AD spotyka pęk czte- 
rech płasczyzn, SOA, SOB, SOC, SOD, stosunek nieharmoniczny 
czterech punktów przecięć A, В, С, D jest równy stosunkawi nichar- 
monicznemu tych płasczyzn. Bo oba stosunki nieharmoniczne są 
równe stosunkowi nieharmonicznemu czterech linij przecięć 
SA, SB, SC, SD, wyznaczonych przez płasczyzny pęku na płas- 
czyznie poprzecznej która przechodzi przez AD. 

Pęk czterech płasczyzn nazywa się karmonicznym gdy jego sto- 
sunek nieharmoniczny jest —1. Wtedy, wszelka płasczyzna 
poprzeczna albo wszelka sieczna wyznacza układ hartaoniczny 
czterech linij prostych albo czterech punktów. m 


ZADANIA. 


803. — Linia prosta jest prostopadła do płasczyzny jeśli czyni kąty równe 
ze trzema liniami prostemi które leżą na tej płasczyznie. 
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804. — Jakie jest miejsce geometryczne punktów płasczyzny które są 
równo oddalone od dwóch punktów danych zewnątrz tej płasczyzny ? 


805. — Jakie jest miejsce geometrycne spodków linij prostopadłych, 
spuszczonych z punktu danego zewnątrz płasczyzny, na linie proste które 
przechodzą na tej płasczyznie przez jeden z jej punktów ? 


506. — Dwie płasczyzny jedna prostopadła a druga pochyła do trzeciej 
spotykają się. 
807. — Znaleźć miejsce środka linii prostej która, mając długość 


zmienną, opiera się na ścianach kąta dwójściennego prostego i porusza się 
równolegle dodanego kierunku. 


808, — W kącie trójściennym, summa kątów utworzonych przez krawę- 
dzie ze ścianami przeciwległemi, jest mniejsza od summy ścian, (a równa 
w trójścianie trójprostokatnym). 


809. — Gdy dwie płasczyzny są prostokątne, wszelka sieczna tworzy 


z niemi dwa kąty których summa jest mniejsza od kąta prostego, a najwięcej 
mu równa. 


810. — Przez trzy punkta A, В, C linii prostej, poprowadzono trzy 
równoległe które spotykają plasczyznę M w punktach P, Q, R; dowieśdź że 
АВ .CR = АС. ВО BC. AP; 

znak + albo — według jak punkt С jest między A i B albo zewnątrz. 

811. — W kącie trójściennym, 

19 Płasczyzny dwójsieczne katów dwójściennych spotykają się wedle linii 
7 prostej, która jest miejscem punktów równo oddalonych od ścian tego trój- 
ścianu. 

2° Płasczyzny poprowadzone przez krawędzie, prostopadle do ścian 
przeciwległych, przecinają się wedle jednej linii prostej. 

3° Płasczyzny poprowadzone „przez dwójsieczne ścian, prostopadle do 
tych ścian, spotykają się wedle linii prostej, która jest miejscem punktów 
równo oddalonych od trzech krawędzi trójścianu. z 

це PI zny poprowadzone przez krawędzie i przez dwójsieczne ścian 
m a spolykają się wedle linii prostej. 

UwaGA. — Te cztery twierdzenia są prawdziwe, gdy wierzchołek kąta 
trójściennego oddala się w nieskończoność, to jest gdy trzy krawędzie stają 
się równoległemi. 

812. — Linia prosta równo nachylona na dwie płasczyzny spotyka je 
w dwóch punktach równo oddalonych od ich precięcia, I NAWZAJEM, 
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813. — Wszelkie przcięcie trójścianu prostokątnego przez płasczyznę 
prostopadłą do jednej z krawędzi jest trójkątem prostokątnym. 

814. — Przecinając trójścian prostokątny płasczyzną spotykającą wszystkie 
krawędzie, otrzymuje się trójkąt w którym punkt spotkania wysokości jest 
rzutem wierzchołka trójścianu na tej płasczyznie. 

815. — Przez punkt dany poprowadzić linię prostą któraby spotykała 
dwie proste nie leżące na jednej płasczyznie. 

816. — Poprowadzić linię prostą równoległą do danej, i któraby spotykała 
dwie dane proste nie leżące na jednej płasczyznie. 


817, — Przeciąć kąt czworościenny wypukły płasczyzną tak żeby prze- 
cięcie było równoległobokiem. 

818. — Przez punkt dany w przestrzeni poprowadzić linię prostą któraby 
czyniła katy równe ze trzema liniami prostemi danemi, albo ze trzema 
płasczyznami danemi. 

819. — Przez dany punkt poprowadzić płasczyznę któraby czyniła katy 
równe ze trzema liniami prostemi danemi : — albo ze trzema płasczyznami 
danemi. 

820. — Między dwiema liniami prostemi, nie leżącemi na jednej płasczy- 
znie, poprowadzić linię prostą długości danej, równoległą do płasczyzny 
danej. 

821. — Sa dane w przestrzeni dwa punkta i linia prosta. Poprowadzić 
przez tę linię płasczyznę taką, żeby prostopadłe na nią spuszczone z tych 
dwóch punktów miały się w stosunku m : n. 

822. — Są dane cztery punkta A, B, С, D w przestrzeni ; przez punkt D 
poprowadzić płasczyznę taką, żeby prostopadłe na nią spuszczone z punktów 
A, В, © były proporcyonalne do liczb m, n, p. 

823. — Poprowadzić płasczyznę taką, żeby prostopałe na nią spuszczone 
ze czterech danych punktów A, B, С, D, były proporcyonalne de liczb 
m, n, р, 9 

= 

824. Znaleźć miejsce geometryczne punktów, 1° równo oddalonych od 
trzech punktów danych ; albo 2° równo oddalonych od trzech prostych 
które leżą na jednej płasczyznie : albo jeszcze 3° równo oddalonych od trzech 
płasczyzn. m 

825. — Miejsce punktów równo oddalonych od dwóch prostych nie leżę- 
cych na jednej płasczyznie. 
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826. — Miejsce punktów takich żeby summa prostopadłych spuszczonych 
na dwie płasczyzny dane równała się linii danej. 


Zamiast sammy wziąć różnicę. 


827. — Miejsce punktów takich żeby summa prostopadłych spuszczonych 
na n płasczyzn danych równała się linii danej. 


828. — Miejsce punktów których stosunek odległości od dwóch płasczyzn 
danych jest ilością daną. 


829. — Miejsce punktów których odległości od trzech płasczyzn danych 
są proporcyonalne do m, n, p. 


830. — Znaleźć na płasczyznie miejsce geometryczne punktów takich, 
żeby summa kwadratów odległości każdego z nich od dwóch punktów da- 
nych zewnątrz tej płasczyzny była ilością stałą. 

831. — Znaleźć na płasczyznie młejsce geometryczne punktów takich, żeby 


różnica kwadratów odlegiłości każdego z nich od dwóch punktów danych 
zewnątrz tej płasczyzny była ilością stałą. 


832. — Znaleźć miejsce: geometryczne środka linii prostej, mającej dłu- 
gość daną, której skrajnośści pomykają się po dwóch prostych prostokątnych 
nie leżących na jednej płassczyznie. 

833. — Dane są dwie plasczyzny jakiekolwiek i punkt zewnętrzny przez 
który poprowadzono poprzzecznę do tych płasczyzn ; znależć miejsce punktów 
harmonicznie sprzężonych z danym, względem dwóch punktów spotkania 
poprzecznej z danemi płasczyznami, 


834. — Znaleźć miejsce punktów których summa odległości od dwóch 
płasczyzn danych równa się linii danej, 

835. — Zogólnić za pomocą znaków -- і — , miejsce punktów których 
summa odległości od trzech płasczyzn danych równa się linii danej. 

886. — Znaleźć na danej prostej punkt taki, żeby samma jego odległości 
od dwóch płasczyzn przecinających się była minimum. 

837. — Mając dane trzy proste w przestrzeni, nie leżące po dwie na 
jednej płasczyznie ; poprowadzić poprzecznę taką, żeby jej odcinki zawarte 
między temi liniami były proporcyonalne do liczb danych. 

838. — Mając dane dwa punkta A i B zewnątrz płasczyzny, znaleźć na 
tej płasczyznie punkt taki, żeby summa jego odległości od punktów A i B 
była minimum. 


839. — Mając dane dwa punkta A i B, zewnątrz płasczyzny P, znaleźć 
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na tej płasczyznie punkt taki, żeby różnica jego odległości od punktów Ai B 
była maximum. 

840 — Linia prosta, opierająca się na dwóch prostych danych w przes- 
trzeni, zmienia ciagle położenie, ale zostając równoległa do danej płasczyzny ; 
jakie jest miejsce geometryczne punktów które dzielą tę prostę ruchomą 
w stosunku danym ? 

841. — Jeśli zrzutajemy punkt przestrzeni na dwóch płasczyznach prze- 
cinających się, prostopadłe spuszczone z tych dwóch rzutów na spólne prze- 
cięcie płasczyzn spotykają się w jednym punkcie. I nawzajem, dwa punkta 
leżące na dwóch płasczyznach przecinających się są rzutami jednego punktu 
przestrzeni, jeśli prostopadłe spuszczone z tych punktów na spólne przecię- 
cie płasczyzn spotykają się w jednym punkcie. 

842. — Mając dany czworobok spaczony i linię prostą która dzieli dwa 
boki przeciwległe na części proporcyonalne, znależć drugą prostę któraby 
była prostopadła do pierwszej i dzieliła także proporcyonalnie dwa inne boki 
czworoboku. 

843. — W czworoboku spaczonym, trzy linie łączące środki przekątnych 
i środki boków przeciwległych przecinają się zobopólnie na równe części. 

844. — Jeśli linia prosta EI posuwa się po dwóch bokach przeciwległych 
AB i CD czworoboku spaczonego tak żeby było 


EA _2FB 
ED "FO" 


» jest ilością stałą, ta linia ruchoma spotyka zawsze trzy proste niezmienne. 
845. — Płasczyzna poprzeczna spotykająca boki wielokąta spaczonego 
ABCD... w punktach a, b, c,... daje 
aà | bB ca 
aB bC ср 
846. — W sześciokącie spaczonym, mającym boki przeciwległe równe 
i ówsoległe, środki boków są na jednej płasczyznie. 
Allo ogólniej. W wielokącie spaczonym parzystej liczby boków, mającym 
boki przeciwległe równe i równoległe, linie które łączą wierzchołki prze- 
ciwległe i linie które łączą środki boków przeciwległych spotykają się 


w jednym punkcie. 


з, E pA 
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WIELOŚCIANY. 


OKREŚLENIE I — Wzełościan jestlo część przestrzeni zamknięta 
płasczyznami. Ale czasem nazywa się także wielościanem wszelka 
powierzchnia zamknięta utworzona z wielokątów. 

Te wielokąty nazywają się ścianami, linie spotkania ścian kra-- 
wędziami albo окат, a punkta spotkania krawędzi uierzchoł- 
kami wielościanu. 

Summa wszystkich ścian wielościanu stanowi jego powierzchnię. 

Wielościan jest czworościanem, pięciościanem, sześciościanem,... 
według jak ma cztery,, pięć, sześć,... ścian. 

Czworościan jest najjprostszy z wielościanów ; albowiem trzema 
płasczyznami nie możma zamknąć przestrzeni. 

Nazywa się przekątmą wielościanu wszelka prosta która łączy 
dwa wierzchołki nie należące do jednej ściany; a płasczyzna 
przekątną, wszelka płasczyzna która przechodzi przez trzy wierz- 
chołki nie należące wszystkie do jednej ściany. 

Wielościan jest wypukły jeśli leży cały z jednej strony każdej 
ściany. 

Między wielościanami odróżnia się szczególniej graniaston i pi- 
ramidę, 


П. — GnaNiasroN (graniastosłup) jestto wielościan mający 
dwie ściany równoległe i równe a wszystkie 
inne równoległoboczne. 

Można wyobrazić graniaston utworzony 
następującym sposobem : 

Z wierzchołka A wielokąta ABCDE prowa- 
dzi się, zewnątrz jego płasczyzny, prostę AA' 
i przez jej skrajność А’ płasczyznę równoległą 
do płasczyzny ABCDE ; potem, przez wszyst- 

http://rcin.org.pl 


490 ‚ KSIĘGA SIÓDMA. 


kie inne wierzchołki B, С, D, E prowadzi się, aż do spotkania z tą 
płasczyzną równoległą, proste BB', СС', DD',.. równoległe do 
AA', Te równoległe są wszystkie równe prostej AA' (23); zatem 
wszystkie boczne ściany АВВ'А’, BCC'B',... są równoległobokami ; 
wielokąty ABCDE, A'B'C'D'E' są równoległe i równe, bo mają 
boki odpowiedne równe i równoległe. Więc wielościan tak otrzy- 
many jest graniastonem. 

Te dwa wielokąty ABCDE, A'B'C'D'E' równe i równoległe na- 
zywają się podstawami graniastonu, a ich odległość jest jego 
wysokością. 

Proste AA', BB'... są krawędziami bocznemi graniastonu, a 
summa równoległoboków ABB'A', BCQC'B'... stanowi jego po- 
wierzchnię boczną. 

Graniaston jest prosty albo pochyły, według jak krawędzie 
boczne są prostopadłe albo pochyłe do podstaw. 

Graniaston nazywa się foremnym gdy jest prosty i ma za pod- 
stawy wielokąty foremne. 

Graniaston jest trójkatny, czworokatny, pięciokątny gdy ma za 
podstawę trójkąt, czworokąt, pięciokąt,... 


1а > | Ш. — Graniaston mający za podstawy ró- 
„add КШ Ж | wnoległoboki nazywa się RÓWNOLEGŁOŚCIANEM. 


Równoległościan może być prosty albo 

Е pochyły. Równoległościan prosty, mający za 

iły Ac podstawy prostokaty, jest równoległościanem 

| prostokątnym. Wszystkie ściany równoległo- 
лерде ścianu prostokątnego są prostokątami. 

Nazywa się SZEŚCIANEM równoległościan którego podstawy i 
ściany boczne są kwadratami. 

IV. — Jeśli zetniemy graniaston płasczyzną 
nierównoległą do podstawy, część pozostała 
ABCDEFGHIK będzie pniem graniastonu albo 
graniastonem ściętym. 

V. — Wielościan mający wszystkie ściany 
równe i wszystkie katy równe nazywa się 
foremnym, jako sześcian. Jest tylko dziewięć 
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wielościanów foremnych, pięć wypukłych a cztery gwiaździste, 
jako później zobaczymy. 


Үр. — Prawa (niewłaściwie ostrosłup) jestto wielościan któ- 


8, rego jedna ściana jest wielokątem jakim- 
JEN kolwiek ABCDE, a wszystkie inne ściany są 
/ Н a trójkatami majacemi boki tego wielokąta za 
/ | IRA podstawy, i punkt S przestrzeni za spólny 


zeń DK wierzchołek. 
а) | Р / Ten wielokąt ABCDE jest podstawa, a 


а в punkt S wierzchołkiem piramidy. 

Wysokościa piramidy jest prostopadła SF spuszczona z wierz- 
chołka 5 na podstawę ABCDE. 

Proste SA, SB,... są krawedziami bocznemi piramidy,ta summa 
ścian trójkątnych SAB, SBC,... stanowi jej powierzchnię boczną. 

Piramida jest wielościanem którego wszystkie wierzchołki, 
prócz jednego, są na jednej płasczyznie. 

Przecinając kat wiielościenny S płasczyzną spotykającą wszystkie 
krawędzie, otrzymujjemy wielościan SABGDE który jest piramidą. 

Piramida nazywa się foremna, gdy ma za podstawę wielokąt 
foremny którego Środkiem jest spodek wysokości. Krawędzie 
boczne piramidy foremnej są równe jako pochyłe równo odda- 
lone od spodka wysokości ; zatem jej ściany boczne są trójkątami 
równoramiennemi równemi. Wysokość jednego z tych trójką- 
tów nazywa się apotema piramidy foremnej. 

Piramida jest trójkatna, czworokatną, pięciokatną,... według 
jak ma za podstawę trójkąt, czworokąt, pięciokat,... 

Piramida trójkątna, mająca cztery ściany, nazywa się zwykle 
czworościanem. 

W czworościanie można wziąć każdą ścianę za podstawę, 
a wierzchołek przeciwległy za jego wierzchołek. 

Czworościany w przestrzeni graja rolę trójkątów na płas- 
czyznie. I tak, wyznacza się położenie punktu na płasczyznie 
wiążąc go z dwoma danemi punktami tej płasczyzny za pomocą 
trójkąta; podobnie, wyznacza się położenie punktu w przestrzeni 
wiążąc go za pomocą czworościanu ze trzema punktami danemi 
także w przestrzeni. 
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ҮП. т Jeśli od piramidy SABCDE odetniemy, jakąkolwiek 
płasczyzną. piramidę Sabede, wielościan pozos- 
tały ABCDEabcde będzie pniem piramidy albo 
piramida ściętą. 

Wielokąty ABCDE, abcde są podstawami pnia 
piramidy ; gdy te podstawy są równoległe ich 
odległość jest wysokościa pnia. 

Jeśli piramida jest foremna, jej pień o pod- 
stawach równoległych jest pniem piramidy foremnym. 


GRANIASTONY, ICH RÓWNOŚĆ. 


TWIERDZENIE |. 


Przecięcia powierzchni bocznej graniastonu przez dwie płasczyzny 
równoległe sa wielokątami równemi. 


Jakoż, równoległe aa', bb'.,., zawarte mię- 

и dzy płasczyznami równoległemi, są równe; 

więc czworoboki abb'a', bec'b'..., są równo- 

ległobokami. Zatem, bok ad=ab', be=b'c', 
ete. i kat abc =a'b'c', kąt bed = са... 

Więc dwa wielokąty abcde, а се", są 
równe. 

OKREŚLENIE ҮШ, — Nazywa się przecięciem 
prostem graniastonu przecięcie wyznaczone 
w tym graniastonie przez płasczyznę prosto- 

padłą do jego krawędzi bocznych. 


TWIERDZENIE IL 


Dwa graniastony są równe, gdy maja kat dwójścienny równy 
ZAWARTY między podstawą i ścianą równą każda każdej, i w tym 
samym porzadku, 


Niech będą dwa graniastony ABCDEF, A'B'C'D'E'F', w których 
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kat dwójścienny АВ =A'B', podstawa ABCDE = А'В'С'Р'Е!, 
х i ściana АВСЕ = A'B'G'F. 
Połóżniy pierwszy graniaston na 
[ drugim, tak żeby punkt A padł na А’, 
\ i podstawa ABCDE przystała do swej 
| równej A'B'C'D'E'. Ponieważ Каїйзуб]- 
\ ścienny АВ = А'В', ściana ABGF 
vp przystanie do swej równej A'B'G'F' 
W i wierzehołki F, G padną па F', б". 
Zatem, płasczyzna FGH przystanie do płasczyzny równoległej 
F'G'H', a następnie podstawa FGHIK do swej równej F'G'H''K'. 
Więc dwa graniastony przystają do siebie i są równe. 


WNIOSEK I. — Dwa graniastony są równe gdy maja podstawę i 
dwie ściany przytykające równe każda każdej i podobnie ułożone. 

Bo mają kąt trojścienny równy; a zatem kąt dwójścienny 
równy zawarty między podstawą i ścianą równą każda każdej, 
i w tym samym porządku. 

П. — Dwa graniastony PROSTE sa równe gdy таја równe pod- 
stawy i równe wysokości. Bo są oczywiście przystawalne. 


Ш. — Dwa równoległościany PROSTOKĄTNE są równe gdy mają 
trzy krawędzie przyległe równe kazda każdej, 
Dwa sześciany mające bok równy są równe. 


UWAGA. — Jako widać z powyższego twierdzenia, równość dwóch gra- 
niastonów, których podstawy mają n boków, wymaga 2n oddzielnych wa- 
runków. Ta liczba waruników, potrzebna do wyznaczenia graniastonów, czyni 
3 liczby krawędzi. Ale, żeby wielościan, ograniczony dwiema podstawami 
о n bokach a bocznie czworobokami w liczbie n, był graniastonem, jego 
podstawy muszą być równoległe i krawędzie boczne równoległe między 
sobą. To wszystko potrzebuje n warunków które, dodane do poprzedzają- 
cych, czynią liczbę Зп równą liczbie krawędzi graniastonu. 


TWIERDZENIE Ш, 


W każdym równoległościanie : 4° ściany przeciwległe są równe i 
równoległe; X kąty dwójścienne przeciwległe są równe. 


1 Niech będzie równoległościan АВСРЕ mający za podstawy 
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dwa równoległoboki ABCD, EFGH równe i równoległe. Trzeba 
8. ЫГ." dowieśdź że dwie inne ściany przeciw- 
Fa O 27 ległe jakiekolwiek, ABFE, DCGH, są 
Frat. \ / także równe i równoległe. 
“у үт Owoż, w równoległoboku ABCD dwa 
Эйли boki przeciwległe AB, DC są równe i 
równoległe; dla podobnej przyczyny boki AE, DH są równe iró- 
wnoległe ; więc dwa równoległoboki ABFE, DCGH, mające kąt 
równy zawarty między dwoma bokami równemi każdy każdemu, 
są równe i równoległe. 
2° W równoległościanie katy dwójścienne przeciwległe, jako AD 
i FG, są równe ; bo są oba spełnieniem kata dwójściennego ВС. 


WNIOSEK. — Przecięcie równoległościanu płasczyzną spotykajaca 
cztery krawędzie równoległe jest równoległobokiem (VI, 24). 


UWAGA. — Z tego twierdzenia wynika że w równoległościanie można brać 
dwie którekolwiek ściany przeciwległe za podstawy, i że cztery krawędzie 
przyległe podstawie są równe i równoległe między sobą. 


TWIERDZENIE IV. 


W równoległościanie przekątne i linie łączące środki ścian prze- 
ciwległych spotykają się w jednym punkcie, który jest spólnym ich 
środkiem, 

Jakoż, połączmy AC, EG. Czworobok 
ACGE, mający dwa boki przeciwległe АЕ, 
CG równe i równoległe , jest równoległo- 
bokiem. Zatem, przekątne AG, СЕ, і prosta 
KK' łącząca środki boków przeciwle- 
głych АС, EG, spotykają się we spólnym 
środku O. Więc wszystkie cztery przekątne 
równoległościanu, i cztery proste łączące środki ścian przeciwle- 
głych, spotykają się we środku O przekątnej AG który jest spól- 
nym środkiem tych linij. 


OKREŚLENIE VIII. — Punkt O nazywa się środkiem równole- 
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głościanu, dlatego że dzieli na dwie równe części wszelką prostę 
która przezeń przechodzi (I, 30 określ.). 


TWIERDZENIE У. 


W każdym równoległościanie summa kwadratów z przekątnych 
równa się summie kwadratów z krawedzi (Figura poprzednia). 

W równoległoboku ACGE, АС? + СЕ? = 2АС* +- JAK”; 

W równoległoboku BDHF, BH* + DF’ = 2BD + 2BF*; 

W równoległoboku ABCD, ЗАС? -H 2BD* = ПАВ? + LAD”. 

Dodając stronami, zważając że ВЕ = АЕ i redukując, otrzy- 
mujemy 

Аб? + ВН? +- СЕ 4- DF* = 4 (АВ? + Ар? 4+- АЕ). 


WNIOSEK І. — Jeśli równoległościan jest prostokątny, wszystkie 
jego równoległoboki są prostokątami. I tak, równoległobok BCHE 
jest prostokątem ; bo bok BC, prostopadły do płasczyzny DCG, 
jest prostopadły do boku СН. Owoż, w prostokącie przekątne są 


równe; zatem wszystkie cztery przekątne równoległościanu są 
równe. 


Na mocy tej uwagi, ostatnie równanie staje się 
Аб = АВ? 4- AD? HAES 
Więc kwadrat z przekątnej równoległościanu prostokątnego równa 
się summie kwadratów ze trzech krawędzi przyległych. 
Ten ważny wynik łatwo się wprost otrzymuje. 
П. — W sześcianie wszystkie boki są równe ; zatem 
AG? 2) оът? 


AG cy 
7 — == 3; 
ЗАВ”, zkąd АБ 14 


więc, w sześcianie stosunek przekątnej do boku jest niespółmierny, 
i równa się pierwiastkowi kwadratowemu z 8. 
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PIRAMIDY, ICH RÓWNOŚĆ. 


TWIERDZENIE VI. 


Jeśli piramida jest przecięta płasczyzną równoległą do podstawy, 
wtedy : 
19 Krawędzie boczne i wysokość sa podzielone proporcyonalnie. 


2° Przecięcie jest wielokątem podobnym podstawie. 


Niech będzie piramida SABCDE i jej wy- 
sokość SH, przecięte płasczyzną abd równo- 
legła do podstawy ABD. Połączmy AH, ah. 

4° Proste AH i ал, AB i ab..., są równo- 
ległe (VI, 21) ; więc 

SH SA SB SC 


i аро ra вона 


2° Wielokąaty abcde, ABCDE mają boki 
proporcyonalne, bo trójkąty podobne Sab i SAB, Sbe i SBC..., 
dają 

ab sb be So wd 


AB 58 BC 5С GD 
Nadto, kąty odpowiedne abc i АВС, bed i BCD..., są równe 
jako mające ramiona równoległe i skierowane w te same strony, 
Więc przecięcie abede i podstawa ABCDE, mające boki pro- 
porcyonalne i katy między niemi zawarte równe, są wielokątami 
podobnemi. 


WNIOSEK I. — Ponieważ wielokąty abede і ABCDE są podobne, 
mamy 
abede __ ab” 
ABCDE Ар? 
К 7.00 Sa 
Owoż, trójkąty podobne Sab, SAB dają AB = SA? 
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albo, na mocy tego co poprzedza, 


abede SA? 


kia ABCDE gp’ 


to jest, w piramidzie przecięcia równoległe do podstawy i ta pod- 
stawa są proporcyonalne do kwadratów z ich odległości od wierzchołka 
piramidy. 

IL. — Gdy dwie piramidy równej wysokości, i mające podstawy 
na jednej płasczyznie, są przecięte płasczyzną równoległą do pod- 
staw, przecięcia są proporcyonalne do tych podstaw. 


Niech będą dwie piramidy SABCDE, TPQR, równej wyso- 


kości SH, postawione na płasczyznie MN. Mamy, według poprze- 
dzającego wniosku, 


abede К BR + par 
ABCDE SH? POR -= 


abede рд, 


ы ABGDE РОВ ' 


Ztąd wynika że, jeśli podstawy dwóch piramid równej wysokości 
sa równowarte, przecięcia abcde, pqr sa także równowarte, 


UWAGA, — Jeśli piramidę foremną przetniemy płasczyzną równoległa do 
podstawy, otrzymamy pień piramidy o podstawach foremnych, w którym 
ściany boczne będą trapezami równoramiennemi i równemi. Wysokość 
ednego z tych trapezów jest apotemą pnia piramid у, 
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TWIERDZENIE VII. 


Dwie piramidy sa równe gdy mają kat dwójścienny równy z4- 
WARTY między podstawą i ścianą równą każda każdej i podobnie 
ułożoną. 

Niech będą dwie piramidy 
SABCDE, SA'BODE', 
w których kąt dwójścien- 
ny AB =A'B', podstawa 
ABCDE = A'B'C'D'E', i ścia- 
na ABS = A'B'S'.. 

Połóżmy piramidę 5 na 
piramidzie 8' tak, żeby punkt 
A padł na A' i podstawa ABC... przystała do swej równej A'B'C'... 
Ponieważ kąt dwójścienny AB=A'B', płasczyzna SAB przystanie 
do S'A'B'; wierzchołek $ padnie па S', bo ściana ABS = A'B'S'. 

Więc dwie piramidy przystają do siebie i są równe. 


WNIOSEK. — Dwa czworościany są równe gdy mają ściany równe 
każda każdej, i w tym samym porządku ułożone. 


TWIERDZENIE УШ. 

Dwie piramidy są równe gdy таја podstawę równą PRZYLEGŁĄ 
trzem katom dwójściennym równym i w tym samym porządku, 

Dowodzenie przez przystawanie. 

WNIOSEK. — Dwie piramidy są równe gdy mają podstawę równą 
przyległa trzem krawędziom równym i w tym samym porządku. 

Bo czworościany które mają za krawędzie te trzy krawędzie 
boczne i przekątne łączące ich spodki, są równe; więc, ete. 

TWIERDZENIE IX. 

Dwie piramidy równokątne między sobą są równe, gdy mają dwie 
odpowiedne krawędzie równe. 

Dowodzenie przez przystawanie. 
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Z tego twierdzenia wynika że dwie piramidy są równokąíne 
między sobą, gdy mają, prócz jednego, wszystkie kąty dwójścienne, 
albo wszystkie kąty płaskie, równe każdy każdemu i podobnie 
ułożone. 


Wniosek. — Dwie piramidy są równe gdy maja kąt wielościenny 
przy wierzchołku równy i zawarty między trzema krawędziami 
równemi każda każdej. 


UWAGA. — Dwa powyższe twierdzenia pokazują że równość dwóch pi- 
ramid, których podstawy mają n krawędzi, wymaga 2n warunków. Zatem 
na wyznaczenie piramidy trzeba i dość tyle oddzielnych warunków ile jest 
krawędzi. 


MIARA WIELOŚCIANÓW. 


OKREŚLENIE IX, — Diwa wielościany mające tę samą objętość 
nazywają się równowartiemi, 


Dwa wielościany równe są temsamem równowarte ; ale dwa 
wielościany równowarte mogą nie być równe, bo, nie mając 
koniecznie tego samego kształtu, nie są przystawalne. 


TWIERDZENIE X. 


Powierzchnia boczna graniastonu prostego ma za miarę wieloczyn 
z obwodu podstawy przez wysokość, 


Jakoż, powierzchnia boczna graniastonu składa się z prosto: 
katów, których spólną wysokością jest wysokość tego graniastonu 
a podstawami boki jego podstawy. A że powierzchnia prostokąta 
ma za miarę wieloczyn z podstawy przez wysokość, więc summa 
powierzchni tych prostokątów ma za miarę summę wieloczynów 
ze spólnej wysokości przez każdą podstawę, czyli wieloczyn 
z summy podstaw tych prostokątów przez wysokość, to jest wie- 
loczyn z obwodu podstawy graniastonu przez jego wysokość. 
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WNIOSEK. — Powierzchnia boczna graniastonu jakiegokolwiek 
ma za miarę wieloczyn z obwodu przecięcia prostego przez krawędź 
boczną. 


Niech będzie graniaston ABGDEA' i jego 
przecięcie proste abede. Równoległoboki 
ABB'A', BOC'B',..., składające powierzchnię 
boczną graniastonu, mają za podstawy kra- 
„ wędzie boczne a za wysokość boki przecięcia 
prostego. Więc powierzchnia boczna tego 
graniastonu równa się 


AA' . ab + BB'. be + ... EE'. ea = (ab + be + ... 4 ea) AA". 


Uwaga. — Powierzchnia cała graniastonu jest summą jego 
powierzchni bocznej i obydwóch podstaw. 


TWIERDZENIE ХІ. 


Graniaston pochyły jest równowarty graniastonowi prostemu 
który ma jego przecięcie proste za podstawę i krawędź boczną za 
wysokość. 


Niech będzie graniaston pochyły ABODEFGHIK; przedłużmy 
ściany boczne, i zróbmy zewnątrz granias- 
tonu przecięcie proste RSTUV takie któreby 
nie spotykało podstawy ABCDE; weźmy po- 
tem krawędź RM równą AF, i poprowadźmy 
płasczyznę MNOPQ prostopadłą do MR, otrzy- 
mamy graniaston prosty MNOPQR, mający 
za podstawę przecięcie proste graniastonu 
pochyłego ABCDEF a za wysokość jego kra- 
wędź boczną. 

Ztąd wynika że dwa pnie graniastonne 
RSTUVFH i MNOPQAC, mające podstawy 
równe a krawędzie boczne prostopadłe i odpowiednio równe, 
są oczywiście równe jako przystawalne. Owoż, jeśli od całej 
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figury odejmiemy graniaston ścięty MNORQAG, zostanie gra- 
niaston pochyły АВСРЕЕН, a jeśli od tej samej całej figury 
odejmiemy graniaston ścięty RSTUVFH zostanie graniaston 
prosty MNOPQRT; więc te dwa graniastony pochyły i prosty są 
równowarte, 


TWIERDZENIE XII. 


Dwa równoległościany prostokątne równej podstawy są propor- 
cyonolne do swych wysokości. 


RM Niech będa dwa równoległościany prosto- 

A |, Кате ABCDE i ABCDK mające róyge podsta- 

N и | wy, albo raczej spólna podstawę ABCD. Aby do- 

АІ 26 | wieśdź że te równoległościany за proporcyonalne 

— do wysokości AE, AK, trzeba odróżnić, jako 
zwykle, dwa przypadki. 


1° Wysokości spółmierne. Dajmy nato że wysokości AE, AK 
AE _5 

AK 3 

Podzielmy wysokość AE na 5 równych części ; wysokość AK 
będzie zawierała 3 z tych części. Jeśli więc, przez punkta po- 
działu, poprowadzimy płasczyzny równoległe do podstawy, roz- 
łożymy równoległościan AG na 5 równoległościanów równych, 
z których trzy będą się mieściły w równoległościanie AM ; zatem 
Аб 5 
AM 5 

Więc stosunki równoległościanów i wysokości, oba wyrażone 
{а samą liczbą, są równe. 


sa w stosunku liczb 5 do 3, to jest 


stosunek równoległościanów będzie 


2” Jeśli stosunek wysokości jest niespółmierny, wiadome do- 
wodzenie okaże że i wtedy stosunki równoległościanów i wyso- 
kości są równe. 

WNiosEk. — Długości trzech krawędzi przyległych graniastonu 
prostokątnego są jego rozmiarami ; więc 

Dwa równoległościany prostokątne mające dwa rozmiary spólne 
mają się jako ich trzecie rozmiary, 
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TWIERDZENIE XIII. 


Stosunek dwóch równoległościanów prostokątnych równa się wielo- 
czynowi stosunków ze trzech krawędzi przyległych. 


Niech będą a, b, с rozmiary równoległościanu prostokątnego 
R, іа", b',c' rozmiary drugiego równoległościanu prostokątnego 
К’. Wyobraźmy dwa inne równoległościany prostokątne R" i R" 
mające rozmiary a, b, ć, i a, b', е. 

Równoległościany R i R”, mające dwa rozmiary spólne a, б, 


А R c 
dają KTT 
” "i m Н p 
Podobnie R” i R dają także 
poro 
ГА 
Nakoniec R'” i R’ dają 
Wea 
R a' 
Ztąd, mnożąc stronami i redukując, otrzymujemy 
Кта mP 
ЕСО „8 


To równanie pokazuje że, jakiekolwiek są jedności linijne 
któremi wymierzono wyrazy każdego stosunku, zawsze stosunek 
dwóch równoległościanów prostokątnych równa się wieloczynowi 
stosunków trzech krawędzi przyległych, 

Ale, jeśli trzy krawędzie przyległe są wymierzone ta samą je- 
dnością linijną w obydwóch równoległościanach, powyższe ró- 
wnanie może się pisać 

R abc 


waw ® 
to znaczy że wtedy dwa równoległościany prostokątne jakiekolwiek 
таја się jako wieloczyny ich trzech rozmiarów. 
Jeśli do tego jeszcze, za jedność powierzchni która dotąd zostaje 
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dowolną, weźmiemy kwadrat wystawiony na jedności linij, w tem 
przypuszczeniu, uważając e za wysokość równoległościanu, wie- 
loczyn а. b mierzy powierzchnię podstawy, i ostatnie równanie 
wyraża że : 

Dwa równoległościany prostokątne jakiekolwiek mają się jalio wie» 
loczyny z podstaw przez wysokości. 

Niech będą dwa równoległościany prostokątne R, В mające 
rozmiary : a = 15 metrów,b = 6 łokci, c = 4 stopy; а' = 16 me- 
trów, 07 = 5 łokci, с == 3 stopy. Aby znaleźć stosunek tych 
dwóch równoległościanów, niema potrzeby przywodzić wszyst- 
kich rozmiarów do tej samej jedności, dość napisać 


R jm Gros Же Л 3 


ге —— s m . m 


<= 7 а Рр 
N="TR RU MEK A ВЕЕ, 


Ten wynik nie mógłby się otrzymać za pomocą równania (2) 
które wymaga żeby wszystkie rozmiary były wyznaczone tą samą 
jednością linijną. 

MIARA OBJĘTOŚCI RÓWNOLEGŁOŚCIANU PROSTOKĄTNEGO. — Jeśli, 
za jedność objętości, weźmiemy sześcian wystawiony na jedności 
linij, równanie (1) da 


с 
ыл тыл: zkąd | R=ańc. 


Otrzymane równania znaczą że, stosunek równoległościanu 
prostokątnego do sześcianu wziętego za jedność objętości, to jest 
miara objętości równoległościanu prostokątnego, równa się wielo- 
czynowi liczb które mierzą trzy krawędzie przyległe. To się 
wyraża krócej, mówiąc : Objętość równoległościanu prostokątnego 
równa się wieloczynowi jego trzech rozmiarów. 

Jeśli weźmiemy za jedność objętości sześcian i za jedność ро+ 
wierzchni kwadrat, obie figury wystawione na jedności linij, 
wtedy wyrazimy miarę objętości równoległościanu wysłowie= 
niem ogólniejszem i treściwszem od pierwszego, mówiąc : 

Objętość równoległościanu prostokątnego równa się wieloczynowt 
z jego podstawy przez wysokość. 
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WNIOSEK. — Objętość sześcianu równa się trzeciej potędze jego 
krawędzi, bo a.a.a = а. Ztąd pochodzi że trzecią potęgę liczby 
nazwano jej sześcianem . 


UwAGA. — Okazaliśmy w Geometryi płaskiej jak, mając dany kwadrat, 
wykreślić kwadrat dwa razy większy. Zastosujmy podobne pytanie do 
sześcianu. Nazywając © bok sześcianu dwa razy większego od danego a*, 
mamy «*==2a*, гй ©=a V2. 

Jest dowiedzione że nie można za pomocą Geometryi elementarnej, to jest, 
kreśląc same tylko linie proste i koła, wyrazić pierwiastku sześciennego danej 
iczby ; jako równie nie można takim sposobem znaleźć dwóch średnich geo- 
metrycznych między dwiema liniami prostemi, ani podzielić kąta na trzy 
równe części. Ale, kreśląc pewne linie krzywe, Starożytni dawno już 
rozwiązali te niegdyś sławne kwestye, które dla dzisiejszej umiejętności są 
więcej ciekawe niż trudne. 


TWIERDZENIE XIV. 


Objętość równoległościanu jakiegokolwiek ma za miarę wieloczyn 
z podstawy przez wysokość. 


4° Uważajmy najpierwej równoległościan prosty ABCDE (fig. 1) 


Fig. 1. Fig. 2. 


mający za podstawę równoległobok ABCD a za wysokość kra- 
wędź AE. Jeśli przez wierzchołki A i B poprowadzimy płas- 
czyzny AN, BP prostopadłe do krawędzi AB, otrzymamy równo- 
ległościan prostokątny ABOME równowarty danemu AG. Jakoż, 
dwa graniastony trójkątne proste ADMEHN i BCOFGP, mające 
równe podstawy i równe wysokości, są równe; więc, jeśli odej- 
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miemy je kolejno od całej figury ABODEFPH, reszty, to jest 
równoległościan prostokątny AP i równoległościan prosty AG, 
będą równowarte. 

Owoż, objętość równoległościanu prostokątnego ABOME ma za 
miarę wieloczyn AB. AM. AE; więc objętość równoległościanu 
prostego AG ma tę samą miarę AB. АМ. AE, to jest, równa się 
wieloczynowi z podstawy ABCD przez wysokość АЁ. 

2” Niech będzie teraz równoległościan jakikolwiek ABCDE 
(fig. 2) mojący podstawę ABCD i wysokość KL. Jeśli przez punkt 
M krawędzi AB poprowadzimy do niej płasczyznę prostopadłą MO, 
dany równoległościan AG będzie równowarty równoległościa- 
nowi prostemu który ma za podstawę przecięcie proste MNOP, i 
za wysokość krawędź АШ. Owoż, na mocy 1°, miarą objętości 
ostatniego równoległościianu jest wieloczyn MN . KL . AB, albo 
AB.MN.KL; więc, pomieważ wieloczyn AB.MN mierzy pod- 
stawe ABCD, objętość róywnoległościanu jakiegokolwiek ABCDE 
ma za miarę wieloczyn z jJpodstawy ABCD przez wysokość KL, 


"TWIERDZENIE XV. 


Objętość graniastonu ma za miarę wieloczyn z podstawy przez 
wysokość. 


4° Uważajmy najpierwej graniaston trójkątny ABCDEF (fig. 1). 


Fig. 1. Fig. 2. 


Na jego podstawie АВС dopełnijmy równoległoboku ABHG, i 
przez boki BH, HQ poprowadźmy płasczyzny równoległe do kra- 
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wędzi AD, aż do spodkania z płasczyzną podstawy DEF; utwo- 
rzymy, na krawędziach AB, АС, AD, równoległościan AK którego 
dany gr raniaston ABGDEF będzie połową. Jakoż, jeśli graniaston 
ABCDEF jest prosty, graniaston ВСНЕЕК jest także prosty, i te 
dwa graniastony, oczywiście równe, są połowami równoległo- 
ścianu AK. A jeśli dany graniaston ABCDEF jest pochyły, popro- 
wadźmy przecięcie proste MNOP ; graniastony pochyłe ABCDEF, 
BCHEFK będą równowarte graniastonom prostym które mają 
odpowiednio za podstawy trójkąty równe MNP, NOP, i za wyso- 
kość krawędź AD. Owoż, te dwa graniastony proste są równe; 
zatem, graniastony pochyłe im równowarte są równowarte mię- 
dzy sobą, i każdy z nich jest połową graniastonu AK. 

Więc, ponieważ objętość równoległościanu AK ma za miarę 
wieloczyn z podstawy ABHC przez wysokość H, objętość gra- 
niastonu trójkątnego ABGDEF będzie miała za miarę połowę 
tego wieloczynu, to jest wieloczyn z podstawy ABC, która jest 
połową równoległoboku АВНС, przez wysokość Н. 


20 Niech będzie graniaston jakikolwiek ABCDEF (fig. 2). Można 
go rozłożyć na graniastony trójkątne, prowadząc płasczyzny prze- 
kątne przez krawędzie boczne. Te graniastony trójkątne mają 
wysokość danego graniastonu za spólną wysokość, a ich podstawy 
ABC, AQGD,... składają jego podstawę ABCDE. Ztąd wynika że 
miara objętości graniastonu ABCDEF, równa summie miar gra- 
niastonów składających, jest 


ABC .H + ACD. H + ADE. Н +... albo ABCDE. Н, 


nazywając H wysokość graniastonu. 

Więc objętość graniastonu jakiegokolwiek ABCDEF ma za 
miarę wieloczyn z podstawy ABCDE przez wysokość H. 

Oznaczając przez V, B, H trzy liczby które mierzą objętość, pod- 
stawę i wysokość graniastonu, mamy ogólną formułę objętości 
graniastonu jakiegokolwiek, a temsamem wszelkiego równole- 
głościanu, 

VBH; 


Ta formuła pokazuje że : dwa graniastony mające podstawy 
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równowarte i tę samą wysokość są równowarte ; zatem, dwa granias- 
tony mają się jako wieloczyny z podstaw przez wysokości. Ztąd 
wynika że : dwa graniastony podstaw równowartych są proporcyo= 
nalne do swych wysokości ; a dwa graniastony równej wysokości są 
proporcyonalne do podstaw. 


WNIOSEK I. — Graniaston pochyły jest równowarty graniasto- 
nowi prostemu, który ma jego przecięcie proste za podstawę i 
krawędź boczną za wysokość. 

Więc objętość wszelkiego graniastonu ABCDEA' (figura stro- 
nicy 500) równa się wiloczynowi z przecięcia prostego abede 
przez krawędź boczną АА". 

Ztąd wynika że podstawa graniastonu ma się do przecięcia pros- 
tego jako krawędź boczna do wysokości. 


П. — Widzieliśmy że graniaston trójkatny jest połową równo- 
ległościanu tej samej wysokości i podwójnej podstawy. Więc 
objętość graniastonu trójkątnego ma za miarę połowę кешешн 
ze ściany bocznej przez jej odległość od krawędzi przeciwległej, 


ZASTOSOWANIE. — Sadzawka, mająca kształt graniastonu sześcio- 
katnego foremnego, jest napełniona wodą na 4™,2 głębokości, a bok 
podstawy zawiera h metry. Wyrachować ilość wody, przypuszcza- 
jac że jej powierzchnia jest zupełnie płaska. 

Apotema podstawy równa się Ид? — 2° = 2" V3, а po- 
wierzchnia tej podstawy ma 2474 3. Więc objętość wody 
w sadzawce, na mocy formuły V = В.Н, jest 


V = 24V3. X 1,2 = V2488,32 = 49m, 883 
na mniej niż litr, przez niedostatek. 
TWIERDZENIE XVI. 


Powierzchnia boczna piramidy foremnej ma za miarę połowę 
wieloczynu z obwodu podstawy przez apotemę. 


Niech będzie piramida foremna SABCDE. Jej powierzchnią 
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boczna składa się z trójkątów równoramiennych i równych, które 
mają za podstawy boki AB, BC, CD.... 
podstawy tej piramidy, a za wysokość jej 
ароіете SK. Owoż, summa powierzchni 
tych trójkątów równa się wieloczynowi 
summy ich podstaw przez połowę apo- 
temy SK; więc powierzchnia boczna 
piramidy foremnej ma za miarę połowę 
wieloczynu z podstawy przez apotemę. 


WNIOSEK. — Powierzchnia boczna pnia piramidy foremnej, o pod- 
stawach równoległych, ma za miarę wieloczyn z połowy summy 

obwodów podstaw przez apotemę tego pnia. 

Jakoż, trapezy równoramienne i równe, składające powierzchnię 
pnia piramidy foremnej, mają za boki odpowiedne boki AB i ab, 
BC i be..., ата spólną wysokość jego apotemę Kł. A że summa 
powierzchni tych trapezów równa się wieloczynowi z połowy 
summy ich podstaw przez spólną wysokość КЁ; więc po- 
wierzchnia rzeczonego pnia ma za miarę wieloczyn z połowy 
summy obwodów jego podstaw przez apotemę. 


TWIERDZENIE XVII. 


Dwie piramidy trójkątne majace podstawy równowarte i wysokości 
równe sa równowarte. 


Niech będą dwie piramidy trójkątne (dwa czworościany) SABC, 
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S'A'B'C' mające podstawy ABC, A'B'Q' równowarte i wysokości 
równe. 

Podzielmy spólną wysokość tych piramid na n równych części, 
czyli, co wychodzi га jedno, podzielmy dwie krawędzie ASi A'S’, 
każdą na n części równych, np na cztery, i przez punkta podziałów 
poprowadźmy płasczyzny równoległe do podstaw, które wyznaczą 
odpowiedne przecięcia DEF i D'EF”, GHI i G'H'',... Ponieważ 
dwie piramidy mają podstawy równowarte i wysokości równe, 
ich przecięcia odpowiedne, jako DEF i D'E'F', zrobione przez 
płasczyzny równoległe do tych podstaw i równo od nich odda- 
lone, są równowarte (5. wn. 2). 

Wystawmy teraz na przecięciach odpowiednych DEF і D'E'F' _ 
graniastony wpisane, prowadząc przez EF płasczyznę równo- 
ległą do krawędzi DA a przez ЕЕ’ płasczyznę równoległa do 
krawędzi D'A’, otrzymamy dwa graniastony wpisane DEFAMN 
i VE'F'A'M'N’'. Wykreślmy podobnie wszystkie inne. Te gra- 
niastony, brane po dwa odpowiedne, są równowarte, bo mają 
podstawy równowarte i wysokości równe z wykreślenia. 

1 tak, graniaston DEFAMN jest równowarty graniasto- 
nowi D'E'F'A'M'N', ponieważ przecięcia odpowiedne DEF, D'E'F' 
są równowarte, a wysokość każdego z tych graniastonów jest ntą 
cześcią spólnej wysokości dwóch piramid. Ztąd wynika że summa 
graniastonów wpisanych w piramidę SABC jest równa summie 
graniastonów wpisanych w piramidę S'A'B'C'. 

Owoż, jeśli podzielimy krawędź SA na coraz większą liczbę 
równych części, summa graniastonów wpisanych w piramidę SABC 
będzie się coraz bardziej zbliżała do jej objętośći, którą ma za 
granicę. Albowiem, zaniedbując piramidę SJKL popełniamy błąd 
oczywiście mniejszy od graniastonu JKLSTU czyli od granias- 
tonu JKLGQR; a zaniedbując następnie wielościan HKQILR, 
będzie summa dwóch błędów mniejsza od pnia GHIJKL, a tem 
bardziej mniejsza od graniastonu GHIDEF. I tak dalej postę- 
pując, widzimy że summa wszystkich błędów jest mniejsza od 
ostatniego pnia piramidy ABCDEF, a tem bardziej mniejsza od 
graniastonu mającego podstawę tej piramidy za podstawę i ntą 
część jej wysokości za wysokość. A ponieważ liczba n rośnie 
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nieskończenie, ostatni graniaston maleje aż do zera, to jest róż- 
nica między piramidą SABC i summą graniastonów wpisanych 
może stać się mniejszą od wszelkiej wielkości naznaczonej ; więc 
ta summa graniastonów ma za granicę objętość piramidy SABC. 
Tak samo objętość piramidy S'A'B'C' jest granicą summy gra- 
niastonów wpisanych DEFAWN, GHTD'O'P',... A że te 
summy graniastonów wpisanych w obie piramidy są ciagle 
równe, więc ich granice czyli objętości piramid SABC i 5'А'В’С' 
są równe. 


TWIERDZENIE XVIII. 


х Objętość piramidy ma za miarę trzecią część wieloczynu z pod- 
stawy przez wysokość. 


4° Niech będzie najpierwej piramida trójkątna SABC, Na jej 
podstawie ABC i na krawędzi CS wystawmy graniaston trój- 
katny ABCDES, 

Dana piramida mająca z tym graniastonem spólną podstawę 
i wysokość jest jego trzecią częścią. 

D E Jakoż, jeśli poprowadzimy płasezyznę przez 

\ trzy wierzchołki В, D, 8, rozłożymy graniaston 

trójkątny ABCDES na trzy piramidy trójkątne 
SABC, SABD, SBDE. 

Dwie ostatnie piramidy SABD, SBDE sarówno- 

warte, bo mają tę samą wysokość, i podstawy 
móc jako połowy równoległoboku ABED. Ale pira- 
mida SBDE albo BDES może być uważana jako mająca pod- 
stawę DES i wierzchołek B ; więc dwie piramidy BDES i SABC, 
mające podstawy i wysokość graniastonu АВСРЕЗ za podstawę 
i wysokość, są równowarte. 

To pokazuje że trzy piramidy na które się rozkłada granias- 
ton ABCDES są równowarte; zatem każda z nich jest trzecią 
częścią tego graniastonu. A że objętość graniastonu ma za miarę 
wieloczyn z podstawy przez wysokość, więc objętość piramidy 
trójkątnej SABC ma za miarę trzecią część wieloczynu z jej 
podstawy przez wysokość. 
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2° Niech będzie piramida jakakolwiek SABCDE. Można roz- 
łożyć podstawę ABCDE na trójkąty ABC, 
ACD,... przekątnemi ; po czem, prowadząc 
płasczyzny przez te przekątne i przez wierz- 
chołek S, rozłożyć piramidę wielokątną па 
piramidy trójkątne SABC, SACD... mające 
za podstawy trójkąty АВС, ACD,.. składa- 
jące jej podstawę, a za wysokość jej wyso- 
kość. Owoż, każda z tych piramid trójką- 
tnych ma za miarę trzecią część wieloczynu ze swej podstawy przez 
wysokość piramidy wielokątnej ; więc objętość piramidy jakiej- 
kolwiek SABCDE równa się trzeciej części wieloczynu z summy 
podstaw składających jej podstawę przez wysokość; to jest, 
wszelka piramida ma za miarę trzecią część wieloczynu z pod- 
stawy przez wysokość. 

Oznaczając przez V, B, H trzy liczby które mierzą objętość, pod- 
stawę i wysokość piramidy, mamy ogólną formułę 


1 
V= - BI 
z BH 


która pokazuje że każda piramida jest trzecią częścią graniastonu 
tej samej podstawy i wysokości. 

Dwie piramidy podstawy równowartej i wysokości równej są 
równowarte. Zatem, dwie piramidy mają się jako wieloczyny 
z podstaw przez wysokości; dwie piramidy mające podstawy 
równowarte sa proporcyonalne do swych wysokosci; a dwie piramidy 
równej wysokości są proporcyonalne do podstaw. 


WNIOSEK. — Objętość czworościanu foremnego wyraża się 
w funkcyi jego krawędzi a. 

Jakoż, wszystkie ściany czworościanu fo- 
remnego DABC są trójkatami równoboczne- 
mi równemi. Zatem, podstawa ABC tego 


2 
czworościanu równa się TV 3 (IV, 5 uw.). 


Jego wysokość DO jest bokiem kąta pros- 
tego w trójkącie ADO który ma za drugi bok tego kąta pro- 
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s . s è а s 
mień OA koła opisanego na podstawie, to jest Уз , a za prze- 
3 


ciwprostokątnę krawędź AD = а. Ta wysokość wyraża się tedy 


/ a? 2 
» 2——= e 
przez a 3 VE 


Więc objętość V czworościanu foremnego jest 


== /2 BY 2 
Va и е ~ 
rav 3-037 


PRZYKŁAD. — Wyrachować objętość piramidy pięciokątnej fo- 
remnej, której krawędź boczna ma 1 metr, a bok podstawy 2 decy- 
metry. 


Nazywając R promień koła opisanego na podstawie, mamy 


„RV 10— 2V5 =" (IV, zag. 3); 


Кай R= A аА a 
10 5 


Następnie, apotema podstawy wyraża się przez SDE, у» 


—9Y5 

a wysokość piramidy przez dag у 5 
tej piramidy równa się 

2.5 1 БУВ 1 ү /мо—зу$ 


30 5 


10 % D Ща 


Więc objętość 


= = % 2430 + 970Y/5 = 0", 09960. 


na mniej niż jedną setną decymetra sześciennego, przez niedo- 
statek. 


UwAGA. — Znając miarę objętości graniastonu, można samym rachunkiem 
otrzymać miarę objętości piramidy. Jakoż, podzielmy wysokość H piramidy na 
n części równych ; przez punkta podziału poprowadźmy płasczyzny równoległe 
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- do podstawy В, i па n — 4 przecięciach wystawmy graniastony trójkątne, 
jako na figurze tw. XVII. Widzimy łatwo że, w graniastonie rzędu k, licząc od 


« ку z 
wierzchołka, podstawa wyraża się przez o) (6, wn. 1), a objętość 


12 A 
przez B.H з Więc, nazywając £ summę wszystkich graniastonów otrzy- 


manych kładąc za k liczby 1, 2, 8..., aż do n — 1, będzie 
B.H B.H 
йс N =$ Er (+ 223 -- 32+... (п = 12] К 


1 
Ale ilość w nawiasach, jako wiadomo z Algebry, równa się a n— 1)n (Оп — 1); 
podstawiając tę wartość, znajdziemy 


B.H B.H B.H 1 | 3 1 
р ——ЁФжз == "BER 9n — г У 2 = - B. PRE — 
z т k= бп? (n — 1)(2n — 1, albo 1 К b Н [2 == = 


Owoż, im większe jest n tem bardziej ilość w nawiasie zbliża się do 2, а tem- 
1 
samem summa objętości graniastonów dąży do swej granicy z BH, Więc 


B.H 1 
granica х na Л, czyli objętość piramidy równa się 38:1: 


TWIERDZENIE XIX. 


Objętość pnia piramidy, o podstawach równoległych, ma za miarę 
trzecią część wieloczynu z wysokości przez summę dwóch podstaw i 
średniej proporcyonalnej między temi podstawami. 


1° Niech będzie najpierwej pień pira- 
midy trójkątnej ABCDEF o podstawach 
równoległych. 

Jeśli poprowadzimy płasczyzny ABF 
i BDF, rozłożymy ten pień na trzy pira- 
midy trójkątne ЕАВС, FBDE i FABD. 
Dwie pierwsze, to jest piramidy FABC 
i FBDE czyli BDEF mają, za podstawy 
i wysokość, podstawy ABCi DEF pnia i jego wysokość. 

Co do trzeciej piramidy FABD, uważajmy że piramidy FBDE i 


E 
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FABD, mające śpólny wierzchołek Е, i podstawy BDE, ABD na 
jednej płasczyznie, mają spólną wysokość, zatem są proporcyo- 
nalne do swych podstaw; te zaś podstawy BDE, ABD, mając 
równą wysokość, są proporcyonalne do boków DE i AB. Więc 
FBDE _ DE 
FABD АВ. 

Ale piramidy FABD i FABC, mogą także być uważane jako 
mające za wierzchołek punkt B i za podstawy trójkąty AFD, AFG 
trapezu АСЕР; zatem, mając spolną wysokość są proporcyonalne 
do swych podstaw, a te ostatnie są proporcyonalne do boków DF 
i AQ; więc 


Owoż, z założenia, podstawy DEF, ABG pnia piramidy są trój- 
kątami podobnemi, i dają 
DE DF, 
AB АС’ 
ztąd wnosimy że pierwsze stosunki dwóch powyższych proporcyj 
są równe, i mamy 
FBDE _FABD 
FABD  FABQ 
Więc trzecia piramida FABD jest średnia proporcyonalną 
między dwiema pierwszemi FABC i ЕВРЕ, 
Oznaczając przez B, b, A, liczby które mierzą podstawę niż- 
szą ABC, podstawę wyższą DEF, i wysokość danego pnia pira- 


midy, widzimy że objętość piramidy FABC wyraża się przez E Bh; 
objętość piramidy BDEF przez = bh, a następnie objętość 
iramidy FABD przez Mg. kę / вк 
piramidy prz уз; 1-3 Др 4 , 
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Więc objętość V pnia ABCDEF piramidy trójkątnej, o podsta- 
wach równoległych, ma za miarę 


4 д ы 
V=3Bh + 10 + УВ albo у=; (B +b +V B5). 


INNE DOWODZENIE. — Niech będzie pień piramidy trójką- 
Dr E tnej ABCDEF o podstawach równoległych. 
| \ Jeśli poprowadzimy płasczyznę ABF, ode- 
tniemy piramidę trójkątną FABC która ma 
za podstawę i wysokość podstawę niż- 
szą ABC i wysokość pnia ; po czem, prowa- 
dząc płasczyznę BDF, podzielimy zostającą 
4 piramidę czworokątną FABED na dwie pi- 
ramidy trójkątne FBDE i FABD, Pierwsza 
piramida FBDE może się uważać jako mająca trójkąt DEF za 
podstawę i punkt B za wierzchołek; a więc ma za podstawę i 
wysokość podstawę wyższą i wysokość pnia. Aby znaleźć czemu 
się równa druga piramida FABD, poprowadźmy, przez wierz- 
chołek F, równoległę FG do krawędzi DA; prosta FG będzie 
równoległa do płasczyzny ADB (V, 16). Połączmy GD i GB. 
Widzimy łatwo że piramida FABD jest równowarta pira- 
midzie GABD, bo obie mają tę samą podstawę ABD, i wierz- 
chołki F i G na równoległej FG do tej podstawy. Owóż, piramida * 
GABD może się uważać jako mająca podstawę ABC i wierzcho- 
łek w punkcie D; a więc jej wysokość jest równa wysokości 
pnia. Co do podstawy ABG, jeśli poprowadzimy przez punkt G 
równoległę GH do CB a temsamem do FE, trójkąty DEF i AGH 
będą równe, bo mają boki DF i AG równe jako równoległe 
zawarte między równoległemi, kąty D i A równe z założenia a 
katy G i F równe z wykreślenia. Teraz, dwa trójkąty ABCi ABG, 
mające spólny wierzchołek B i podstawy АС, AG na jednej pros- 
tej, są proporcyonalne do swych podstaw, to jest 


ABC АС 
а ABG AG 
Tak samo, dwa trójkąty ABG i AGH, mające spólny wierzchołek 
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Gi podstawy AB, AH na jednej prostej, są proporcyonalne do 
swych podstaw, i mamy 
ABG _ AB 
AGH AH 
Ale, w trójkącie ABC, prosta GH równoległa do boku ВС daje 
proporcyę 


AG __ АВ, 

AG АН' 
; ABC _ ABG bo ABC ABG 
A Ас), AGR уы, ABG DEF 


To pokazuje że podstawa ABG jest średnią proporcyonalną 
między podstawami АВС i DEF uważanego pnia piramidy. 

Znajdujemy więc, jako wyżej, że objętość pnia piramidy trój- 
kątnej, o podstawach równoległych, równa się summie trzech piramid 
które mają wysokość tego pnia za wysokość, a za podstawy jego 
podstawę niższą, podstawę wyższą i średnią proporcyonalną między 
temi dwiema podstawami, 

2° Niech będzie teraz pień piramidy jakiejkolwiek ABGDEabcde 


o podstawach równoległych. Dopełnijmy piramidy SABCD 2; na 
płasczyznie jej podstawy weźmy trójkąt PQR równowarty tej 
podstawie, i wystawmy na nim piramidę trójkątną TPQR równej 
wysokości; po czem, przedłażmy płasczyznę abc która da prze- 
cięcie pgr. Ponieważ dwie piramidy SABCDE i ТРОН, mające 
podstawy równowarte i tę samą wysokość, są równowarte, ich 
przecięcia abcde і руг są także równowarte (6 wn. 2). Więc 
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dwie piramidy Sażcde i Tpqr są równowarte. Ztąd wynika że 
pień ABQDEabcde piramidy jakiejkolwiek jest równowarty 
pniowi РОВ pqr piramidy trójkątnej. Owoż, pień piramidy trójką- 
{пеј o podstawach równoległych ma za miarę trzecią część wielo- 
czynu z wysokości przez summę obydwóch podstaw i ich średniej 
proporcyonalnej; to wyrażenie objętości stosuje się do pnia 
piramidy wielokątnej, o podstawach równoległych, który jest 
równowarty pniowi piramidy trójkątnej i ma z nim te same pod- 
stawy i wysokość. Więc oznaczając przez V, B, b, л, objętość, 
obie podstawy i wysokość pnia piramidy jakiejkolwiek, o pod- 
stawach równoległych, mamy ogólna formułę jego objętości, 


V= zh (В +6 4-V BŁ). 


Ta formuła pokazuje że pień piramidy jakiejkolwiek, o pod- 
stawach równoległych, jest równowarty summie trzech pira- 
mid mających za spólną wysokość jego wysokość, a za podstawy 
jego obie podstawy i średnią proporcyonalną tych dwóch pod- 


sław. 

WNIOSEK. — Znając stosunek Е dwóch odpowiednych boków 
pnia piramidy o podstawach równoległych, można uniknąć ra- 
chunku jednej z dwóch podstaw. 

b nns. Й г ааб dstawiaj 

Jakoż, proporcya Бн з daje b = —.B; podstawiając tę 
wartość, otrzymujemy formułę dogodną do liczebnych zastosowań, 


1 a, a? 
у= зв (н ТТ: 


ZASTOSOWANIE. — W yrachować objętość pnia piramidy w któ- 
rym wysokość zawiera 3 metry, a podstawy równoległe ва dwu- 
nastokątami foremnemi mającem 1 metr i 2 metry za boki. 


Apotema dwunastokąta foremnego którego bok mierzy 


2 metry, jest уз +АУЗ = 2 + V3 (IV zag 6); zatem pod- 


34 
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stawa B=412 (2 + Уз). Podstawiając te wartości w powyżej 
danej formule, znajdujemy że szukana objętość pnia jest 


12 (2 + УЗ) (1 + złą) = 21 (24-V3) = 7805, 373066 


na mniej niż 1 centymetr sześcienny. 


UwaGA I. — Nie trudno otrzymać wprost wyrażenie objętości pnia 
piramidy o podstawach równoległych, uważając ten pień jako różnicę dwóch 
piramid. Jakoż, nazwijmy В, b, А podstawy i wysokość danego pnia pira- 
ramidy ABCDEabcde, i, dopełniając piramidy SABGDE, oznaczmy przez © 
jej wysokość, przez y wysokość piramidy Sabede ; będziemy mieli 


V= 580 — zby. 
owoż (ҮІ, wn. 1), 


B b VB.b = B.v by B. c — by 


"a A a у a 
AAE в в-+-5-+\УВ.5. 
a te stosunki dają także а= ати ; 


Bo—by BbB. 


mawa apap тати 
1 WE 
więc V =zh(B--0 + V Bb). 


Znając objętość pnia piramidy trójkątnej, o podstawach równoleglych, 
można łatwo otrzymać wyrażenie objętości pnia piramidy wielokątnej, o 
podstawach równoległych, rozkładając go na pnie trójkątne. Jakoż, oznacza- 
jac przez V, B, b, h, objętość, obie podstawy i wysokość tego pnia, przez В’, 
В”, B”,... podstawy niższe, przez b/, b", 077,... odpowiedające podstawy 
wyższe pni piramid trójkątnych, mamy, ograniczając się na trzech pniach 
trójkątnych, 


1 — 1 ——— "ек m 
ү К B-+b+V BY) +++) + B"+-b"'4-V Bo), 
1 SŁ. Biż 
albo у= zk(B +b ++ VEV ++ VED -+ V в”м"). 


(*) Zobacz naszą Arylmetykę, roździał STOsuNki. 
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Owoż, wiemy że trójkąty B’, В”, B'%,... i bł, b”, Б77,.., ва odpowiednio 
podobne i podobnie ustawione (III, 12) ; co daje 


b 5 = ри 
Ztąd wynika 
Мв” Мвт ътт LYBOÓ+YWW+WB W BR, 
bow b” USES РРСРР 
więc VET + VEO у". V BR. 


Podstawiając tę wartość, znajdujemy wiadomy wynik 
1 ы 
= (B +b + V'B.6). 


Można zogólnić znaczenie wyrazu pień piramidy o podstawach równo- 
ległych, uważając za pień drugiego gatunku summę 
dwóch piramid SABCD i SA/B/C/D/, które są wierz- 
chołkiem przeciwległe i mają podstawy równoległe. 
Wyrażenie objętości tego pnia znajduje się spo- 
sobem podobnym powyższemu. Jakoż, oznaczając 
przez h wysokość zadanego pnia piramidy, to jest 
odległość dwóch podstaw ABCD i A/B'C'D/, przez œ 
i y wysokości dwóch piramid które składają ten pień, 


1 1 
‚ mamy ү =3zBv + 56у 


B b VBb Bo+-By зү ‚ 
Rana ady оу а-у Җа ау фу) 


ale te stosunki dają jeszcze 


Bo шлш 
ай al ауу 
зү B— (“в -+b 


ki hat — ау Fy) 02 — ayt yi’ 


1 а, d 
ztąd у= 58 —V Bh +4), i także АСЕ 


Ф Dwie ostatnie formuły różnią się od poprzedzających tylko znakami 
średniej proporcyonalnej dwóch podstaw, i znakiem boku а, 
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To zogólnienie pnia piramidy tłumaczy dlaczego następujące zagadnienie 
ma dwa rozwiązania. 

ZAGADNIENIE. — Mając dane : objętość V, wysokość h, i bok A pod- 
stawy niższej pnia piramidy o podstawach równoległych, znaleźć odpo- 
wiedny bok podstawy wyższej. 

Nazywając © bok szukany, i kładąc © zamiast a, w formule objętości 
pnia piramidy, hędzie. 

wł 0 © 


1 w 3V 
30.1 (1 кА)" albo zzz kę = БЕ” 


1 
Równanie pokazuje że, gdy V > 3 Bh, pień pierwszego gatunku i pień 
drugiego rozwiązują zagadnienie; gdy ilość V jest zawarta między 


1 1 

ge’ i 3 Bh, dwa pnie drugiego gatunku są dwoma rozwiązaniami, 
1 1 

które się przywodzą do jednego jeśli V = 1 Bh, albo V = Bh; nakoniec, 


4 
jesli V © Bh zagadnienie jest niemożebne. 


TWIERDZENIE XX. 


Pień graniastonu trójkątnego jest równowarty summie trzech 
piramid mających jedna z jego podstaw za spólną podstawę i wierz- 
chotki drugiej podstawy za wierzchołki. 

Niech będzie ABCDEF pień graniastonu 
trójkątnego. Przez wierzchołki A, В, F, po- 
* prowadźmy płasczyznę; otrzymamy piramidę 
FABC która ma podstawę ABC danego pnia 
za podstawę, i wierzchołek F podstawy prze- 
ciwległej za wierzchołek. Jeśli potem popro- 
wadzimy płasczyznę BDF, rozłożymy piramidę 
czworokątną FABED na dwie piramidy trój- 
katne FABD i ЕВРЕ. Owoż, piramida FABD jest równowarta 
piramidzie САВР, bo mają obie tę samą podstawę ABD, i równe 
wysokości dlatego że ich wierzchołki F i С leżą na krawędzi FC 
równoległej do AD a temsamem równoległej do podstawy ABD. 
Ale piramida CABD może być uważana jako mająca podsta- 
wę ABC pnia graniastonu za podstawę, i wierzchołek D pod- 
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stawy przeciwległej za wierzchołek. Tak samo, piramida FBDE 
jest równowarta piramidzie CABE, bo mają podstawy BDE, ABE 
równowarte, a ich wierzchołki F, С leżą na krawędzi FC równo- 
ległej do płasczyzny tych podstaw ; ostatnia zaś piramida CABD 
może być uważana jako mająca podstawę ABC i wierzchołek E. 

Więc pień graniastonu trójkątnego ABCDEF jest równowarty 
summie trzech piramid FABC, DABC, EABC które mają jego 
podstawę АВС za spólną podstawę i wierzchołki D, E, F drugiej 
podstawy za wierzchołki. 

WNIosEM. — Jeśli nazwiemy В, h, h', h", liczby które mierzą 
odpowiednio podstawę niższą ABC pnia graniastonu trójką- 
tnego, i wysokości wierzchołków D, E, F podstawy wyższej nad 
płasczyzną podstawy niższej, objętość tego pnia wyrazi się przez 

у ц" + А ="). 
3 

П. — Pień graniastonu trójkątnego ma za miarę wieloczyn z prze- 
cięcia prostego przez średnią arytmetyczną krawędzi bocznych. 

Niech będzie abe (fig. powyższa) przecięcie proste graniastonu 
trójkątnego ABCDEF. Na mocy poprzedzającego wniosku 


objętość graniastonu ściętego abcDEF jest abe (чт) 


, 


objętość graniastonu ściętego adcABC jest abe (“+ 


ztąd, dodając, wynika Р 
Objętość ABCDEF == abe |. 

ПІ. — Można jeszcze mieć inne wyraże- 
nie objętości pnia graniastonu trójkątnego. 
Jakoż, nazwiejmy G i G’ środki ciężkości 
podstaw АВС i A/B/C! ; te dwa środki jako 
też środki ciężkości wszystkich przecięć 
bocznych graniastonu śviętego, leżą na je- 
dnej linii prostej równoległej do krawędzi 
bocznych ; bo leżą na płasczyznach ośrod- 
kowych BDD/B'i AEE/A/, a więc na ich 
przecięciu GG” które jest równoległe do АА”. 
Owoż, jeśli przez punkt D’ poprowadzimy, 
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równoległe do ośrodkowej DB, prostę D'K która spotka GG’ w punkcie H; 
dwa trójkąty podobne D/G'H i D'B’K dadzą ! 


нс” DG 4 


KW == DB” 3 $ zkąd Зна’ КВ/, 
Ale 3GH = ВК ++ 2DD! = BK + AA' + СС ; 
więc 3GH -+ ЗНС’ ezyli 3GG! = AA! +- ВВ’ + CC. 


Ztąd wnosimy że 
objętość ABCA'B'C'! = abe .GG'. 
Wysłowia się ten znakomity wynik mówiac : objętość pnia graniastonii 
trójkątnego równa się wieloczynowi z przecięcia prostego przez odle- 
głość środków ciężkości dwóch podstaw, 


TWIERDZENIE ХХІ, 


Objętość pnia równoległościanu ma za miarę wieloczyn z przecię- 

cia prostego przez średnią arytmetyczną krawędzi bocznych. 
" Niech będzie ABCDA'B'C'D' pień 

„ równoległościanu, і abed jego przecię- 
cie proste, Jeśli poprowadzimy płas- 
czyznę przekątną ACC'A', rozłożymy 
ten pień na dwa pnie graniastonne 
АВСА'В'С” i AGQDA'C'D', których 
objętości, na mocy wniosku II po- 
przedzającego twierdzenia, wyrażą 
się przez 

| ' 1 ' ! ! 
abd SA T Jia a. =) i acd == яз ceto) 


Ale trójkąty abc i acd są równe jako połowy równoległoboku 
abcd ;zaten, dodając dwa powyższe wyrażenia objętości, znajdu- 
jemy że miara pnia ABCDA/B'C'D' równoległościanu równa 

у y '+DD' 
się ‹ РЯ ЛЕЕ + 200 > = | 
у Gdybyśmy poprowadzili płasczyznę przekątną DBB'D', zna- 
leźlibyśmy podobnie że miarą tego samego pnia jest 
' ' ' ' 
а^ „сс +288 =] 
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Ztąd wnosimy że objętość pnia ABCDA/R'C'D' równoległościanu 
ma za miarę połowę summy dwóch znalezionych wyrażeń, to jest, 
jakośmy zwiastowali, 

AA' -+ BB'+CC' + DD' 


objętość (ABCDA'BIC'D') = abea ( ; 
1 


UWAGA OGÓLNA. — Aby wyrachować objętość jakiegokolwiek 
wielościanu, dość jest rozłożyć go na piramidy, albo na części 
którychby umiano wyrachować objętość ; po czem, obliczyć obję- 
tość każdej części i dodać liczby tak otrzymane, ich summa będzie 
miarą objętości uważanego wielościanu. 

ZASTOSOWANIE. — Na bitych gościńcach wzdłuż rowów, leżą 
zwykle kupy tłuczonych kamieni ; te kupy, mające dwa prosto- 
kąty równoległe za podstawy i trapezy równoramienne za ściany, 
są pniami graniastonnemi czworobocznemi. Мајлс dane roz- 
miary a i b, a'i b' dwóch podstaw i wysokość h tak określonej 
kupy, wyrachować jej objętość. 

P Niech będzie ABGDA'B'C'D 
taka kupa kamieni. Płasczyzna 
poprowadzona przez krawędzie 
równoległe A'B' i GD rozkłada 
ja na dwa pnie graniastonów 
trójkątnych AA'GBB'D i A'CCB'D'D. Pierwszy ma za miarę 
wieloczyn ze swego przecięcia prostego EFE' przez średnią 
arytmetyczną krawędzi bocznych AB, CD, A'B', Owoż, 
1 
2 
tość pnia graniastońnego AA'CBB'D wyraża się przez за +0). 


powierzchnia trójkąta EFE' ma za miarę bh; więc obję- 


Dowiedzie się podobnie że miara pnia graniastonnego A'C'GB'D'D 
jest "Т (2a' + а). Więc objętość kupy kamieni ma za miarę 
1 bh(2a + а!) + b'h (2а! +- а). 


Przypuszczając a= 2", b =0%*,80; a =0%*,90, 6'=0",45; 
h = 0™,60; będzie 
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y= TH (2 ж 0,80 + 0,90 x 0,40)17* == 0™,2005. 


Tọ czyni 200 decymetrów sześciennych i pół. 


TWIERDZENIE XXII. 


Wszelka płasczyzna ЕСЕН przechodząca przez srodki E,F dwóch kra- 
wędzi przeciwległych czworościanu dzieli go na dwie części równowarte. 


Wielościan EGFHAC składa się z piramidy czwo- 
rokątnej CEGFH i czworościanu САЕН. Tak samo 
wielościan EGFHBD składa się z piramidy czworo- 
katnej РЕСЕН i czworościanu DBEG. 

Te dwie piramidy czworokątne, mające spólną 
podstawę EGFH, i wierzchołki С, D równo oddalone 
od tej podstawy ponieważ FC = FD z założenia , są 
równowarte. 

Pozostaje więc tylko do okazania że dwa czworo- 
ściany CAEH i DBEG są równowarte. Owoż, biorąc za podstawy tych czwo- 
rościanów trójkąty AEC, BEG, mamy 


czwor. HAEC _tr. AEG АҢ. 


czwor. DBEG _ tr. ВЕС AD" 


ale dwa trójkąty AEC, BEG, których podstawy AE, BE są równe z zało- 
żenia, mają się jako ich wysokości albo jako BC do BG; 


, czwor. HAEC ВС AH 
че czwor. DBEG BG AD 

Uważajmy teraz że, w czworoboku skośnym ABCD, płasczyzna po- 
EA GB FC HD 


przeczna EGFH daje EB'GG'FD"HA 


= (VI, 37); 


EA РЕ GB HD 
— == =í 
ten wieloczyn, z przyczyny EB 1= g’ przywodzi się do — GC HA > 
GB НА BG AD RC AH 
albo do = = sh: złęd wynika = 5.0 о т 


czwor. НАЕС 


więc czwor. DBEG zę 


Co było do dowodzenia. 
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SYMETRYA. 


„A _ OKREŚLENIE X. — Dwa punkta A, А’ są sy- 
б metryczne względem trzeciego О, zwanego ŚROD- 
9 KIEM SYMETRYI, gdy ten punkt jest we środku 


/ prostej АА’ która je łączy. 
К 
А Dwa punkta А, A' są symetryczne wsględem 
x__| _Y linii prostej XY, zwanej OSIĄ SYMETRYI, gdy ta 
jo oś jest prostopadła we środku prostej AA' która 
A je łączy. 


Dwa punkta A, A' są symetryczne względem płasczyzny MN, 

R zwanej PŁASCZYZNĄ SYMETRYI, gdy ta płasczyzna 
и | jest prostopadła we środku prostej AA' która 
je 7————7 je łączy. 


CIF Dwie figury są symetryczne wzgłędem 
IM punktu, osi, płasczyzny, gdy każdy punkt 
pierwszej ma swój symetryczny w drugiej. 
Przedmiot i jego obraz odbity we źwierciadle płaskiem mogą 
służyć za przykład dwóch figur symetrycznych. 


"TWIERDZENIE XXIII. 


Dwie figury symetryczne względem osi są równe. 


Niech będą A, B, С..., punkta pierwszej figu- 
ry,i A',B',C'... ich symetryczne w drugiej, 
względem osi XY. 

Poprowadźmy linie proste ЛА’, BB'...; wedle 
określenia, oś XY jest prostopadła we środku 
każdej z tych linij. Jeśli przeto obrócimy około 
` osi jedną z dwóch figur, wszystkie jej punkta opi- 
Р z: szą łuki podobne ; zatem, gdy punkt A, opisując 
ү pół okręgu, padnie па swój symetryczny А', 
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wszystkie inne punkta pierwszej figury padną na symetryczne 
drugiej. Więc te dwie figury są równe. 

Jeśli dwie figury płaskie, jako 
ABCDE i A'B'C'D'E', są symetryczne 
względem osi MN, aby okazać ich rów- 
ność, dość jest dać pierwszej figurze 
pół obrotu około osi symetryi MN; 
wtedy, każdy punkt A, B,.. padnie na 
swój symetryczny A”, B',.. i pierwsza 
figura przystanie do drugiej. 

Dwie figury płaskie symetryczne 
wzgledem punktu sa równe. Jakoż, jeśli 
damy jednej z nich pół obrotu około 

B D środka symetryi, wszystkie jej punkta 
padną na odpowiedne punkta drugiej, i te dwie figury przystaną 
do siebie. 

Ztąd wynika że па płasczyznie dwie figury są symetryczne nie 
same przez się, ze swojego kształtu, ale tylko z położenia jednej 
względem drugiej; tak że każde dwie figury równe moga być 
ustawione symetrycznie. 

Figura złożona z dwóch części symetrycznych względem osi 
nazywa się symetryczną. 

I tak, trójkat równoramienny jest symetryczny względem swojej 
wysokości która jest osią symetryi, Zatem trójkąt równoboczny ma 
trzy osie symetryi. 

Trapez równoramienny jest symetryczny względem linii która 
łączy środki podstaw. 

W prostokącie osiami symetryi są linie łączące środki boków 
przeciwległych. 

W ukośniku obie przekątne są osiami symetryi. 

Kwadrat ma cztery osie symetryi, któremi są obie przekątne 

i linie łączące środki boków przeciwległych. 


TWIERDZENIE. — W kole każda średnica jest osią symetryt (U, 1). 


TWIERDZENIE. — Gdy figura płaska posiada dwie osie symetryt 
ОА т OB czyniace kąt х niespółmierny z т, ta figura jest kołem. 
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Niech będą dwa punkta M i N symetryczne względem osi OA ; 
weźmy ich symetryczne M' i № względem osi OB. Jeśli zegniemy 
całą figurę według OB, punkta M i N 

M padną na M' i N', i oś ОА weźmie położe- 

A nie OC które będzie osią symetryi dwóch 


A ` punktów jakichkolwiek M, № figury. То 

Р АС! | p dowodzi że obracając oś OB pod kątem а 
| około punktu O, otrzymuje się trzecią oś 

| УХ" symetryi OC; następujący obrót pod ką- 
era tem « dałby czwartą oś, i t. d. Owoż,ai r 

w/  __ są niespółmierne; niema więc liczb całko- 

witych n i k któreby zadość czyniły równa- 

niu na = 2/т, i żadne położenie osi ОВ nie może padać na oś już 
otrzymaną. Ztąd wnosimy że uważana figura płaska, mając nie- 


skończoną liczbę osi przechodzących przez jeden punkt, jest kołem. 
To twierdzenie jest wzejemnicą ostatniego. 


TWIERDZENIE. — Jeśli figura płaska ma dwie osie prostokątne 
XX' i YY', punkt przaciecia O tych osi jest środkiem figury. ` 


Jakoż, punkt M tej figury ma syme- 
tryczny M’ względem osi YY', a punkt M’ 
ma symetryczny M” względem osi XX'. 
Więc ОМ = OM = OM", і MM" jest 
średnicą koła opisanego na trójkącie 
prostokątnym MM'M'. To dowodzi że 
każdy punkt M danej figury ma swój 
symetryczny względem punktu 0. 
Więc punkt O jest środkiem figury. 


Graniaston foremny i równoległościan prosty są symetryczne 
względem linii łączącej środki ich podstaw. /Złównoległościan pros- 
tokątny ma trzy osie symetryi, któremi są linie łączące środki ścian 
przeciwległych. A jeśli podstawy równoległościanu prostokątnego 
są kwadratami, wtedy ten równoległościan ma jeszcze dwie inne 
osie symetryi przechodzące przez środki krawędzi bocznych prze- 
ciwległych. Zatem sześcian ma dziewięć osi symetryi. 


http://rcin.org.pl 


528 KSIEGA SIÓDMA. 


TWIERDZENIE XXIV. 


Dwie figury symetryczne wzgledem płasczyzny są symetryczne 
względem punktu. 

Niech będą A i A' dwa punkta od- 
powiedne figur Е, F' symetrycznych 
względem płasczyzny MN. Weźmy na 
tej płasczyznie jakikolwiek puukt 0; 
wyobraźmy trzecią figurę F” syme- 
tryczną figury F względem punktu О, 
i niech będą А” i A dwa punkta od- 
powiedne tych dwóch figur. Połączmy A'A", i przez punkt O 
poprowadźmy oś XY prostopadłą do płasczyzny MN. 

W trójkącie A A'A", prosta OP, łącząca środki dwóch boków, jest 
równoległa do trzeciego boku A'A” i równa jego połowie. Owoż, 
oś XY, prostopadła do płasczyzny MN а temsamem do prostej OP, 
jest równoległa do boku АА’ і przechodzi przez środek boku AA”; 
więc ta oś jest prostopadła do boku A'A" i przechodzi przez jego 
środek. A zatem punkta А’ i A” są symetryczne względem osi ХҮ, 
i figury F', Е" są równe. 

Ztąd wnosimy że figura F', symetryczna figury F względem płas- 
czyzny, staje się jej symetryczną względem jakiegokolwiek punktu О 
tej płasczyzny, zrobiwszy tylko półobrotu około osi przechodzącej 
przez ten punkt i prostopadłej do tej płasczyzny. I nawzajem. 


WNIOSEK. — Dwie figury symetryczne z trzecią sa równe. Jakoż, 
A niech będą dwie figury А’ i A" sy- 

M metryczne z figura A względem 
у środków О i 0. Przez te dwa 
[54 Ён p / środki poprowadźmy jakakolwiek 
AY i w. płasczyznę P, i weźmy figurę A" 
szk E ү symetryczną figury A, względem 
м a Я płasczyzny Р. Na mocy powyż- 
# szego twierdzenia, figury А’ і А", 

są równe każda figurze A”; więc 

figury A'i A”, obie symetryczne z figurą A, są równe. To zna- 
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czy innemi słowy że wszelka figura ma tylko jedną symetryczną. 

To co poprzedza jasno dowodzi że jedna tylko jest symetrya 
figur, względem punktu albo względem płasczyzny, co to samo, 
zależąca od kształtu układu części tych figur, nie zaś od położe- 
nia jednej względem drugiej, ani od położenia środka symetryi 
albo płasczyzny symetryi. I tak, dwie ręce, dwie rękawiczki są 
symetryczne same przez się, nie z położenia względem siebie. 
Jeśli przewrócimy rękawiezkę prawej ręki, wtedy można ją 
wdziać na lewą. Co pokazuje jakby trzeba przewrócić jedną 
z dwóch figur symetrycznych żeby przystała do drugiej. Dla tych 
przyczyn nazywać będziemy dwie takie figury poprostu symetrycz- 
nemi, nie wyrażając ani punktu ani płasczyzny symetryi. 

Figura, złożona z dwóch części symetrycznych względem spólnej 
płasczyzny nazywa się SYMETRYCZNĄ. Taką jest naprzykład postać 
ciała ludzkiego, pięknych świątyń, gmachów, etc. 

Graniaston prosty, a temsamem równoległościan prosty, jest 
symetryczny względem płasczyzny prostopadłej do krawędzi bocz- 
nych i przechadzącej przez ich środki. Równoległościan prosty, 
którego podstawa jest ukośnikiem, ma nadto jeszcze dwie inne 
płasczyzny symetryi które przechodzą przez krawędzie boczne 
przeciwległe. 

Sześcian ma dziewięć płasczyzn symetryi. 


TWIERDZENIE XXV. 


Dwa wielościany symetryczne maja ściany odpowiedne równe, 
katy dwójścienne odpowiedne równe, t katy 
wielościenne odpowiedne symetryczne. 


Niech będą A, В, C,... i A', В’, C',... 

‚ wierzchołki odpowiedne wielościanów syme- 

trycznych względem jakiegokolwiek środ- 
ka O. 

Z równości trójkątów АВО i A'B'O', ACO i 
A'CO',.. wynika że : dwie proste symetryczne, 
(to jest dwie proste które łączą dwa punkta 
symetryczne), jako dwie krawędzie syme- 
tryczne AB, A'B’, dwieprzekątne symetryczne 
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АС, А'С!,... są równe i równoległe. Zatem dwie ściany odpo- 
wiedne ABCF, A'B'C'F',... mając boki odpowiedne równe i kąty 
między niemi zawarte równe, są równe i symetryczne. Płasczyzny 
tych ścian są równoległe i równo od środka symetryi oddalone. 

Aby pokazać że kąty dwójścienne odpowiedne AB, A'B’ są 
równe, i kąty wielościenne A i A’ symetryczne, dość wziąć za 
środek symetryi wierzchołek A, to jest przypuścić АО = о; wtedy 
przy punkcie A będą dwa katy wielościenne A i А’ wierzchoł- 
kiem przeciwległe; to dowodem że katy dwójścienne odpowiedne 
są równe, i kąty wielościenne odpowiedne są symetryczne. 

WNIOSEK. — Wynika z tego twierdzenia że 

Dwa wielościany złożone z tej samej liczby piramid symetrycznych 
i w porządku odwrotnym ustawionych są symetryczne. 


І NAWZAJEM, dwa wielościany symetryczne rozkładają się na tę 
sama liczbę piramid symetrycznych i w porządku odwrotnym usta- 


wionych. 
WNIOSEK. -- Płasczyzna, przechodząca przez dwie krawędzie 
E yp przeciwne równoległościanu, dzieli go na dwa 


- graniastony trójkątne symetryczne. 


Jakoż, dwa graniastony trójkątne ABCEFG, 
Жу В АСрЕСН, mające wierzchołki symetryczne 
М3 X względem środka O równoległościanu, są 
symetryczne. 


TWIERDZENIE XXVI. 
Dwa wiełościany symetryczne są równowarie. 


Dwa wielościany symetryczne rozkładają 
się na równą liczbę piramid symetrycznych ; 
dość więc okazać że dwie piramidy syme- 
tryczne są równowarte. 

Niech będą tedy dwie piramidy symetry* 
czne, które ustawiamy tak żeby miały spólną 
podstawę ABCD, a wierzchołki 8, S' po 
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bydwóch stronach płasczyzny tej podstawy. Ponieważ wierz- 

chołki S, S' są dwoma punktami symetrycznemi względem 
płasczyzny АВС, wysokości SO, S'O tych piramid są równe. Więc 
dwie piramidy symetryczne są równowarte. 


PODOBIEŃSTWO WIELOŚCIANÓW. 


OKREŚLENIE ХІ. — Dwa wiełościany nazywają się PODOBNEMI gdy 
maja ściany podobne zawierające katy wielościenne równe. 

Ściany podobne, kąty dwójścienne albo wielościenne, krawę- 
dzie, wierzchołki,.. które mają odpowiedające położenia w dwóch 
wielościanach podobnych, nazywają się odpowiednemi. 

Istnienia wielościanów podobnych dowodzi następujące 
twierdzenie. 


TWIERDZENIE XXVII. 


Płasczyzna sieczna równoległa do podstawy piramidy wyznacza 
drugą piramidę podobną pierwszej. 


czyzna sieczna równoległa do podstawy, 
dająca przecięcie abede, wyznacza piramidę 
Sabede podobną piramidzie SABCDE, Jakoż, 
przecięcie abede jest wielokątem podobnym 
podstawie (6), a ściany boczne Sab i SAB, 
Sbe i SBC..., są oczywiście trójkątami podo- 
bnemi. Zatem kąty wielościenne odpowiedne, 
jako A ia ,... są równe ; bo mają kąty płas- 
kie równe i kąty dwójścienne równe każdy każdemu, i podobnie 
ułożone. Więc piramidy Sabede, SABCDE, mające ściany po- 


dobne i kąty wielościenne między niemi zawarte równe, są 
podobne. 


Niech będzie piramida SABCDE. Płas- 
IN 
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* (TWIERDZENIE XXVIII. 


Dwie piramidy sa podobne gdy mają kąt dwójścienny równy 
ZAWARTY między podstawą i ścianą podobną każda każdej, i podobnie 
ułożoną. 

Niech będą dwie piramidy 
SABCDE i sabcde, mające katy 
dwójścienne AB i ab równe, 
podstawy ABCDE i abede po- 
dobne, i ściany ABS, abs po- 
dobne. 

Na krawędzi SA weźmy dłu- 
gość Sa' = sa, i przez punkt a' 
poprowadźmy płasczyznę a'b'c' 
równoległą do podstawy ABCDE. Piramidy Sa%'cd'e', SABGDE 
są podobne. 

Ztąd wynika że ściana Sa'%', podobna ścianie SAB, jest po- 
dobna ścianie sab, ijest jej równa ponieważ bok Sa' = sa; 
następnie, „z Ж a'Wie'd'e', podobna podstawie ABCDE, jest 
równa podstawie abcde; i kat dwójścienny a'%', równy dwój- 
ściennemu AB, jest równy kątowi dwójściennemu ab. Więc 
dwie piramidy Sabcde, Sa'b'c'd'e' są równe (1); zatem piramidy 
SABCDE i Sabede są podobne. 


WNIOSEK. — Dwie piramidy są podobne gdy mają kąt wielo- 
ścienny przy wierzchołku równy, zawarty między trzema krawę- 
dziami odpowiednemi proporcyonalnemi. 


TWIERDZENIE XXIX. 
> 


Dwie piramidy są podobne gdy mają podstawę podobną PRZYLEGŁĄ 
trzem katom dwójściennym równym każdy kazdemu, i w tym sa- 
mym porządku. 


Niech będą dwie piramidy SABCDE, sabede, mające podstawy 
podobne ABCDE, abcde, i dwójściany АВ = ab, CD=cd,DE = de. 
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Na krawędzi AB, weźmy długość AK = ab; poprowadźmy 
przez punkt K prostę Kb' równo- 
legła do krawędzi AS, aż do 
spotkania b z krawędzią BS, i 


5 przez punkt b' poprowadźmy płas- 
czyznę równoległa do podstawy 
ABCDE. л 

У Ё Piramidy SABCDE i Sa'b'c'd'e’ są 


podobne; zatem podstawy abede, 
ABCDE, a'b'c'd'e! są podobne. Ztąd wynika że podstawy abcde, 
a'b'e'd'e' są równe, ponieważ bok ab = AK = a%'. Nadto, dwój- 
ścian ар = АВ = а, dwójścian cd = CD = с'а, i dwójścian 
de = DE =d'e. Więc piramidy sabede i Sa'b'e'd'e', mające pod- 
slawę równą przyległą trzem kątom dwójściennym równym 
każdy każdemu i wtym samym porządku, są równe. Więc dwie 
piramidy SABCDE i sabede są podobne. 


A 
TWIERDZENIE XXX. 


Dwie piramidy równokatne między sobą są podobne. 


Niech będa dwie piramidy SABCDE i sabede równokątne mię- 
dzy sobą (fig. powyższa). 

Na krawędzi SA weźmy długość Sa' = sa, i przez punkt a' 
poprowadźmy płasczyznę równoległa do podstawy ABCDE ; pi- 
ramida Sa'bed'e' będzie równokątna z piramidą SABQDE, i 
temsamem równokątna z piramida sabede. Ztąd wynika że 
piramidy sabede i Sa'b'e'd'e', równokąatne między sobą i mające 
dwie krawędzie odpowiedne równe Sa i Sa', są równe (9); więc 
piramidy SABCDE i Sabcde równokątne między sobą są podobne. 


TWIERDZENIE ХХХІ. 


Dwa graniastony są podobne gdy mają kat dwójścienny równy 
ZAWARTY między podstawą i ścianą podobną każda każdej i podobnie 
ułożoną. Р 

Niech będą dwa graniastony ABCDEF, abedef, w których kąty 
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dwójścienne AB i ab, są równe, podstawy ABCDE i abcde są 
podobne, i ściany ABGF, abg/, 
także podobne. 

Kąty trójścienne B ib są równe, 
Бо mająz założenia kąt dwójścien= 
ny AB = ab, zawarty między dwo- 
ma kalami płaskiemi ABC i abc, 
ABG i abg, równemi każdy każ- 
demu i w tym samym porządku. 
Zatem kąt dwójścienny ВС = бе, 
kąt dwójścienny BG = б, i kąt płaski CGB= cbg. 


Nadto 2G = АВ == ВС 
bg ab be 

Więc dwa równoległoboki BCGH, begh są podobne (III, 16 wn.) 
Ztąd wynika że kąty trójścienne C, e są równe, a następnie dwa 
równoległoboki CDIH, edik są podobne; i tak dalej. Owoż, kąty 
dwójścienne FG i fg, еіс. są równe jako spełnienia katów ró- 
wnych. Więc жы zadane są podobne. 


WNIOSEK 1. — Dwa graniastony proste są podobne, gdy mają 
podstawę i ścianę podobną każda każdej i podobnie ułożone. 


П. — Dwa równoległościany są podobne, gdy mają kąt wie- 
lościenny równy zawarty między trzema krawędziami propor- 
cyonalnemi i w tym samym porządku. 

Zatem, dwa równoległościany prostokątne są podobne, gdy 
mają trzy krawędzie przyległe proporcyonalne. 

Wszystkie sześciany są podobne. 

UwAGA: — Widzimy łatwo że podobieństwo dwóch granias- 
tonów i podobieństwo dwóch piramid, których podstawy mają 
n boków, wymaga 2n — 4 warunków, to jest jednego mniej niż 
równość. 
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TWIERDZENIE XXXII 


Dwa wiełościany złożone z równej liczby piramid trókątnych, 
czyli czworościanów, podobnych i podobnie ustawionych są podobne. 
I nawzajem. 


©, Niech będą dwa wielościany 
R M3 łożone z czworościanów od- 
4/ 4 A powiednych podobnych ABCD 
i abed, ABDE i abde, ABEF i 
abef, etc. Uważajmy przede 
wszystkiem że, jeśli ściany 
przyległe BCD i BDE, dwóch 
czworościanów ABDC i ABDE, 
znajdują się na jednej płasczyznie, ściany odpowiedne bcd i bde 
leżą także na jednej płasczyznie ; bo kąty dwójścienne абас i abde 
są spełniające, jako równe dwom kątom dwójściennym spełniają- 
cym ABDCi ABDE. Zatem, w tychidwóch wielościanach, 1° ściany 
odpowiedne АВС i abe, BCD i bed, ete są podobne i podobnie 
ustawione, bądź jako ściany odpowiedne czworościanów podo. 
dobnych, bądź też jako złożone z równej liczby trójkątów 
podobnych i podobnie ustawionych. 2° Kąty wielościenne, jako С 
іс, Did, Eie.., zawarte między ścianami podobnemi są równe, 
bądź jako katy odpowiedne czworościanów podobnych, bądź też 
jako złożone z równej liczby kątów trójściennych równych każdy 
każdemu i podobnie ustawionych. Więc dwa zadane wielościany 
są podobne. 


NAWZAJEM, dwa wielościany podobne rozkładają się na równą 
liczbę piramid trójkątnych, czyli czworościanów, podobnych każda 
każdej i podobnie ustawionych. 

1° Jeśli dwa dane wielościany podobne W i W' są wypukłe, 
można zawsze rozłożyć wielościan W na czworościany, dając im 
jakikolwiek punkt wewnętrzny O za spólny wierzchołek. Niech 


będzie OABC jeden z tych czworościanów; przez krawędź A'B' 
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wielościanu W' odpowiedną AB poprowadźmy płasczyznę A'B'O' 


tak żeby czyniła ze ścianą A'B'Q' kąt dwójścienny O'A'B'C' równy 
dwójściennemu OABC, i na tej płasczyznie wystawmy trój- 
kat A'B'O' podobny trójkatowi АВО ; po czem, biorąc tak wyzna- 
czony punkt O' za wierzchołek, тобуту wielościan W' na 
czworościany O'A'B'C',O'A'C'E',... które będą podobne odpowie- 
dajacym czworościanom ОАВС, OACE,... pierwszego wielo- 
ścianu W. 

Jakoż, uważajmy dwa czworościany odpowiedne OACE i 
O'A'C'E' przyległe czworościanom podobnym OABC i О'А'В'С'. 
Ściany OAC, O'A'U' są podobne, jako ściany odpowiedne dwóch 
czworościanów podobnych OABC, O'A'B'C' ; a zaś ściany АСЕ, 
А'С'Е' są podobne, jako trójkąty odpowiedne które składają 
ściany podobne dwóch wielościanów. Teraz, jeśli trójkąty AGB, 
ACE są na jednej płasczyznie, dwa kąty dwójścienne OACE i 
O'A'C'E' są równe, jako spełnienia katów dwójściennych ró- 
wnych ОАСВ i O'A'C'B'; а jeśli trójkąty ACB, ACE nie leżą na 
jednej płasczyznie, wtedy, ponieważ kąty dwójścienne ВАСЕ i 
B'A'C'E' są równe jakokąty odpowiedne wielościanów podobnych, 
i katy dwójścienne ОАСВ, O'A'C'B' także równe jako katy odpo- 
wiedne czworościanów podobnych DABC, О'А'В'С”, różnice tych 
katów, to jest kąty dwójścienne OACE, O'A'C'E', są równe. Więc 
dwa czworościany OACE, O'A'C'E' są podobne. 

Rozumując tak samo, dowiedzie się następnie podobieństwa 
wszystkich innych czworościanów odpowiednych. 


20 Jeśli dwa wielościany podobne nie są wypukłe, byle tylko 
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ich katy wielościenne nie przebijały ścian, można zawsze, płas- 
czyznami przyzwoicie ргоуайғопеті, rozłożyć te wielościany 
na wielościany wypukłe, a te ostatnie na czworościany podobne 
i podobnie ustawione. 


Uwaga. — Dwa punkta О i ©' nazywają się odpowiednemi, 
względem dwóch wielościanów podobnych, jeśli, łącząc każdy 
z nich ze trzema wierzchołkami po sobie idącemi јако А, В, С 
i A', B’, C', otrzymuje się dwa czworościany OABC i O'A'B'C' po- 
dobne i podobnie ustawione. 

Dwie linie proste, które łączą punkta odpowiedne dwóch 
wielościanów podobnych, nazywają się odpowiednemi, jako 
np dwie przekątne łączące wierzchołki odpowiedne. 

W dwóch wielościanach podobnych, stosunek dwóch linij odpo- 
wiednych równa się stosunkowi podobieństwa dwóch ścian odęo- 
wiednych. 

Dowodzenie podobne do tego któreśmy dali w księdze Шеј 
tw. XVI. 


'TWIRDZENIE XXXIII. 


Dwa czworościany, mające kąt trójścienny równy, maja się jako 
wieloczyny z trzech krawędzi tego kąta. 


A Niech będa dwa czworościany ABCD 
i AEFG mające kąt trójścienny A spólny. 

E< | Poprowadźmy płasczyznę BDF. 
/ БАР G — QzworościanyABCD, ABDF, mające spólny 
т 8 GA wierzchołek B, mają się jako podstawy ADC, 
= | 7ŻVADF, ate ostatnie sa proporcyonalne do kra- 


N ab wędzi AC, AF ; zatem 
с 


ABCD _ АС 
ABDF АЕ 
Podobnie, czworościany ABDF, AEFG, mające spólny wierz- 
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chołek F, mają się jako podstawy ABD, AEG, a te ostatnie mają 
się jako prostokąty AB. AD, АЕ. AG; 


| ABDF _ АВ AD 
wię? AEFG  AE' AG 


Ztąd, mnożąc te równości stronami, otrzymujemy 


ABCD _ АВ АС Ар АВ.АС.АР 
AEFG АЁ АЁ Аб  AE.AF. AG 


WNIOSEK. — Dwa czworościany, majace kat bryłowy symetryczny 
mają się jako wieloczyny ze trzech krawędzi tego kata. 


П. — Dwa grantastony trójkątne majace kat trójścienny równy 
albo symetryczny mają się jako wieloczyny ze trzech krawędzi tego 
kata, 

Bo każdy z dwóch graniastonów jest trzy razy większy od 
czworościanu wystawionego na tym kącie i jego krawędziach. 

Zatem, dwa równoległościany, mające kąt bryłowy równy albo 
symetryczny, mają się jako wieloczyny ze trzech krawędzi tego kata. 

Co jest zogólnieniem twierdzenia XIII. 


TWIERDZENIE XXXIV. 


Dwie piramidy podobne таја się jako sześciany z krawędzi odpo- 
wiednych. 


Niech będą dwie piramidy trój- 
kątne podobne ABCD, abcd, które 
można przypuścić umieszczone 
jedna w drugiej tak żeby ich kąty 
przy wierzchołku przystawały do 
siebie. W tem położeniu, podsta- 
wy BCD, bed dwóch piramid są 
równoległe, i wysokości AH, Ak 
są na jednej prostej. 
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Teraz, ponieważ objętości piramid sa proporcyonalne do wie- 
loczynów z podstaw przez wysokość, mamy 


Obj. ABCD ВС). АН BCD AH 


Obj. Abed bed. Ah bed ` АК 
Ale płasczyzna bed jest równoległa do podstawy ВСЮ 
tem (6, wn.) 
BCD АН? . AH BC 
Е" 


Więc, podstawiając te wartości, otrzymujemy 


Obj. ABCD AH 


Ob ы о 007: АВСЮ _ Ве? 
Obj. Abed 3 


Obj. Abed 3% 


Uwaga. — Powyższe dowodzenie stosuje się do piramid po- 
dobnych jakichkolwiek. 


Jeśli piramidy podobne są trójkątne, można dowieśdź twierdzenia ina- 


czej. Jakoż, dwa czworościany ABCD, abcd, mające. katy trójścienneA ia 
równe, даја (33). 


obj. ABCD 4 AB AC AD 
obj. аса ab ac" ай 
Owoż, podobieństwo tych dwóch czworościanów daje 


АВ АС AD 


ab ас E 
Obj. ABCD _ (AB 
więc 
700. abcd abed ME w 


TWIERDZENIE XXXV. 


Dwa wieloosciany podobne maja się jako sześciany z krawędzi 
odpowiednych, 


Wiemy że dwa wielościany podobne W i W' mogą się rozłożyć 
na równą liczbę czworościanów podobnych i podobnie ustawio- 
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nych. Więc, oznaczając przez С, C,, С... czworościany wielo- 
ścianu W, przez С’, C,, C'e czworościany odpowiedne wielo- 


ścianu №’, przez a i a' dwie krawędzie odpowiedne, będzie 


с ос, e С, g 


Zatem ap = z = A = 


Ztąd, na mocy wiadomego twierdzenia, wynika 


C + 0, +0, + a у а 
(6-4 -- 0 + Ch + albo ү' = as 


UwaGA. — Powierzchnie wielościanów podobnych są propor- 
cyonalne do kwadratów z krawędzi odpowiednych. 


ZASTOSOWANIE. — Wyrachować krawędzie i objętość równoległościanu 
prostokątnego, którego powierzchnia ma ц metry kwadratowe, a „Toz- 
miary są proporcyonalne do liczb 2, 3, 6. 


Oznaczmy przez a, b, c trzy krawędzie przyległe tego równoległościanu ; 
jego powierzchnia wyrazi się przez 2(ab -H ac -+ be) = 4, i będzie 


WO MOŻ ab ac be | 2 
Ztad wynika м = — == e == 
U 
Więc wartości krawędzi, wyrażone w metrach, ва: 
= УЕ "m 
a=zV2, b=; \/3, c= V; 
a następnie objętość danego równoległościanu 


1, 
== ~ у = (ms A 
ү zV2 0%*,471404 


na mniej niż centymetr sześcienny. 
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TWIERDZENIE XXXVI (*). 


W każdym wiełościanie liczba ścian S więcej liczba wierzchoł- 
ków W równa się liczbie krawedzi K więcej 2, to jest 


а Е Ур 


Dowiedziemy najpierwej że ilość 5 -- W — К jest stała, а po- 
tem że się równa liczbie 2. Połączmy tedy jakikolwiek punkt 8 
przestrzeni ze wszystkiemi wierzchołkami jednej ściany ABCD. 
Przystawiając piramidę ЅАВСР, której odejmujemy podstawę, 
tworzymy nowy wielościan w którym ilość 5 4+- W — K staje się 
574 W'—K'. Ale nie wszystkie przystawione ściany są różne od 
dawnych ; albowiem, niektóre z nich mogą być przedłużeniem 
tych ostatnich; tak samo, niektóre z nowych krawędzi mogą 
być także przedłużeniem dawnych. Uważając że każde przedłu- 
żenie ściany niszczy jedną krawędź a każde przedłużenie kra- 
wędzi niszczy jeden wierzchołek, jeśli oznaczymy przez n liczbę 
boków odjętej ściany, przez s liczbę przedłużonych ścian, przez 
w liczbę straconych wierzchołków, znajdziemy łatwo 


S=S—41+n—s 
W'=W + 4—w 
K'=K-n=s—w 
Ztad wynika równość 
SHW —KK=S+W—=K 


która pokazuje że ilość 5 + W — K nie zmienia się przez przy- 
sławienie piramidy do jednej ze ścian wielościanu. Ta ilość nie 
zmienia się także gdy odejmujemy piramidę od wielościanu; bo, 
gdyby się zmieniała przez odjęcie piramidy, toby się musiała 


(*) Twierdzenie sławnego matymatyka EULERA. 


http://rcin.org.pl 


542 KSIĘGA SIÓDMA, 


zmienić przez jej przystawienie na powrót; co nie jest, Więc 
ilość S ++ W — K jest stała w wielościanach. 

Owoż, odejmując piramidy od wielościanu albo je dodając, 
możemy dojść aż do czworościanu, w którym ilość S + W — K 
równa się oczywiście liczbie 2; więc w każdym wielościanie 
liczba ścian więcej liczba wierzchołków równa się liczbie krawędzi 
więcej 2. 


UWAGA. — Powyższe dowodzenie pokaznje że twierdzdnie stosuje się do 
wszelkiego wielościanu, byle tylko żadna ściana nie przenikała innej, jako 
w wielościanach gwiażdzistych, o których później mówić będziemy. 


WNIOSEK I. — Oznaczmy przez a, b, с, d,... liczbę trójkątów, 
czworokątów, pięciokatów,.... przez a, $, у, 8,... liczbę katów 
trójściennych, czworościennych, pięciościennych,... Ponieważ 
każda krawędź należy do dwóch ścian i do dwóch wierzchołków, 
będzie 

К — За + hb + 5+ 6d + (1). 
2K = 3a + LB + Sy + 68 + (2). 

То dowodzi że w każdym wielościanie 1° liczba ścian mających 
nieparzystą liczbę boków, jako trójkąty, pięciokąty,.. jest parzysta; 
9° liczba katów wielościennych majacych nieparzystą liczbę krawędzi, 
jako kąty trójścienne, kąty pięciościenne,... jest parzysta. 

II. Nie istnieje żaden wiołościan któryby nie miał ani ściany trój- 
katnej ani kata trójściennego. 


Mamy 
S=a-+-b+c+d+ (3), W=a+$+y+38+ (0); 
owoż, jeśli w formule Eulera, która można pisać 
15 + 4W =4K + 8, 


wyrugujemy 8, W, i podstawimy zamiast 4K summę wartości 
(1) i (2), otrzymamy równanie 


a--a =8 + (4+5) + 2(d +8) + 3( + + 
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które dowodzi że summa a+} « nie może być zero, ani mniejsza 
od liczby 8. 

W czworościanie а + a = 8. 

UI. Nie istnieje żaden wielościan w którymby wszystkie ściany 
miały więcej niż pięć boków, ani wielościan w którymby wszystkie 
kąty wielościenne miały więcej niż pięć ścian. 

Jakoż, 

1° Z porównania formuł (2) i (4) wynika że 2K > ЗҮҮ; а jeśli 
w formule Fulera podstawimy ха K i S ich wartości (1) i (3), będzie 

2W =h + a +- 264 Зе + (5); 
zatem, podstawiając tę wartość i wartość (1) w powyższej nie- 
równości, otrzymamy nierówność 
3a + 26 +e Z 12 +- d + 20 +-..., 
która dowodzi że a, b, c nie mogą zarazem być zero. 

2° Z symetryi formuły Fulera względem Si W,i z formuł 

(1) i (2), (3) i (4), wynika że jest także 
28 = 1 a + BH 35 + (6) 


"anastępnie 3+ -+y 212 +342... 


Co dowodzi że а, 8, y, nie mogą zarazem być zero. 


LICZBA WARUNKÓW KONIECZNYCH DO WYZNACZENIA WIELOŚCIANU, 


Uważajmy układ л punktów w przestrzeni, albo wielościan ga- 
tunku nieokreślonego mający n wierzchółków. Na wyznaczenie 
trzech wierzchołków trzeba trzech oddzielnych warunków ; wyzna- 
czy się położenie w przestrzeni pezostałych n—3 wierzchołków da- 
jac np. odległość każdego z nich od trzech pierwszych, co uczyni 
3(n— 3) różnych warunków; więc liczba warunków koniecznych 
do wyznaczenia wielościanu mającego n wierzchołków, albo ogól- 
niej, liczba warunków konieczuych do wyznaczenia układu n punk- 
tów w przestrzeni jest 3 -+-3(n—3) czyli 3n—6. 

Pojmujemy łatwo że liczba warunków koniecznych do wyzna- 
czenia wielościanu zmniejsza się w miarę ścisłości jego okreś- 
lenia; albowiem niektóre wierzchołki mogą leżeć na jednej 


http://rcin.org.pl 


514 KSIĘGA SIÓDMA. 


płasczyznie albo nawet na jednej linii prostej z innemi. I tak, 
wyznaczenie czworościanu wymaga 3. 4 — 6=6 warunków ; gdy 
tymczasem wyznaczenie piramidy, której podstawa ma n boków, 
potrzebuje mniej warunków niż 3(n-+1) — 6 = 3 п — 3. 


Uważajmy teraz wielościan danego gatunku, і weźmy za pod- 
stawę jedną ze ścian mającą n boków. Trzeba 2 n— 3 warunków 
do wyznaczenia tej ściany. Zostaje tedy W — n wierzchołków 
poza podstawą ; położenie każdego z nich w przestrzeni wymaga 
trzech warunków, co czyni 3 (W — n ); dodając 2 n — 3 wa- 
runki podstawy, będzie razem 3W — n — 3. Ale ta liczba wa- 
runków jest, ogólnie mówiąc, za wielka, i trzeba ją zmniejszyć 
liczbą warunków które wyrażają że wierzchołki jednej ściany 
znajdują się na jej płasczyznie. Owóż, trzy punkta wyznaczają 
płasczyznę ; jeśli więc nazwiemy n', n", n"... liczbę boków ścian 
będących zewnątrz podstawy, przewyżka każdej z tychliczb nad з 
wyrazi ile trzeba warunków żeby wierzchołki należące do jednej 
ściany były na jej płasczyznie. Odejmując summę tych prze- 
wyżek od poprzednio znalezionej liczby warunków, otrzymu- 
jemy ЗМ — n — 3 — (nu —3) —n' — 3)—..., 
albo 3 W—6 — n—3) — (n—3) — (п — 3) —. 

Ale ostatnie wyrażenie jest to samo co 3W—6—?2K--38; 
to zaś, z przyczyny S--W—A=2, przywodzi się do K. Więc 
liczba warunków koniecznych do wyznaczenia wielościanu równa sie 
liczbie K jego krawędzi. 

Twierdzenia JI, VII, VIII, i IX moga tu służyć za sprawdzenie. 


Jeden bok i K=1 katów wyznaczają wielościan; inny bok, 
dany dowolnie, i te same kąty wyznaczają drugi wielościan 
oczywiście podobny pierwszemu. Więc, żeby dwa wielościany tego 
samego gatunku były podobne, trzeba K —1 warunków. 


Jeśli dwa wielościany nie są określonego gatunku i mają tylko 
równą liczbę W wierzchołków, trzeba 3W — 7, warunków dla 
ich podobieństwa. 

To dowodzi że podobieństwo dwóch wielościanów wymaga 
jednego warunku mniej niż ich równość. 
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TWIERDZENIE XXXVII. 


* W każdym wielościanie, summa kątów wszystkich ścian rówra się 
~ czterem kątom prostym wziętym tyle razy ile jest wierzchołków mniej 2. 
Wiadomo że, biorąc kąt prosty za jedność katów, summa kątów wc- 
wnętrznych wielokąta mającego п boków wyraża się przez 2n — 4 ; zatem, 
jeśli oznaczymy przez n, т’, n"... liczby boków ścian danego wielościanu, 
summa katów wszystkich ścian będzie 


+ (2n — 4) + (2n' — 0) + (27 — 4) + 


4 Owoż, ta summa zewiera S wyrazów, a zaś n4 n'--n" +... ==2К; 
więc summa katów wszystkich ścian wielościanu ma za miarę 


X= (К — 5) albo I= (W — 4) (36) 


ZAGADNIENIA KSIĘGI SIÓDMEJ. 


ZAGADNIENIE 1. 


Znaleźć powierzchnię boczną i objętość piramidy sześciokąlnej fo- 
7 remnej, mając dana jej wysokość Н i promień R podstawy. 


Nazwijmy 5 powierzchnię boczną, V objętość piramidy za- 
danej. 


1° Apotema podstawy wyraża się przez ЖУЗ; a wysokość 
jednego z sześciu trójkątów równoramiennych które składają 


powierzchnię boczną piramidy, przez V H? -+ 20°; zatem po- 
wierzchnia boczna tej piramidy jest 


8 —6R.; V Ip 3R* = 3RV вн? +- 3R*. 


9° Podstawa piramidy ma za miarę здү; więc objętość 
piramidy jest = *HR2V 3, 
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ZAGADNIENIE 1. 


Przeciąć czworościan ABCD płasczyzną równoległą do dwóch + 
krawędzi przeciwległych AQ, BD, tak żeby przecięcie EFGH miało 
powierzchnię największą możebną. 


А Ponieważ płasczyzna sieczna ma być 
АМ równoległa do dwóch krawędzi przeciwle- 
N głych AC i BD, przecięcie EFGH jest równo- 


ległobokiem, w którym kąt E jest stały jako 
równy katowi krawędzi АС i BD. Ztąd 
wynika że maximum powierzchni tego 
równoległoboku zależy od maximum 
wieloczynu EF. EH dwóch boków przy- 
ległych (IV, 7). 


; BF_BE . ЕН АЕ, 

Owot, AC BA · BD AB? 
AC. BD 

więc EF. EH = бы х АЕ. ВЕ. 


АС.ВЮ . 
jest stały, а summa 


Teraz nważajmy że spółczynnik 


dwóch czynników zmiennych AE i BE równa się krawędzi AB. 
Więc wieloczyn AE . BE jest maximum gdy te czynniki zmienne 
są równe. Ztąd wnosimy że w czworościanie płasczyzna równo- 
legła do dwóch krawędzi przeciwległych wyznacza przecięcie 
maximum gdy jest równo oddalona od tych krawędzi. 


ZAGADNIENIE Ш. 


Przeciąć czworościan ABCD płasczyzną przechodzącą przez środki 
ЕЕ dwóch krawędzi przeciwległych tak, żeby przecięcie miało 
powierzchnię najmniejszą тоѓеіта. 


Niech będzie EGFH czworobok wyznaczony przez jedną z płas- 
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czyzn siecznych. Poprowadźmy przekątnę EF i spuśćmy na nią, 


А, z wierzchołków б, Н, prostopadłe GG', 
ДХ HH. 

ү e Czworobok E ma za miarę wielo- 
IEN \ czyn $EF (GG' -+ НН”), w którym czyn- 
/| № \ nik EF jest stały; więc ten czworobok bę- 
BĆ zj i Муз 5р dzie miał powierzchnię minimum gdy 
х 22 summa prostopadłych GG’, HH' będzie 

ё minimum. 


Owoż, jeśli przez punkt E poprowadzimy płasczyznę, równo- 
legła do dwócó krawędzi przeciwległych АС, BD, ta płasczyzna 
przejdzie przez punkt F (VI, 36), i proste GG', HH', równoległe 
między sobą, będą do niej pochyłe. Te pochyłe są równe, bo 
rzeczona płasczyzna jest równo oddalona od krawędzi AC, BD. 
Ztąd wynika że summa GG' +- НА’ będzie minimum gdy proste 
GG'i НН’ będą prostopadłe do tej płasczyzny. Wtedy, prosta GG! 
będzie spólną prostopadłą do prostych EF, АС, a zaś HH’ spólną 
prostopadłą do prostych EF, BD. · 

Więc, aby rozwiązać zagadnienie, poprowadź przez punkt Е 
płasczyznę równoległą do krawędzi przeciwległych AC, BD, 
i potem do tej płasczyzny poprowadź, przez prostę EF, płasczyznę 
prostopadłą która wyznaczy przecięcie najmniejszej powierzchni. 


ZAGADNIENIE IV. 


Podzielić piramidę, która ma podstawę równoległoboczna, na 
dwie części równowarte, płasczyzną przechodzącą przez jeden z bo- 


„ ków podstawy, 


Niech będzie BCFE płasczyzna szukana; 50 
wysokość danej piramidy równoległobocznej 
SABCD, i SP wysokość piramidy odciętej 
SBCFE której podstawa jest trapezem. Płas- 
czyzna OSP, prostopadła do dwóch podstaw, 
jest prostopadła do ich przecięcia BC i spo- 
tyka te podstawy wedle prostych HG, HI,od- 


Рр ИТ pięstonagłysh do prostych AD, EF. 
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Wedle zagadnienia, piramida SBCEF powinna być połową 
danej SABCD; więc, wyrażając ich objętość, mamy 
AD . GH . SO = (BC + EF). НІ. SP. 
Owoż, jeśli spuścimy prostopadłę HK na prostę SG, powierz- 
chnie trójkątów SHG i SHI dadzą 
GH.S0==SG.HK i HI.SP=SI.HK; 
zatem, podstawiając te wartości w powyższem równaniu, będzie 
AD. SG = (ВС + EF). SI, 


SG SI GI 


Nakoniec, jeśli w ostatniej równości zamiast AD і EF podsta- 
wimy ilości proporcyonalne SG i SI, otrzymamy proporcyę 


zkąd 


sc _SI 
Si т? 


która pokazuje że płasczyzna szukana BCFE dzieli w stosunku 
średnim i skrajnym wysokość SG ściany ADS równoległej do kra- 
wędzi BC przez którą przechodzi. 


UwaAGA. — Rozwiązać zagadnienie gdy dwa boki równoległe 
AB i BC są nierówne. 
ZAGADNIENIE V. 


Podzielić całą powierzchnię piramidy czworokątnej foremnej na 
dwie części równowarte, płasczyzna przechodzącą przez jeden z bo- 
ków podstawy. 


Przypuśćmy zagadnienie rozwiązane, i niech będzie BCFE płas- 
czyzna szukana (fig. powyższa); połączmy BE, i oznaczmy przez k 
apotemę piramidy, przez a bok jej podstawy, przez z wysokość 
trapezu ADFE ; będzie 


1 
trój. АВЕ = zas, i EF =zk- а); 


zatem trapez ADFE = zyj (26 — 2). 
U 
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Wedle zadania, summa powierzchni 2ABE + ADFE + ABCD 
powinna być połową całej powierzchni piramidy; więc 

2ac + 7 (Ok — 2) + 2a? = 9а + а? 

albo 202 — hke ++ 90 — ak = о. 

To równanie ma dwa pierwiastki rzeczywiste i dodatne, ponie- 
waż 2k > a, bez czego piramida foremna nie mogłaby istnieć; 
ale pierwiastek większy od 2k nie odpowieda na pytanie. Więc 
zagadnienie ma tylko jedno rozwiązanie. 


ZAGADNIENIE VI. 


Przeciąć sześcian płasczyzną tak, żeby przecięcie było sześciokątem 
foremnym. 


# Ak. ж Przypuśćmy zagadnienie rozwiązane, 
A y z e 1 i niech będzie płasczyzna MNQ której 
Ла \ przecięcie z sześcianem jest sześciokątem 
ý Ў | AN foremnym MNPQRS. Płasczyzna sieczna 
LZ | РА przecina oczywiście krawędź Сб w punk- 
RK 4 а SP cie І. Owoż, kąt NPQ sześciokąta forem- 


nego równa się $ kąta prostego ; więc 
trójkąt IPQ jest równoboczny, bo jego 
kąty PiQ, jako spełnienia katów sześciokąta, są każdy $ kąta 


prostego. Жай wynika że 
IP=PQ=PN, i IQ==QR; zatem PQ=41NR. 

Co dowodzi że bok PQ szukanego sześciokąta foremnego jest ró- 
wnoległy do przekątnej FH i równy jej połowie. Więc wierzchołki 
P i Q tego sześciokąta są środkami krawędzi GF i GH sześcianu; 
i tak samo o innych. Ztąd wnosimy że w sześcianie płasczyzna 
poprowadzona przez środki trzech krawędzi, po sobie idących ale 
nie na jednej płasczynie, wyznacza przecięcie które jest sześcio- 
katem foremnym jako MNPQRS. Jest cztery takich płasczyzn 
zadość czyniących zagadnieniu. 
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UWAGA. — Niech będzie M/N/P/Q'R/S/ sześciokąt wyznaczony płasczyzną 
równoległą do płasczycny BDG, a temsamem równoległą do płasczyzny MNP. 
W AS , PQ? GP ро GP 
— == —, і — = — ab — = —. 
BD AD FH GE BD AD 

Ale GP’ i DY są równe, jako dwie równoległe zawarte między dwiema 
płasczyznamirównoległemi ; zatem GP +4- AS'=AD. Więc W'S/ +- P'Q'=BD. 
Ztad wynika że sześciokąty wyznaczone płasczyznami równoległemi do 
płasczyzny BDG są równoobwodowe z trójkątem równobocznym BDG. 
Owoż, między wielokątami równoobwodowemi i równej liczby boków naj- 
większy jest foremny. 

Więc, Sześciokąt foremny MNPQRS jest największy ze wszystkich 
szesciokątów pochodzących z przecięcia sześcianu pizez płasczyzny ró- 
wnoległe do płasczyzny BDG. 


Widzimy łatwo że 


ZAGADNIENIE VII. 


W piramidzie SABGD mającej za podstawę trapez, są dane : 
1° wysokość SP, 2° ściana SAD, 3° kąty ściany przeciwległej SBC 
h° kierunki podstaw AB i DC trapezu ; zbudawać tę piramidę. 


Przypuśćmy zagadnienie rozwiąza- 
ne, i ze spodka P wysokości SP pira- 
midy szukanej spuśćmy prostopadłę 
PQ na bok BC; prosta SQ będzie wy- 
sokością ściany SBC. 

Teraz, ponieważ kąty tej ściany są 
dane, stosunek odcinków BQ, CQ jest 
wiadomy; zatem, jeśli podzielimy 
w tym stosunku bok AD w punkcie 
E, punkt Q będzie leżał na równoległej ЕК/ do AB. 


Stosunek = jest także wiadomy ; więc, jeśli weźmiemy QR=QS, 
punkt R będzie się znajdował na linii FF', równoległej do AB 
i przechodzącej przez punkt F który się wyznaczy za pomocą 

BO _ Ав 
QR ЕЕ 
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Po czem, połączmy RS, RP; będzie 

RS* = 2QR”, i RS* = PS” +- РА? = PS + PQ” + OR”; 

улаа OR — 0р“ = P5. 

Więc wykreślenie żądanej piramidy przywodzi się do nastę- 
pującego zagadnienia Geometryi płaskiej : 

Wykreślić trójkąt prostokątny РОК w którym, różnica kwadra- 
tów wystawionych na ramionach QR, QP kata prostego równa się 


kwadratowi z danej linii SP, wierzchołek P jest dany, a dwa inne 
wierzchołki Q, R leża na danych równoległych ЕЕ’, EF. 
Aby rozwiązać to zagadnienie, spuśćmy prostopadłe PP”, RR? 
па ЕЕ’, będzie 
ОН = ОКУ: AR” i Ов 0 — ВЫ“; 
даа wynika ОҚ — 0р = 5р? + PP” АК“, 
Druga strona równania jest ilością wiadomą. 
Nadto, trójkąty QPP’, ОКИ’, mające boki prostopadłe, są po- 
dobne i dają, 
PR SE. ya > 
GR = RR albo ОР” x ОВ = PP’ x RR. А 
Mamy wieloczyn odcinków ОВ’, QP’ i różnicę ich kwadratów ; 
więc te odcinki są wynaczone, i rozwiązanie zagadnienia łatwo 
się uzupełnia. 


ZAGADNIENIE VIII. 


Przeciąć dany graniaston trójkątny płasczyzną tak żeby przecięcie 
było trójkątem podobnym danemu. 


Można zawsze przypuścić że płasczyżna sieczna przechodzi przez 
jeden 2 wierzchołków podstawy; wledy ta płasczyzna odcina od 
graniastonu piramidę mającą trapez za podstawę, i zagadnienie 
przywodzi się do poprzedzającego. 
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Dobrze jest szukać wprost algebrycznie rozwiązania które, 
prócz długości rachunku, nie przedstawia wielkiej trudności. 

Uwaga — Powyższe rozwiązanie może się zastosować do nastę- 
pującego zagadnienia. 

Na danej płasczyznie wyznaczyć rzut jednego trójkąta podobny 
drugiemu trójkatowi. 


ZAGADNIENIE ІХ, 


Na bokach sześciokata foremnego ABCDEF wystawiono sześć pros- 
topadłych ścian ABB'A', ВСС'В', еіс. i wzięto trzy krawędzie 
równe AA', СС’, ЕЕ’, nie idące po sobie; po czem, przez punkt S osi 
sześciokąta, i, przez każdą ze trzech prostych A'C', A'E',C'E', popro- 
wadzono płasczyzny БА'В'С', SA'F'E', SC'D'F' które zamykają 
wielościan. Jak trzeba wziąć punkt S żeby cała powierzchnia tego 
dziesięciościanu była najmniejsza możebna ? 


Widać z samego wykreślenia że 
krawędzie ВВ’, DD', FF' są równe; 
zatem powierzchnia tego dziesięcio- 
ścianu składa się z sześciu trapezów 
równych ABB'A',... z sześciu trójką- 
tów równych SA'B/,... i z podstawy 
ABCDEF ; a ponieważ ta podstawa jest 
stała, trzeba i dość jest dla minimum 
całej powierzchni wielościanu żeby 
tylko summatrapezu ABB'A'i trójkąta 
przyległego SA'B' była minimum. 

Owoż, jeśli przez wierzchołek A' poprowadzimy płasczyznę pros- 
topadłą do krawędzi АА’, to ona spotka krawędzie BB', CC/,... 
SB',.. wpunktachB”,C',.. H,... 0508$ w punkcie O”, tak że piramidy 
SA'C'O'i B'A'C'B',.... będą symetryczne, i prosta A'C' będzie pros- 
topadła do krawędzi SB' w jej środku H; zatem, oznaczając przez z 
odległość O 5=B'B'',przez a bok podstawy, przez b krawędź AA', 


będzie HS = WZ +0 i HA' =; AC=3 a 3; 
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a następnie powierzchnia trapezu ABB'A' wyrazi się przez 


а 68 1 ATE 
5 а (22 — z), i powierzchnia trójkąta SA'B' przez za За? +- =. 


Więc ilość którą trzeba uczynić minimum jest wieloczyn 
1 За? 
= 90 == 323 m" 
z? (= c + y + 
Ten wieloczyn ma jeden czynnik 2° stały, a w drugim ilość 


За? A А ; sy: 
zmienna ye + ж jest dodatna; więc dość uczynić 


МИР x е 3 
minimum ilość ye + T 128—1. 

Żeby nie wychodzić z granie matematyki elementarnej, ozna- 
czmy pzrez m szukaną wartość minimum, będzie 


y= + —т=т, Кай 2a? — 2mo | za — m= 0. 


w 
й 


Owoż, pierwiastki tego równania powinny być rzeczywiste; 
1 
co wymaga żeby było т? >à} а? — т mè) albo m? > zt. 
Ztąd wynika że najmniejsza wartość уз. można wziąć dla m 
> A 1 н M з 1 = 
jest równa = aV 2, i tej wartości odpowieda z = ī ay 2. 
Więc, powierzchnia zadanego dziesięciościanu będzie naj- 
mniejsza możebna, jeśli różnica krawędzi AA' i BB! jest czwarta 
częścią przekątnej kwadratu wystawionego na boku a podstawy. 
UwAGA.—Dziesięciościan, o którym mowa, przewrócony stanowi budowę 
komórek woskowych w których pszczoły miód składają. Katy bryłowe B”, 
D”, F” są równościenne, ich ściany mają około 109° 28/ 46", a kąty dwój- 
ścienne 490° (według Mae/aurina). 


Symetrya piramid SA'/C'O' i В'А/С/В”, etc., pokazuje że ten dziesięcio- 
ścian jest równowarty graniastonowi ABODEFA'B'C/DVE'F' ; zatem jego 
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objętość, niezależna od punktu 5, ma za miarę wieioczyn z podstawy 
ABCDEF przez wysokość AA/. Widzimy tedy źe pszczoły, dla tej samej 
objętości miodu, buduja komórki z ilości wosku najmniejszej możebnej. 


ZADANIA. 


847, — W czworościanie mającym kąt bryłowy trójprostokątny, 
1° Każda ściana tego kąta jest średnia proporcyonalna między swoim 
rzutem na ścianie przeciwległej kątowi i tą ścianą. 
2° Kwadrat ze ściany przeciwległej katowi bryłowemu trójprostoka- 
tnemu równa się sumie kwadratów ze trzech jego ścian. 


848. — Dowieśdź że objętość czworościanu, w którym dwie krawędzie 
przeciwległe tworzą kat prosty, ma za miarę szóstą część wieloczynu tych 
dwóch krawędzi przez ich najkrótszą odległość. 

UWAGA. — Twierdzenie jest szczególnym przypadkiem następującego : Ob- 
jętość czworościanu ma za miarę szóstą część wieloczynu dwóch krawędzi 
przeciwległych przez ich najkrótszą odległość i przez wstawę ich kąta. 

849. — Jaka byłaby miara graniastonu i piramidy, gdyby za jedność 
objętości wzięto czworościan foremny zbudowany na jedności linij ? 

850. — Zbudować piramidę biorąc taką linię za jedność żeby objętość 
i powierzchnia miały za miarę tę samą liczbę, 


851. — W piramidzie czworokątnej foremnej SABCD wiadomy jest sto- 
AB 
sunek Д5? wyznaczyć Ка! dwójśćienny AS. 


859, — Jeśli dwa trójkąty w przestrzeni mają wierzchołki na liniach pros- 
tych które się schodzą w jednym punkcie, wtedy przecięcia boków od- 
powiednych są w linii prostej, / nawzajem. 

853. — Jeśli przez punkt O przestrzeni poprowadzono do wierzchołków 
A, B, C, D czworościanu linie proste które spotykają ściany przeciwległe 
w punktach A”, В", С”, ТУ, będzie 

ОА! OB' ос’ ог 
лу ъв ТОС t Dat 

854. — W czworościanie linie łączące środki krawędzi przeciwległych, 
i linie łączące wierzchołki ze środkami ciężkości ścian przeciwległych, spoty- 
kają się w jednym punkcie. Ten punkt, który dzieli pierwsze linie na po- 
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łowy, i leży na $ części każdej z ostatnich licząc od ścian, nazywa się środ- 
kiem ciężkości czworościanu. 4 


855. — Jesli przez środek ciężkości czworościanu poprowadzono jakąkol- 
wiek płasczyznę, i spuszczono na nią prostopadłe ze wszystkich wierzchoł- 
ków tego czworościanu, wtedy summa prostopadłych które są z jednej strony 
tej plaszczyny równa się summie prostopadłych które są po drugiej stronie, 


856. — Miejscem środka ciężkości czworościanów, mających tę samą 
podsiawę i wysokości równe, jest płaszczyzna równoległa do podstawy. 


857. — Czworościan SABC jest przecięty płasczyzna poprzeczną abc; 
wierzchołek 5 i punkta А’, B’, C’ skrzyżowań przekątnych Bo i Gb (na ścia- 
nie SBC), Ac i Ca (na ścianie SAC), Ba i Ab (na ścianie SAB), połączono 
liniami prostemi które spotykają krawędzie BC, AC, AB, w punktach 
а, В, 4. Dowieśdź że : 

1° Linie Aa, B3, Cy schodzą się w jednym punkcie S’ podstawy ABC. 

20 Cztery poprzeczne 5$/, АА’, ВВ’, CC’ schodzą się w jednym punkcie 
przestrzeni, 

3° Trzy płasczyzny АВС, abc, A/B'O! przechodzą przez jedną linię 
prostą. 

4° Przez wierzchołek S czworościanu poprowadzono, do podstawy ABC, 
linię prostą SD tak żeby tworzyła katy równe ze ścianami bocznemi, i po- 
łączono DA, DB, DC. Dowieśdź że trójkąty DAB, DAC, DBC, są proporcyo- 
nalne do ścian SAB, SAC, SBC. 

858. — W czworościanie płasczyzna dwójśieczna kata dwójściennego, 
albo jego spełnienia, dzieli ścianę przeciwległą na dwa trójkąty ргорогсуо- 
nalne do ścian przyległych. 

Ta płasczyzna dzieli także krawędź przeciwległą na dwa odcinki pro- 
porcyonalne do ścian przyległych. 

859. — W czworościan wpisano drugi czworościan mający za wierz- 
chołki środki ciężkości ścian pierwszego. Dowieśdź że te dwa czworościany 
są podobne, i wyrachować stosunek ich objętości. 


860. — Dowieśdź że czworościan mający trzy kąty płaskie równe nie może 
mieć wszystkich ścian równowartych jeśli nie jest foremny, to jest, jeśli 
kąty płaskie równe nie mają każdy 60°, 

861. — Przez dwa punkta dane na dwóch krawędziach czworościanu, 
poprowadzić plaszczyznę któraby podzieliła ten czworościan ne dwie części 
w stosunku liczb m: n. 

862. — W czworościanie poprowadzić płasczyznę tak żeby przecięcie 
było ukośnikiem. 
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863, — W czworościanie mającym trzy ściany równowarte, summa trzech 
prostopadłych spuszczonych na te ściany z jakiegokolwiek punktu czwar- 
tej ściany jest stała, 


864. — Są dane dwa czworościany ABCD, A'B'C/D/, w których linie lą- 
czące wierzchołki odpowiedne, AA’, ВВ”, СС/, DD/, schodzą się w jednym 
punkcie, Dowieśdź że, jeśli ściany odpowiadające tych czworościanów prze- 
cinają się, ich cztery linie przecięć leża na jednej płasczyznie. 

865. — W piramidzie foremnej, z punktu wewnętrznego podstawy wypro- 
wadzono prostopadłę która spotyka ściany boczne przedłużone, jeśli trzeba, 
dowieśdź że summa odległości punktów spotkań od podstawy jest ilością 
:tałą. 

UWAGA. — Twierdzenie stosuje się także do piramidy mającej podstawę 
prostokątną. 

866. — W piramidzie foremnej, z punkta podstawy spuszczono prosto- 
padłe na ściany boczne ; dowieśdź że summa tych prostopadłych jest stała. 


867. — Poprowadzić płaszczyznę równoległa do podstawy pnia piramidy, 
o podstawach równoległych, tak żeby przecięcie było średnia proporcyo- 
паша między temi podstawami. 


Zastosować to zagadnienie do piramidy. 


868. — Dany jest pień piramidy o podstawach równoległych w którym 
wysokość ma 1”,42, a stosunek dwóch odpowiednych boków podstaw 
równa się 3. Podzielić ten pień na dwa pnie równowarte. 


869. — Wyznaczyć rozmiary równoległościanu prostokątnego którego 
wiadoma jest przekątna, pawierzchnia cała, i w którym jedna z krawędzi 
jest średnią arytmetyczną dwóch innych. 


870. — Między równoległościanami prostokalnemi równej powierzchni, 
jaki jest maximum ? 


I NAWZAJEM, między równoległościanami prostokątnemi równej objęto- 
ści, jaki ma powierzchnię minimum ? 


871. — Znaleźć objętość pontonu. (Ponton jest sześciościanem, który ma 
za podstawy dwa prostokaty równoległe a za ściany boczne trapezy 
równoramienne). 

872. — Ze wszystkich graniastonów równej podstawy i równej wysoko- 
ści graniaston prosty ma największą powierzchnię. 

878. — Ze wszystkich graniastonów mających n ścian, graniaston fo- 
remny ша: 
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1° Najmniejszą powierzchnię, gdy podstawy są równowarte i wysokości 
równe. a 

2° Największą objętość i największą podstawe, gdy powierzchnie są ró- 
wnowarte i wysokości równe. 

9° Największą objętość i największą wysokość, gdy powierzchnie są ró- 
wnowarte i podstawy równowarte. 

4° Najmnejsza podstawę i największą wysokość, gdy powierzchnie są ró- 
wnowarte i objętości równowarte. 

874. — Z dwóch graniastonów foremnych ten który ma najwięcej ścian 
posiada cztery własności wysłowione w poprzedzającym numerze, 

875. — Przez linię prosta poprowadzić płasczyznę któraby podzieliła ró- 
wnoległościan na dwie części równowarte. 


876. — W graniastonie czworokatnym, summa kwadratów ze czterech 
przekątnych równa się summie kwadratów z dwunastu krawędzi, więcej 
osiem razy kwadrat z linii która łaczy oba punkta spotkania tych przeką- 
inych. 


877. — Jest dany ciąg nieograniczony wielościanów podobnych, których 
2 о ү 
krawędzie odpowiedne maleją w postępni geometrycznej 1, (5) (5 )-. 
i krawędź pierwszego jest k; czemu się równa krawędź wielościanu podo- 
bnego który jest równowarty summie tych wszystkich wielościanów ? 


878. — Mając dany graniaston trójkątny, znaleźć miejsce geometryczne 
takiego punktu żeby, biorąc go za wierzchołek a ściany boczne za pod- 
sławy, trzy piramidy czworokątne były równowarie, Wyznaczyć stosunek 
objętości tych piramid z graniastonem. 


879. — Znaleźć na płasczyznie miejsce punktów takich, żeby summa 
kwadratów odległości każdego z nich od ośmiu wierzchołków równoległo” 
ścianu była równa danemu kwadratowi. 


880. — Mając dane trzy linie proste, nie leżące po dwie na jednej płas 
czyznie, wystawić równoleglościan któregoby trzy krawędzie znajdowały 
się na tych liniach. 

881. — Wyznaczyć graficznie wysokość piramidy której są wiadome : 
podstawa, jedna ściana boczna i kąt między niemi zawarty. 

882, — Przecięto Папа piramidę trójkątną SABC płasczyzną która spo- 


tyka krawędzie boczne w punktach A/,B/, C’; znaleźć objętość pnia 
ABCA'/B'C' tej piramidy. 
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883. — W czworościanie SABC, przez punkt O ściany SBC poprowa” 
dzono, równolegle do krawędzi SA, AB, AC, proste OD, OF, OE aż do 
ścian ABC, SAC, SAB; dowieśdź że 

OD , ОЕ OF 
БА Tia T zę =% 

884. — Summa odległości wierzchołków równoległościanu od płasczy- 
zny zewnętrznej jest równa osiem razy wziętej odległości jego środka od tej 
płasczyzny. 

585. — Płaszczyzny prostopadle we środkach krawędzi czworościanu 
spotykają się w jednym punkcie, który jest równo oddalony od czterech 
wierzchołków. 

886. — Plasczyzny dwójsieczne katów dwójściennych czworościanu spo- 
tykają się w jednym punkcie który jest równo oddalony od czterech ścian, 

UWAGA. — Uważając katy dwójścienne zewnętrzne, łatwo się przekonamy 
że jest osiem punktów równo oddalonych od ścian przedłużonych czwo- 
rościanu ale trzy z tych punktów nie istnieją gdy ściany czworościanu są 
równowarte. 

887 — Poprowadzić płasczyznę równoległą do podstawy czworościanu 
tak, żeby wyznaczyła drugi czworościan któregoby powierzchnia cała byla 
połową powierzchni danego czworościanu, 

888, — Zbudować czworościan, znając : 

4° Trzy proste łączące środki krawędzi przeciwległych i kąty tych 
trzech linij. 

20 Podstawę i długość trzech prostych łączących środki krawędzi 
przeciwieglych. 

3° Podstawę i odległości jej wierzchołków od środków ciężkości ścian 
bocznych. 

889. — Mając dane trzy równoległe nie leżące na jednej płasczyznie, na 
jedną z nich poniesiono długość AB równą danej, i wzięto dowolnie punkt 
C na drugiej, punkt D na trzeciej. Dowieśdź 1° że objętość czworościanu 
ABCD jest stała, jakiekolwiek są położenia punktów С i D i długości AB. 
2° że la objętość jest proporcyonalna do długości AB. 

890. — Podstawa piramidy foremnej jest sześciokątem mającym 3 metry 
boku ; wyrachować wysokość tej piramidy, wiedząc że jej powierzchnia 
boczna jest dziesięć razy większa od podstawy. 

891. — W każdym czworościanie w którym krawędzie przeciwległe są 
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prostopadłe między sobą, najkrótsze odległości tych krawędzi i cztery wy- 
sokości czworościanu spotykają się w jednym punkcie. 

899. — Przeciąć kąt trójścienny płasczyzną tak, żeby trzy ściany przy 
wierzchołku utworzonej piramidy były równowarte, 

893. — Przeciąć piramidę płasczyzna równoległą do podstawy tak, żeby 
powierzchnia piramidy wyznaczonej tą płasczyzną i powierzchnia danej pi- 
ramidy były w stosunku m : n. 


891. — Podzielić piramidę, płasczyzną równoległą do podstawy, na dwie 
części proporcyonalne do liczb m : n. 


895. — W pniu piramidy trójkątnej o podstawach nierównoległych, 
punkta spotkania przedłażonych boków tych podstaw i punkta spotkania 
przekątnych trzech ścian bocznych są na jednej płasczyznie. 

896. — Gdy dwie wysokości czworościanu spotykają się, to i dwie inne 
wysokości spotykają się także. 

897. — Wysokość czworościanu foremnego równa się summie prostopa- 
dłych spuszczonych z punktu wewnętrznego na cztery ściany. 


898. — Jeśli w czworościanie dwa ze trzech dwojanów krawędzi przeciw- 
egłych ва prostokątne, trzeci dwojan tych krawędzi jest także prostokątny. 


899. — Przez dwa punkta, dane na krawędziach graniastonu trójką- 
tinego, poprowadzić płasczyznę tak żeby podzieliła ten graniaston na dwie 
części proporcyonalne do liczb m, n:a w szczególności na dwie części 
równowarte. 

900, — Na dwóch liniach prostych nie leżących na jednej płasczyznie 
wzięto, na jednej dwa punkta stałe A i B, a na drugiej odcinek ruchomy 
CD ; znaleźć położenie odcinka CD takie żeby powierzchnia czworościanu 
ABCD była minimum. 

901 — Prowadząc przez wierzchołki jednego czworościanu płasczyzny 
równoległe do ścian przeciwległych, utworzono drugi czworościan ; znaleźć 
stosunek objętości tych dwóch czworościanów. 

902. — Wyrazić stosunek dwóch sześcianów w dwóch liniach prostych. 


908. — W czworościanie foremnym ze środka ciężkości podstawy spusz- 
czone prostopadle na ściany boczne; dowiśdź że czworościan mający te 
prostopadłe za krawędzie boczne jest foremny, i wyrachować jego objętość. 


904. — Czworościan, którego summa trzech ścian bocznych jest dana, ma 
objętość maximum gdy te ściany są trójkatami prostokatnemi równoramien- 
nemi i prostopadłemi między sobą. 
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905. — Ze wszystkich piramid tej samej wysokości i podstaw równowar- 
tych z jednakową liczbą boków, piramida foremna ma powierzchnię boczną 
minimum, A ze wszystkich piramid których powierzchnie boczne złożone 
z tej samej liczby ścian sa równowarte, piramida foremna ma objętość ma- 
ximum. 


906. — Piramida której podstawa jest podobna danemu wielokątowi 
i czyni summę stałą z jedną ścianą boczną, ma objętość maximum gdy ta 
ściana jestdwa razy większa od podstawy i do niej prostopadła. 


SYMETRYA UKŁADU PUNKTÓW. — Nazywa się osią symetryć układu pank- 
tów taka linia prosta około której, obróciwszy ten układ pod pawnym katem, 
otrzymuje się nowe położenie w którem każdy punkt zabiera miejsce jednego 
z punktów układa. Najmniejszy kąt pod jakim trzeba obrócić układ około 
osi aby każdy jego punkt powrócił na swoje miejsce, jest częścią podwie- 


1 
lowną р“ 360°. Według jak k równa się liczbom 2, 3, 4,... oś symetryi 
nazywa się dwoistą, troistą, czwórną,... To zrozumiawszy, dowieśdź że : 
907. — Każdy układ punktów mający środek symetryi i płasczyznę syme- 


tryi posiada oś symetryi, która przechodzi przez ten środek i jest prostopadła 
do tej plasczyzny. 


908. — Układ punktów mający dwie płasczyzny symetryi nieprostokątne 
ma zarazem i trzecią, 

909. — Gdy układ punktów ma dwie płasczyzny symetryi, ich przecięcie 
jest оѕіа symetryi. 

910. — Gdy układ punktów ma płasczyznę symetryi i oś symetryi niepros- 
topadłą do tej płasczyzny, wtedy ma drugą oś symetryi która jest odpowiedną 
pierwszej względem płasczyzny symetryi. 

911. — Układ punktów mający trzy osie czwórne, prostopadłe między 
sobą, ma zarazem cztery osie troiste, 

912. — Wiadomo że liczba ziaren przenicy, którą Szach Perski miał dać 
matematykowi Sessa, za wynalezienie gry szachów, jest 
18 446;744 078 709 551 615 (*).; Owoż, metr sześcienny czyni 10 hekto- 
litrów a hektolitr przenicy zawiera średnio 1 587 000 ziaren; gdyby więc 
usypano z tej ilości zboża piramidę trójkątną foremną, jaka byłaby długość 
boku piramidy? Odp. 21 445 metrów (licząc przez logarytmy), przeszło 
4 mile krajowe ! 


(*) Zob. w naszej AnyrusTrycE postępnię geometryczną. 
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KSIĘGA OSMA 
WALEC, STOŻEK, SFERA. 


W tej księdze powiemy tylko słów kilka o powierzchniach 
walcowej, stożkowej i obrotowej, a zajmiemy się ogólnie włas- 
nościami opisowemi sfery i wielokątów sferycznych. 


POWIERZCHNIA WALCOWA. — Jeśli linia prosta AB posuwa się 
równoległe do prostej stałej GH, opie- 
rając się ciągle na danej linii CD, 
miejsce geometryczne położeń AB, 
A'B',... linii ruchomej nazywa się po- 
wierzchnią walcowa. 

Linia ruchoma, jako AB, która two- 
rzy powierzchnię nazywa się linią 
rodzącą, a dana linia CD która kieruje 
ruch linii rodzącej bierze nazwisko 
kierownicy. 

Przestrzeń zawarta między powierz- 
chnią walcową i dwiema płasczyzna- 
mi równoległemi nazywa się WALCEM. 
Te płasczyzny są podstawami a ich od- 
ległość wysokościa walca, Linia rodząca 


jest krawędzią walca. 

Powierzchnia walcowa utworzona przez krawędź ЛА’, stanowi 
powierzchnię boczną walca. Dla skrócenia mowy daje się zwykle 
imie walca nawet powierzchni walcowej. 

Walec jest kołowy, elliptyczny,... gdy ma za kierownicę koło, 
ellipsę,... jest prosty albo pochyły, według jak jego krawędź jest 
prostopadła albo pochyła do podstawy. 

Nazywa się przecięciem prostem walca wszelkie przecięcie 
przez płasczyznę prostopadłą do jego krawędzi 
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Płasczyzna jest szczególnym przypadkiem powierzchni walco. 
wej ; albowiem, jeśli kierownica jest linią prostą, albo krzywą 
płaską której płasczyzna jest równoległa do kierunku linii rodzą- 
cej, wtedy powierzchnia walcowa staje się płasczyzną. 


TWIERDZENIE 1. 


Przecięcia ABC, A'B'C,.. powierzchni walcowej jakiej- 
kolwiek ABC A'B'C przez płasczyzny równoległe sa liniami krzy- 
wemi równemi (figura powyższa). 

Jakoż, przez jakikolwiek punkt O płasczyzny przecięcia АВС 
poprowadźmy prostę ОО” równoległą do linii rodzącej, Wszelka 
płasczyzna AA'0'0, przechodząca przez linię 00' i linię rodzącą 
jakąkolwiek AA”, spotyka płasczyzny przecięć АВС, A'B'C' wedle 
dwóch prostych ОА i O'A' równoległych i równych. Jeśli więc 
położymy płasczyznę АВС, па А'В'С' tak żeby punkt O padł 
na О’, i punkt A na А’, linia krzywa ABC przystanie do krzy- 
wej A”B'C'; bo wszystkie promienie równoległe јако OB i 0'B',... 
są równe. 

WNIOSEK I. — Podstawy walca jakiegokolwiek są równe między 
sobą jako przystawalne. 

П. — Styczne BT, ВТ” w punktach odpowiednych B, B’ dwóch 
przecięć АВС, A'B'C', są równoległe, jako granice położeń dwóch 
siecznych odpowiednych które są równoległe. 


PowIEZCHNIA STOŻKOWA. — Jeśli linia prosta ОА przechodzi 
przez punkt stały O i porusza się ciągle opierając się na linii 
stałej АВС, miejsce geometryczne jej położeń ОА, ОВ, OQ,... 
nazywa się powierzchnia stożkową. 

Punkt stały O jest środkiem albo wierzckoł- 
kiem powierzchni stożkowej i przedziela ją na 
dwie części OABC і OA'B'C',. zwane płachtami, 
Linia stała ABC jest kierownicą powierzchni 
stożkowej. 

Przestrzeń zamknięta między jedną płachta 
powierzchni stożkowej i płasczyzną nazywa się 
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sTOŻKIEM (niewłaściwie ostrokręgiem), jako SABCD, Ta płasczyzna 
5, . АВС jest podstawą, środek 5 powierzchni 
JĄ stożkowej wierzchołkiem, a linie rodzące SA, 
i SB... krawędziami albo bokami stożka. Ale, 
AW dla таса mówi się з/0$еЁ; zamiast powierz- 
р; Pag Y chnia stożkowa. 

n Stożek jest kołowy, elliptyczny... gdy ma za 
kierownicę koło, ellipsę...; jest prosty albo pochyły według jak 
linia łącząca wierzchołek ze środkiem podstawy jest prostopadła 
albo pochyła do tej podstawy. 

Gdy kierownica jest linią prostą, albo krzywą płaską której 
płasczyzna przechodzi przez wierzchołek S, wtedy powierzchnia 
stożkowa staje się płasczyzną. 


TWIERDZENIE II. 


Przecięcia АВС, А'В'С' powierzchni stożkowej jakiejkolwiek, 
przez płasczyzny równoległe, są liniami krzywemi podobnemi. 


Jakoż, jeśli przez środek S$ pawierz- 
chni stożkowej poprowadzimy płasczyznę 
równoległą do płasczyzn siecznych ABC, 
A'B'C', te trzy płasczyzny podzielą linie 
rodzące SA, SB, SC..., na części propor- 
cyonalne, i będzie (VI, 26). 


SA' 2 ВВ" а с 
ЕИ рае ТОВ 


Więc linie krzywe АВС, A'BC' są 
EA (II, 35.) i punkt S jest ich środkiem podobień- 
stwa, prostego albo odwrotnego według jak dwie krzywe odpo- 
wiedne leżą na jednej płachcie albo na dwóch płachtach stożka. 

WNIOSEK. — Styczne BT, B'T' w punktach odpowiednych B,B' 
dwóch przecięć АВС, A'B'C' są równoległe, jako granice siecz- 
nych równoległych które przechodzą przez dwa үн odpo- 
wiedne. 
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POWIERZCHNIA OBROTOWA. — Jeśli jakakolwiek linia ABC obraca 
się około osi stałej XY z którą jest niezmiennie związana, miejsce 
geometryczne jej położeń АВС, А’В'С’,.., na- 
zywa się powierzchnia obrotową. 

Punkta A, В... linii rodzącej АВС opisują 
okręgi kół które się nazywają równołeżni- 
kami, dlatego że ich płasczyzny, prostopadłe 
do osi XY, są równoległe między sobą. 

Przecięcie ABC powierzchni obrotowej, 
przez płasczyznę przechodzącą przez jej о$5 ХҮ 
nazywa się południkiem. © 

Południki są prostopadłe do równoleż- 
ników, bo ich płasczyzny przechodzą przez 
oś tych ostatnich. 


Wszystkie południki są oczywiście równe, i każdy z nich może 
się uważać za linię rodzącą powierzchni obrotowej. 

Można także uważać powierzchnię obrotową jako miejsce geo- 
metryczne koła prostopadłego do osi, którego środek przebiega tę 
oś, a promień się zmienia tak że okrąg opiera się ciągle na linii 
stałej. Wtedy południk ABC jest kierownicą, a koło ruchome 
linią rodzącą zmienną z położenia i wielkości. 

Теп sposób tworzenia się powierzchni obrotowej jest nader 
_ użyteczny w zastosowaniach. 

Aby dać przykład figury obrotowej, przy- 
puśćmy że prostokąt ABCD obraca się około 
boku AD jako osi. W tym obrocie, podsta- 
wy AB i DC prostokąta tworzą koła BEB’ 
СОС’ równe i równoległe; bok BC, równo- 
legły do osi AD, tworzy powierzchnię boczną 
albo wYPURŁĄ walca, a prostokąt ABCD two- 
rzy walec obrotowy BEB'CHQG. 


Więc walec obrotowy jest figurą utworzoną obrotem prostokąta 
około jednego z boków jako osi. 


Walec prosty o podstawie kołowej jest walcem obrotowym. 
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Widzimy łatwo że przecięcia proste powierzchni walcowej obro- 
towej są okręgami równemi, których spólnym promieniem jest 
odległość linii rodzącej od osi. 

Ztąd wynika że miejscem punktów przestrzeni, które leżą w da- 
nej odległości od linii prostej stałej, jest powierzchnia walcowa 
obrotowa mająca tę prostę za oś i daną odległość za promień, 


Płasczyzna równoległa do osi walca obrotowego zawiera dwie 
linie rodzące tej powierzchni, albo tylko jedną, albo nie ma z nią 
żadnego punktu spólnego, według jak odległość tej płasczyzny 
od osi jest mniejsza od promienia powierzchni, albo mu równa 
albo od niego większa. 


c Przypuśćmy teraz, na drugi przykład 
że trójkąt prostokątny ABC obraca się 
około AC jednego z boków kąta prostego; 
w tym obrocie, drugi bok AB kąta prostego 
opisuje koło, przeciwprostokątna BG two- 
rzy powierzchnię stożkową, a trójkąt ABC 
tworzy stożek obrotowy CBDB'. * 


> 


D Więc stożek obrotowy jest figura utwo- 
rzoną obrotem trójkąta prostokątnego około jednego z ramion kąta 
prostego jako osi. 


Stożek prosty o podstawie kołowej jest stożkiem obrotowym. 
W stożku obrotowym СВОВ' powierzchnia utworzona obrotem 
przeciwprostokątnej ВС jest powierzchnią boczną albo WYPUKŁĄ 
stożka ; koło utworzone przez bok AB jest podstawą, oś AC wyso- 
kością, a przeciwprostokątna BC bokiem albo apotema tego stożka. 


W takim stożku wszelkie przecięcie równoległe do podstawy 
jest kołem, bo płasczyzna przecięcia prostopadła do osi obrotu. 
Z resztą, można tego wprost dowieśdź. Jakoż, niech będzie HKL 
płasczyzna równoległa do podstawy stożka; dwa trójkąty po- 
dobne COK, CAD daja s 
OK 0С. ос 


ID AG Кай ӨК = ac" 
Owoż, odległości OC, AC, AD są stałe, niezależne od punktu K; 
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zatem odległość OK jest ilością stałą. Więc linia krzywa HKL 
jest okręgiem mającym środek O na osi stożka i odległość OK 
za promień. 

Przecięcie stożka obrotowego przez płasczyznę przechodzącą 
przez oś jest trójkątem równoramiennym którego kąt wierzchoł- 
Козу ВСВ' nazywa się katem stożka. Gdy ten trójkąt jest równo- 
boczny, wtedy stożek nazywa się równobocznym. 


Z tego co poprzedza wynika że, miejscem geometrycznem linii 
prostej która, przechodząc przez dany punkt S, czyni z daną prostą L 
kąt równy danemu, jest powierzchnia stożkowa obrotowa, mająca za 
wierzchołek punkt S, а zaoś linię równoległą do prostej L popro- 
wadzoną przez 5. 


POWIERZCHNIA SFERYCZNA. Weźmy nakoniec za linię rodzącą 
półokrąg ACB. Ten półokrąg, obracając się około swojej średnicy 
AB jako osi, tworzy powierzchnię która na- 
zwano powierzchnią sferyczną, 

Przestrzeń zamknięta powierzchnią sferycz- 
ną nazywa się sferą (niewłaściwie kulą (*)). 

Trzy figury obrotowe WALEC, STOŻEK, ЗЕЕВА 
nazywają się w geometryi Starożytnych зета 
ciałami okragłemi, 


WŁASNOŚCI FUNDAMENTALNE SFERY. 


Chociaż sfera należy do figur obrotowych, trzeba jednak dać 
jej określenie właściwe i niezależne, jako następujące : 

OKREŚLENIE I. — SFERA jestto część przestrzeni zamknięta po- 
wierzchnią krzywą której wszystkie punkta są równo oddalone 
od punktu wewnętrznego zwanego środkiem. 

Ta powierzchnia krzywa nazywa się powierzchnią sferyczną ; ale 
często daje się imie sfery nawet powierzchni sferycznej. 

(*) Mówi się wzniośle : Sfera pojęć człowieka, .., sfera działań..., a nie można 
powiedzieć, kula pojęć; kula działań... Sfera jest częścią przestrzeni, a zaś kuld 
ciałem. Geometrya nie zajmuje się ciałami. 
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Sfera jest najprostszą z powierzchni krzywych. 

П. — Promieniem sfery jest wszelka linia prosta łącząca środek 
z punktem powierzchni. 

Wszystkie promienie sfery są oczywiście równe. Zatem 

Dwie sfery tego samego promienia są równe. 

Ш. — Gdy punkt uważany jest zewnątrz danej sfery, jego od- 
ległość od środka tej sfery jest większa od promienia; a gdy jest 
wewnątrz sfery, ta odległość jest mniejsza od promienia. 

Ztąd wynika że, Powierzchnia sferyczna jest miejscem geome- 
trycznem punktów równo oddalonych od jej środka. 

IV. — Cięciwa sfery jest wszelka prosta łącząca dwa аа 
jej powierzchni. 

V. — Cięciwa przechodząca przez środek sfery nazywa się 
średnicą. 

Wszystkie średnice sfery są równe jako dwa razy większe od 
promienia. 


VI. — Płasczyzna jest styczna do sfery gdy ma jeden tylko 
punkt spólny z jej powierzchnią. 

ҮП. — Dwie sfery są styczne do siebie, gdy mają jeden tylko 
punktspólny; albo, co tosamo, gdy mają płasczyznę styczną spólną: 

ҮШ. — Normalna w punkcie danym powierzchni sferycznej 
jest prostopadła do płasczyzny stycznej w tym punkcie. 

IX. — Wielościan jest wpisany w sferę gdy wszystkie jego 
wierzchołki leżą na powierzchni sferycznej. Wtedy, nawzajem, 
sfera jest opisana na wielościanie, 

Wielościan jest opisany na sferze gdy wszystkie jego ściany są 
styczne do powierzchni sferycznej. Wtedy, nawzajem, sfera jest 
wpisana w wielościan. 


TWIERDZENIE Ш. 


Linia prosta nie może spotykać powierzchni sferycznej w więtej 
niż dwóch punktach. 


Bo, gdyby linia prosta mogła spotykać powierzchnię sferyczną 
http://rcin.org.pl 


568 KSIĘGA ÓSMA. 


w więcej niż dwóch punktach, łącząc te punkta ze środkiem 
sfery, możnaby z jednego punktu poprowadzić do linii prostej 
więcej niż dwie pochyłe równe; co niemożebne. 


WNIOSEK. — Powierzchnia sferyczna jest powierzchnią wypukłą. 


TWIERDZENIE IV. 
Przecięcie sfery przez płasczyznę jest kołem. 


Niech będzie ACBD linia wedle której 
płasczyzna przecina sferę. Wszystkie punkta 
A, C, B,... tego przecięcia są równo od- 
dalone od środka O sfery; więc przecięcie 
jest kołem które ma za środek spodek H 
prostopadłej spuszczonej ze środka sfery na 
płasczyznę sieczną (VI, 6, wn. Т). 


WNIosEk. — Trójkąt prostokątny АОН daje równość 
AH?” = А0? — ОН?, 
która dowodziże promień HA jest tem większy im mniejsza pros- 
topadła OH, czyli że koło HA jest tem większe im jego środek 
bliżej środka sfery O. : 

Dla tej przyczyny nazwano wielkiem kołem wszelkie koło któ- 
rego płasczyzna przechodzi przez środek sfery, a małemi kołami 
wszystkie te których płasczyzny nie zawierają środka sfery. 

Ztąd wynika że w jednej sferze, albo we dwóch sferach ró- 
wnych, 

Wszystkie koła wielkie są równe, jako mające promień sfery za 
promień. 

Dwa wielkie koła dzielą się nawzajem na dwa półkoła równe, bo 
ich przecięcie się przechodząc przez środek sfery jest ich spólną 
średnicą. 

Dwa małe koła równo od środka sfery oddalone są równe; a 
z dwóch małych kół to jest większe które bliżej środka sfery. 
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Każde wielkie koło dzieli sfere i jej powierzchnie na dwie równe 
części. Jakoż, jeśli przyłożymy jedną z tych dwóch części do dru- 
giej na spólnej podstawie, obracając wypukłości w jedną stronę, 
dwie powierzchnie przystaną do siebie ; ponieważ wszystkie ich 
punkta są w równej odległości od środka sfery. 


OKREŚLENIE X. — Mianowano biegunami koła ACB skrajności 
P i Q średnicy PQ prostopadłej do tego koła. To nazwisko po- 
chodzi ztąd że średnica РО może być uważana jako oś obrotu 
danej powierzchni sferycznej. 

Środek Н koła ACB, jego bieguny P і Q, i środek О sfery leżą 
na osi tego koła. 

Dwa koła równoległe таја tę samą oś i te same bieguny. 


Uwaga. — Trzeba trzech warunków do wyznaczenia małego 
koła na sferze, bo trzeba trzech punktów do wyznaczenia jego 
płasczyzny. Ale dwa warunki są dostateczne do wyznaczenia 
wielkiego koła, dlatego że jego środek jest wiadomy. Ztąd wy- 
nika że przez dwa punkta dane na sferze można zawsze рорго- 
wadzić okrąg wielkiego koła, i tylko jeden. Jednakże, jeśli dwa 
dane punkta na sferze są w linii prostej z jej środkiem, wtedy 
wielkie koło przechodzące przez te punkta, mając tylko daną śre- 
dnieę, nie jest wyznaczone z położenia. 


OKREŚLENIE ХІ. — Nazywa się katem dwóch linij krzywych, prze- 
chodzących przez jeden punkt, kąt ich stycznych w tym punkcie. 

Dwie krzywe tworzące kąt prosty nazywają się prostokatnemi 
albo prostopadłemi. 

Kąt utworzony przez dwa łuki kół wielkich jest katem sfe- 
rycznym. 

Kąt dwóch jakichkolwiek krzywych na sferze równa się ką- 
towi płasczyzn przechodzących przez styczne do tych krzywych 
w punkcie spólnymi przez środek sfery. Albowiem, te styczne są 
prostopadłe do promienia sfery w punkcie spólnym, jako styczne 
do wielkiego koła w tym punkcie; więc tworzą właśnie kąt pros- 
tolinijny kąta dwójściennego rzeczonych płasczyzn. 
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"TWIERDZENIE V. 


Luki kół wielkich które tacza biegun koła z jego okręgiem sa równe 
między soba, t prostopadłe do tego okręgu. 


Niech będzie na sferze jakikolwiek 
okrąg ACD mający bieguny B, B'. Cię- 
ciwy ВА, ВС... są równe, jako pochyłe 
równo oddalone od spodka H prosto- 
padłej BH; więc łuki BA, ВС,... kół 
wielkich niemi podpasane są równe. 

Aby dowieśdź że łuk BC koła wiel- 
kiego jest prostopadły do łuku koła 
CD, poprowadźmy styczne GL i GK do tych łuków. Płasczyzna 
wielkiego koła BC, przechodząca przez biegun B koła ACD, jest 
prostopadła do jego płasczyzny; owoż, styczna CK, prosto- 
padła do promienia CH, jest prostopadła do płasczyzny СНВ 
(VI, 10, wn. 1), i temsamem prostopadła do stycznej CL; więc 
łuk BC jest prostopadły do okręgu ACD. 

Z dwóch biegunów В i B’ koła ACD uważając bliższy В jego 
płasczyzny, nazwano odległością biegunową cięciwę BA która 
mierzy odległość prostolinijna bieguna od okręgu; a zaś łu- 
kowi BA koła wielkiego który łączy biegun z punktem okręgu 
dano imie promienia sferycznego tego okręgu. 

Promień sferyczny wielkiego koła jest równy ćwierci jego 
okręgu, czyli cwiercianowi ; a zaś odległość biegunowa jest równa 
cięciwie jego ćwiercianu, to jest bokowi kwadratu wpisanego 
w wielkie koło. 

Powyższe twierdzenie daje sposób kreślenia łuków kół na 
sferze z taką samą łatwością jako na płasczyznie, za pomocą 
cyrkla zakrzywionego. Przypuśćmy, dla utkwienia myśli, że 
chcemy nakreślić okrąg mający biegun B, i odległość biegunową 
BA. Bierzemy otwartość cyrkla równą odległości BA, i, stawiając 
jedną nóżkę tego cyrkla w punkcie B, drugą zakreślamy linię 
która będzie szukanym okręgiem ACD. Można to łatwo sprawdzić. 
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Jakoż, z punktu A spuśćmy prostopadłę AH na oś ВВ’, i połączmiy 
CH; jeśli obrócimy półkole ВСВ’ około osi BB' tak żeby przystało 
do półkola ВАВ’, punkt С padnie na A 1 prosta CH przystanie 
do АН: więc kąt CHB jest prosty. Co dowodzi że punkta A, C, 
D,... leżą na jednej płasczyznie prostopadłej do osi BB' w punk- 
cie Н. Zatem linia АСР... jest okręgiem. 

Biegun B koła ACD jest punktem przecięcia dwóch łuków kół 
wielkich prostopadłych do jego okręgu. Ztąd sposób wyznaczenia 
tego bieguna. 


TWIERDZENIE VI. 


Kat ACB dwóch łuków kół wielkich CAC', CBC' ma za miarę tuk 
koła wielkiego AB nakreślony z jego wierzchołka С jako bieguna i 
zawarty między jego ramionami CA, CB. 


© р Poprowadźmy styczne CD i CE do 
| ad ramion kąta. Ponieważ punkt C jest 
biegunem łuku koła wielkiego AB, łuki 
СА, СВ są ćwiercianami i kąty СОА, 
СОВ są proste; zatem kąt stycznych 
DCE jest równy Каќоуі АОВ. Ale ten 
ostatni jako środkowy ma za miarę łuk 
AB wielkiego koła; więc łuk AB jest 
także miarą kąta sferycznego АСВ. 


WNIOSEK I, — Jeśli na okręgu wielkiego koła ABA' weźmiemy 
łuki AH i BK, idące oba w jedną stronę i równe każdy ćwiercia- 
nowi, punkt H będzie biegunem łuku CA a punkt K biegunem 
łuku CB; i łuki HK i AB będą równe. Więc kat sferyczny АСВ ma 
za miarę łuk HK mniejszy z dwóch łuków koła wielkiego które łączą 


bieguny ramion tego kata. 
Ф 


IL. — Miejscem geomefrycznem biegunów kół wielkich two- 
rzących z danem kołem wielkiem AC kąt równy danemu kątowi 
AQB, jest okrąg opisany z bieguna H koła danego, i promieniem 
sferycznym równym łukowi koła wielkiego który mierzy kąt дапу, 
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A miejscem geometrycznem osi tych kół jest powierzchnia stoż- 
kowa obrotowa, mająca punkt O za środek prostę OH za oś 
obrotu i prostę OK za linię rodzącą. 


Uwaga. — Dwa okręgi kół wielkich ACA’ i ВСВ’, przecinające 
się w punkcie С, tworzą kąty przyległe ВСА, BCA” spełniające, 
і katy wierzchołkiem przeciwległe АСВ, A'QB' równe. 


"TWIERDZENIE ҮП. 


Płasczyzna prostopadła na skrajności promienia jest styczna do 
sfery. I NAWZAJEM, 


BRE LE D Niech będzie MN płasczyzna prosto- 
ретте / padła na skrajności A promienia sfe- 


} day a” Эше м 
Z AON ry ОА. 
i \ Ponieważ wszelka pochyła ОН do 


o | płasczyzny MN, jest większa od prosto- 

\ / padłej ОА, punkt Н leży zewnątrz sfery. 

zi м; Więc płasczyzna MN, mająca jeden tylko 

І punkt spólny z powierzchnią sfery а 
wszystkie inne zewnątrz, jest styczna do tej sfery (Określ. VI). 

Nawzajem, płasczyzna styczna do sfery jest prostopadła do pro- 
mienia przechndzącego przez punkt zetknięcia. 

Niech będzie A punkt zetknięcia. Ponieważ wszelki inny 
punkt H płasczyzny stycznej MN leży zewnątrz sfery, odległość 
ОА < OH. Więc promień styczności ОА, najkrótsza droga ze 
środka sfery O do płasczyny MN, jest prostopadły do tej płas- 


czyzny, i temsamem płasczyzna styczna MN jest prostopadła do 
promienia w punkcie zetknięcia А. 


Płascz zyzna styczna do sfery w danym punkcie jest miejscem geo= 
metr; wjcznem stycznych do linij krzywych na sferze, które przez 
ten punkt poprowadzić można. 


Niech będzie na sferze О jakakolwiek krzywa MA przecho— 
dząca przez punkt M; weźmy na tej krzywej punkt sąsiedni M”, 
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poprowadźmy siecznę MM' i spuśćmy na nią ze środka sfery O 
prostopadłę OH. Ponieważ trójkąt 
MOM jest równoramienny, spodek 
H prostopałej OH jest we środku 
cięciwy MW, jakkolwiek blizko 
punkt M’ dochodzi do M. Owoż, gdy 
punkt M' schodzi się z M, punkt H 
schodzi się z nim także, i temsa- 
mem prostopadła OH przystaje do promienia OM; ale wtedy 
sieczna MW staje się styczną do krzywej MA w punkcie M; więc 
ta styczna jest prostopadła do promienia OM. To dowodzi że 
wszystkie styczne w punkcie M do krzywych poprowadzonych na 
sferze przez ten punkt, będąc prostopadłe do promienia w pun- 
kcie zetknięcia, znajdują się na płasczyznie stycznej do sfery; 
więc ta płasczyzna jest ich miejscem geometrycznem. 


WNIOSEK I. — Przez punkt dany na powierzchni sferycznej można 
zawsze poprowadzić płasczyznę styczną do tej powierzchni; ale tylko 
jedna. 

П. — Normalna do powierzchni sferycznej przechodzi przez jej 
środek ; i nawzajem. 


TWIERDZENIE VIII. 


Miejscem geometrycznem stycznych poprowadzonych do sfery О 
przez punkt zewnętrzny S jest powierzchnia stożkowa obrotowa ; 
linią punktów zetknięć tej powierzekni ze sferą jest okrag którego oś 
przechodzi przez punkt 5. 

Jakoż, przez prostę OS poprowadźmy 
jakakolwiek płasczyznę która przetnie sferę 

O wedle wielkiego koła ABGD. Jeśli teraz 
poprowadzimy przez punkt 8 stycznę 
SB do tego koła, i obrócimy figurę SBG 
około prostej 50) jako osi; w tym obrocie, 

|, połkole ABG tworzy daną sferę О; styczna 
SB, która nie zmienia ani swej długości 
ani nachylenia na oś 50, tworzy powierz- 


htębeitrefek©Yy gprotowa; а nakoniec, 
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puukt zetknięcia B kreśli linię zetknięć stożka ze sferą, i ta linia 
jest oczywiście okręgiem którego oś przechodzi przez punkt 8. 


Widzimy łatwo że przez punkt zewnętrzny 5 można popro- 
wądzić nieskończoną liczbę płasczyzn stycznych do sfery 0; miej- 
веет przecięć tych płasczyzn jest powierzchnia stożkowa obrotowa, 

Mówi się że ta powierzchnia stożkowa jest opisana na sferze, i 
nawzajem sfera jest wpisana w tę powierzchnię stożkową, 


WNIOSEK. — Jeśli przypuścimy że punkt S oddala się w nie- 
skończoność na linii prostej AG, stożek staje się walcem; więc 

Miejscem geometrycznem stycznych do sfery, równoległych 
do danej prostej, jest powierzchnia walcowa obrotowa opisana 
na sferze ; a linią zetknięć tych dwóch powierzchni jest okrąg 
wielkiego koła prostopadłego do linij rodzących. 


TWIERDZENIE ІХ, 


Przez cztery punkta nie leżące na jednej płasczyznie mozna zawsze 
poprowadzić powierzchnię sferyczną ; ale tylko jedną. 


To znaczy że istnieje punkt, i tylko 
jeden, równo oddalony od czterech 
punktów А, В, С, D, danych nie na je- 
dnej płasczyznie. 

Jakoż, uważajmy że oś EF koła opi- 
sanego na trójkącie ABC jest miejscem 
\ punktów równo oddalonych od trzech 

Мм ad punktów А, В, С; tak samo oś GH koła 

Ы ш opisanego na trójkącie ABD jest miej- 
seem punktów równo oddalorych od trzech punktów A, B, D. 
Owoż, te osie mogą się przecinać w jednym tylko punkcie, i prze- 
сіпаја się istotnie w pewnym punkcie О; bo, płasczyzna EIG 
prostopadła we środku prostej AB, jako miejsce punktów równo 
oddalonych od skrajności A i B, zawiera obie osie EF i GH, a te 
dwie linie, będąc odpowiednio prostopadłe do dwóch płasczyzn 
przecinających się z założenia wedle AB, nie sa równo- 
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ległe (VI, 29, wn 2.). Więc istnieje punkt O, i tylko jeden, równo 
oddalony od czterech punktów А, В, С, D nie leżących na jednej 
płasczyznie. 

Zatem, sfera nakreślona z punktu O jako środka i promie- 
niem ОА przechodzi przez cztery rzeczone punkta A, В, С, р; 
i jest jedyna. 

To twierdzenie dowodzi że 

Cztery punkta nie leżące na jednej płasczyznie wyznaczają sferę, 

Gdy cztery punkta znajdują się na jednej płasczyznie, wtedy 
nie wyznaczają sfery. Bo, jeśli są na jednym okręgu, to można 
przez te punkta poprowadzić tyle sfer różnych ile się podoba; 
a jeśli nie są wszystkie na jednym okręgu, to widocznie niema 
żadnej sfery któraby przez takie cztery punkta przechodzić 
mogła. 


WNIOSEK. -— Płasczyzny prostopadłe we środkach krawędzi 
czworościanu spotykają się w jednym punkcie, który jest 
środkiem sfery opisanej, 


TWIERDZENIE X. 


Na każdym czworościanie można opisać sferę, i wpisać w niego 
sferę 


pierwszej części obecnego. 
Co do drugiej części, uważajmy że 
Fe \ płasczyzny dwójsieczne katów dwój- 
/ BL ГР: " \ ściennych DA i DB przecinają się, 
ZAN wewnątrz czworościanu, wedle linii 
ДИ 57 prostej która, będąc miejscem pun- 
\ > któw równo oddalonych od trzech 
c ścian DAB, DAC, DBC, leży na płas- 
czyznie kąta dwójściennego DC. Owoż, płasczyzna dwójsieczna 
kąta dwójściennego BC, czyniąc kąt ostry z podstawą ABC 
czworościanu, spotyka oczywiście tę ж; przecięcia, i tylko 
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w jednym punkcie О, który jest równo oddalony od wszystkich 
ścian czworościanu. Więc istnieje wewnątrz czworościanu sfera, 
ale tylko jedna która, mając punkt O za środek i jego odle- 
głość OE od ścian za promień, dotyka każdej ściany w jednym 
punkcie, czyli jest sfera wpisana w czworościan. 


WNIOSEK 1. — Płasczyzny dwójsieczne wszystkich katów dwój- 
ściennych czworościanu spotykają się w jednym punkcie, który 
jest środkiem sfery wpisanej. 


I. — Jeśli połączymy wierzchołki czworościanu DABQ ze 
środkiem O sfery wpisanej, rozłożymy ten czworościan na cztery 
inne, mające jego ściany za podstawy i promień OE sfery wpi- 
sanej za wysokość. 

Oznaczając przez V objętość czworościanu DABC, przez 5 
jego powierzchnię, i przez r promień sfery wpisanej, będzie 


1 
M "a Sr, Каа r=— 
To pokazuje że znając powierzchnię i objętość czworościanu 
można mieć promień sfery wpisanej. 


Uwaga. — Gdyby zadano ogólne zagadnienie : Znałeźć sferę 
styczną do czterech płasczyzn które się spotykają po dwie, otrzyma- 
noby nietylko sferę wpisana w czworościan utworzony temi płas- 
czyznami, ale jeszcze siedem innych sfer stycznych zewnętrznie, 
to jest cztery zawpisane w czworościan i trzy inne zewnętrzne. 

Rozwiązanie tego ogólnego zagadnienia będzie dane w księ- 
dze X. 


ж ж. TWIERDZENIE ХІ. 


Przecięcie się dwóch sfer Oi ©! jest okręgiem który ma za oś 
linię ich środków. 


Jakoż, cztery którekolwiek punkta przecięcia są na jednej 
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płasczyznie, bo inaczej dwie sfery O i O' nie byłyby oddzielne (9) ; 
więc to przecięcie jest okręgiem (4). 


Nadto, środki O i O' dwóch sfer, każdy równo oddalony od 
punktów okręgu przecięcia, są na osi tego okręgu. 

Można tego wszystkiego dowieśdź odrazu, uważając że, jeśli 
przetniemy dwie sfery O i O' płasczyzną przechodzącą przez ich 
środki, i obrócimy figurę BAE około osi BE, punkt С spólny 
obydwom sferom opisze okrąg mający za oś linię środków BOO'E. 


Wniosek I. — Okrąg przecięcia dwóch sfer może malejąc 
przywieśdź się do jednego punktu; wtedy dwie sfery mające 
tylko ten punkt spólny stają się stycznemi. Więc, gdy dwie 
sfery są styczne, punkt zetknięcia znajduje się na linii ich środków, 
i sfery mają w tym punkcie spólną płasczyznę styczną. 

П. — Gdy trzy sfery przecinają się po dwie, płasczyzna ich 
trzech środków jest prostopadła do prostej wedle której spoty- 
kają się płasczyzny trzech kół przecięć. 

Dwie sfery w przestrzeni, jako dwa koła na płasczyznie, mogą 
tylko pięć różnych mieć położeń, to jest być : 4° zewnątrz jedna 
drugiej, 2° styczne zewnętrznie, 3° sieczne, 4° styczne wewnętrznie, 
5° wewnątrz jedna drugiej. 

Oznaczając przez d odległość środków dwóch ster, przezRiR' 
ich promienie, i przypuszczając R > R’, łatwo widzimy że : 


а> В+ А, Łd=R+R,3*R+R>d>R<R, 
k d =R —R', 5 d < R — R. 


Wzajemnice są prawdziwe. 
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WIELOKĄTY SFERYCZNE. 


OKREŚLENIE XII. — Nazywa się wielokątem sferycznym część 
powierzchni sferycznej zamknięta łukami 
A \ >$ kół wielkich, jako ABCD. Te łuki AB, BC, 
AS K FA N CD, DA są bokami wielokąta, a katy niemi 
| NY | utworzone i wierzchołki tych kątów są ka- 
| tami i wierzchołkami wielokąta sferycznego. 
W Wielokąt sferyczny nazywa się wypukłym 
ес Аё gdy leży cały najednem półsferzu względem 
każdego ze swoich boków. 


р. 


W wielokącie sferycznym wypukłym, każdy bok jest mniejszy 
od półokręgu kota wielkiego. 


A Jakoż, niech będzie wielokąt ABCD w któ- 
rym bok AHD jest większy od półokręgu. 
P\ Jeśli weźmiemy na tym boku łuk АНК ró- 
wny półokręgowi, widzimy łatwo że okrąg 
F/ do którego należy bok AB ma za średnicę 
| // linię AK; zatem ten okrąg ABK przedziela 
Ko» dany wielokąt na dwie części, z których jedna 
leży z jednej strony boku AB a druga zdru- 
giej. Więc taki wielokąt sferyczny nie jest wypukły. 
Wielokąt steryczny mający trzy boki jest trójkątem sferycznym, 
Uważać będziemy same tylko trójkąty sferyczne wypukłe, jako 
najprostsze, których wszystkie boki są mniejsze od półokręgu. Trój- 
kąty sferyczne miewypukłe, mając kąty większe od dwóch 
prostych byłyby niedogodne ; i nawet niepotrzebne; bo, znając 
trójkąt wypukły na danej sferze, łatwo wyznaczyć inne. 
Trójkąt sferyczny jest równoramienny, równoboczny, równo» 
kątny, prostokątny tak jako trójkąt prostolinijny. 
Gzworobok sferyczny równoboczny nazywa się ukośnikiem 
sferycznym. 
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Wielokąt sferyczny zarazem równoboczny i równokątny jest 
foremny. 

Czworobok sferyczny foremny nazywa się KWADRATEM SFE- 
RYCZNYM. 


Płasczyzny boków wielokąta sferycznego ABCD (figura przed- 
ostatnia) wyznaczają we środku sfery O kąt wielościenny OABCD, 
którego katy dwójścienne są kątami tego wielokąta, a jego 
ściany АОВ, ВОС,... mają za miary boki AB, ВС,... odpowie- 
dające wielokąta sferycznego. 

Ten związek wielokąta sferycznego z katem wielościennym 
pokazuje że, na każde twierdzenie kąta wielościennego odpowieda 
twierdzenie wielokąta sferycznego, i NAWZAJEM. Zatem, z własności 
jednej figury można wywieśdź własności drugiej; co ułatwia 
poszukiwania. 

Jeśli przedłużymy krawędzie kata wielościennego OABCD, 
utworzymy kąt wielościenny OA'B'C'D' symetryczny, który wy- 
znaczy па sferze wielokąt A'B'Q'D' symetryczny wielokąta ABCD. 

Jako widzimy, dwa wielokąty sferyczne symetryczne mają 
boki i katy równe każdy każdemu, ale w porządku odwrotnym 
ułożone, i dlatego takie wielokąty nie są, w ogólności przysta* 
walne. 

Aby trójkąt sferyczny mógł przystać do swego symetrycznego, 
trzeba i dość jest żeby był równoramienny. 


TWIERDZENIE XII. 


W trójkącie sferycznym, każdy bok jest mniejszy od summy 
dwóch innych, a większy od ich różnicy, 


A— Jeśli połączymy wierzchołki trójkąta sfe- 
| wół” rycznego АВС ze środkiem O sfery, utwo- 
„Ж p" rzymy trójścian ОАВС, którego ściany 
= АОВ, АОС, ВОС mają za miary boki AB, 
АС, BC tego trójkąta. Owoż, w trójścianie 
OABC ciana АОВ jest mniejsza od summy 
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dwóch innych AOC i BOC, a większa od ich różnicy; więc 
AB < AC + BC, a AB >AG—BC i AB > BC—AC. 


WNIOSEK. — Jeśli w trójkącie sferycznym ABC połączono 
punkt wewnętrzny D ze skrajnościami boku BC łukami kół 
wielkich BD i CD, będzie 


BD + DC < BA + AC. 
Dowodzenie jako w geometryi płaskiej 


TWIERDZENIE XIII. 


Obwód trójkąta sferycznego, a ogólnie obwód wielokąta sferycz- 
nego WYPUKŁEGO, jest mniejszy od okręgu koła wielkiego. 


Bo summa ścian kąta wielościennego odpowiedającego jest 
mniejsza od czterech kątów prostych (VI, 40). 


UWAGA. — Można wprost dowieśdź tego twierdzenia. 


RAY 4° W trójkącie sfezycznym ABC przedłuż- 
je м. my dwa boki AB, АС aż do spotkania D. Łuki 


ABD, ACD, ва półokręgami (4 wn.). Owoż, 


| e BY IE ES: w trójkącie BCD, bok ВС < BD + CD; więc, 
т ej 4 A dodajac po obydwóch stronach summę 
[шене еси i BA +-AC, otrzymamy 
N 
RAMEK AB + AC ++ BC < ABD + ACD. 
A Co dowodzi że obwód trójkąta sferycznego 
RZS АВС jest mniejszy od okręgu koła wielkiego, 
В S 2* Niech będzie wielokąt sferyczny wypu- 
ró ( >. _ kły ABCDE. 
„e Jka „a > Jeśli przedłażymy dwa boki AB і DC, przy- 


łegłe bokowi BC, aż do punktu spotkania F, 
będzie w trójkącie BCF, BG < ВЕ -+ CF. To dowodzi że,biorąc w wie- 
lokącie sferycznym wypukłym, zamiast jednego boku, przedłużenia dwóch 
przyległych, otrzymuje się wielokąt mający obwód większy. Owoż, tak 
działając dochodzi się aż do trójkąta sferycznego którego obwód, јако do- 
wiedziono, jest mniejszy od okręgu koła wielkiego ; więc tem bardziej obwód 
wielokąta sferycznego wypukłego jest mniejszy od okręgu koła wielkiego. 
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TWIERDZENIE XIV. 
Najkrótszą drogą z jednego punktu do drugiego na sferze jest tuk 
mniejszy koła wielkiego który je łączy. 


Między liniami które na powierzchni sferycznej poprowadzić 
można z jednego punktu A do drugiego B, jest oczywiście przy- 


Fig. 4. Fig. 2. 


najmniej jedna od której niema krótszej. Przypuśćmy tedy że 
ta jedną z najkrótszych jest linia AQDB, różna od łuku AB koła 
wielkiego. 

Na łuku AB weźmy punkt M nie należący do linii ACDB, i 
z punktu A jako bieguna, promieniem sferycznym AM, na- 
kreślmy łuk koła który przetnie linię ACDB w punkcie N; po 
czem, poprowadźmy łuki wielkich kół AN i BN, Będzie, w trój- 
kącie sferycznym ABN, 


AB < AN+ BN albo АМ + BM < AN--BN. 


Owoź, łuki AM i AN kół wielkich są równe (5), odejmując je 
od obydwóch stron powyższej nierówności, zostaje BM < BN; 
jeśli więc, z punktu B jako bieguna i promieniem sferycznym BM, 
nakreślimy koło, jego okrąg przetnie linię BDN w punkcie P 
między B i N. 

Teraz uważajmy że, ponieważ łuki AN i AM kół wielkich są 
równe, i łuki BP, BM kół wielkich są także równe, można, obra- 
сајас te łuki około ich biegunów A i B, przywieśdź punkta 
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N i P do M; tym sposobem linie ACN і BDP wezmą położenia 
AC'M i BD'M. Więc linia AQ'MD'B, łącząca punkta A i В na sferze 
jest krótsza łukiem NP od linii ACNPDB którąśmy wzięli za 
jedną z najkrótszych. Ztąd wynika że wszystkie punkta łuku AB 
koła wielkiego muszą należeć do najkrótszej drogi z punktu A 
do B na sferze; więc temsamem łuk AB jest tą najkrótszą drogą. 

Dowodzenie przypuszcza że łuk AB koła wielkiego jest mniej- 
szy od półokręgu. 

Uważajmy teraz przypadek w którym ten łuk jest półokręgiem 
koła wielkiego, i niech będzie (fig. 2), jeśli można, AMB najkrótsza 
droga od A do B na sferze.Przez średnicę AB poprowadźmy 
okrąg przecinający linię AMB w punkcie M. Ponieważ łuki AM 
i BM koła wielkiego są mniejsze od półokręgu, każdy z nich jest 
mniejszy od odpowiedającej części linii AMB ; zatem półokrąg AB 
koła wielkiego jest mniejszy od całej linii AMB. 

Ztąd wnosimy że, jakiekolwiek są dwa punkta A i B na sferze, 
najkrótszą drogą z jednego do drugiego jest mniejszy z dwóch 
łuków koła wielkiego które je łączą. Ale, gdy punkta A i В są 
średnicowo przeciwległe (to jest skrajnościami jednej średnicy), 
wtedy jest nieskończona liczba najkrótszych dróg od jednego 
z tych punktów do drugiego na sferze, i te najkrótsze drogi są 
półokręgami kół wielkich. 


OKREŚLENIE ХШ. — Mniejszy z dwóch łuków koła wielkiego 
które łączą dwa punkta na sferze, jest ODLEGŁOŚCIĄ SFERYCZNĄ 
tych dwóch punktów, 

Powyższe twierdzenie pokazuje że łuki kół wielkich są tem na 
sferze czem linie proste na płasczyznie. To widać z resztą a priori; 
albowiem, jeśli promień sfery rośnie do nieskończoności, sfera 
staje się płasczyzną, a łuki kół wielkich liniami prostemi. 

Na mocy tej uwagi, styczną sferyczną do krzywej sferycznej 
w danym punkcie jest ostatnie położenie jakie bierze łuk koła 
wielkiego poprowadzony przez ten punkt i przez punkt sąsiedni, 
gdy ten drugi dążąc do pierwszego z nim się schodzi, 

Podobnie, sieczną sferyczną, cięciwą sferyczną, prostopadłą 
sferyczną,... są łuki kół wielkich. 
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Linia sferyczna jest wypukła gdy leży cała na jednem półsferzu 
względem stycznej sferycznej każdego jej punktu. Okrąg koła 
wielkiego nie może spotykać krzywej sferycznej wypukłej w wię- 
cej niż dwóch punktach, i jego łuk mniejszy łączący dwa punkta 
przecięć jest wewnątrz tej krzywej. 

Jeśli z wierzchołków trójkąta sferycznego jako biegunów na- 
kreślimy okręgi kół wielkich, te okręgi podzielą powierzchnię 
sferyczną na osiem trójkątów sferycznych takich, że wierzchołki 
każdego z nich będą biegunami boków tego trójkąta. I tak, niech 
będzie trójkąt sferyczny ABC; z jego wierzchołków А, В, С jako 
biegunów, nakreślmy okręgi kół wielkich В'С'В”С”, C'A'C" A”, 
A'B'A"B''; te linie podzielą powierz- 
chnię sferyczną na osiem trójkatów 
sferycznych, z których cztery są nad 
płasczyzną A'B'A"” а cztery inne pod 
nią; to jest trójkąty СА'В', C'B'A", 
C'A'B", CB'A', i C'A'B', C'B'A”, 
C'A'B", Q'B'A', 

Wierzchołki tych ośmiu trójkątów 
są biegunami boków trójkąta ABC. Jakoż, umażajmy na przy- 
kład dwa trójkąty АВС i A'B'C'. Ponieważ wierzchołek B jest 
biegunem koła wielkiego A'C', odległość sferyczna BA' jest 
ćwiercianem; tak samo, ponieważ wierzchołek C jest biegunem 
koła wielkiego A'B', odległość sferyczna CA' jest także ćwiercia- 
nem; więc wierzchołek А’, odległy na óćwiercian od każdego 
z wierzchołków В i С, jest biegunem boku ВС. Dowiedzie się po- 
dobnie że wierzchołek В’ jest biegunem boku АС, i wierzeołek С' 
biegunem boku AB. 

Z wyłuszczonych ośmiu trójkątów sferycznych najważniejszy 
jest trójkąt A'B'C’, który się tem odróżnia od innych że, wzglę- 
dem trójkąta ABC, jego wierzchołek A' jest z tej samej strony 
boku BC со wierzchołek A, i podobnie wierzchołki В’, C’ z tej 
samej strony odpowiedających boków АС, AB co wierzchołki В, С. 

Nawzajem, wierzchołki trójkąta ABC są z tej samej strony od- 
powiedających boków trójkąta A'B'C' co wierzchołki А’, B',C. 
Jakoż, uważajmy dwa wierzchołki C i C'. Ponieważ przypuszczamy 
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że te dwa wierzchołki są oba zjednej strony boku AB, tojest oba 
na jednem półsferzu, wyznaczonem przez wielkie koło AB które ma 
za biegun wierzchołek С', odległość sferyczna CC' jest mniejsza 
od ćwiercianu. Więc wierzchołki C i C' są oba z jednej strony 
okręgu koła wielkiego A'B' która ma za biegun wierzchołek С. 
Dowiedzie się podobnie że wierzchołki A i B są z tej samej strony 
odpowiedających boków В'С' i A'C' co wierzchołki А’ i B'. 

Dla tej cechującej własności, nazwano dwa trójkąty sferyczne 
АВС i A'B'C' tryjkątami biegunowemi, wyłączając inne które to 
imie zdawałoby się oznaczać. 

Dwa trójściany OABC, ОА'В'С', odpowiedające trójkatom bie- 
gunowym АВС, A'B'C', są spełniające. Albowiem, z przyczyny 
że punkt С’ jest biegunem łuku AB i odległość CC’ jest mniejsza 
od ćwiercianu, krawędź ОС” jest prostopadła do ściany АОВ i 
skierowana w tę samą stronę co krawędź ОС; tak samo со do 
krawędzi OB' i OA' (VI, 40). Ztąd wynika że każdy bok jednego 
z trójkątów biegunowych ABC, A'BC' jest spełnieniem kąta 
przeciwległego w drugim trójkącie. Dlatego też dwa trójkąty 
biegunowe są trójkatami spełniającemi. Ta główna własność trój- 
katów biegunowych stanowi następujące twierdzenie. 


"TWIERDZENIE XV. 


Gdy dwa trójkąty ABC, A'B'C' sa biegunowe, każdy kat jednego 
znich ma za miarę przewyżkę półokręgu koła wielkiego nad bokiem 
przeciwległym drugiego. 


AS Uważając naprzykład kąt A, prze- 

dłużmy jego ramiona aż do spotkań 

Di Е z bokiem В'С'. Ponieważ wierz- 

ү. chołek A jest biegunem łuku B’C’, kąt 

A A ma za miarę łuk DE (6). Owoż, łuki 

0e B'E iCD sa ćwiercianami, dlatego że B' 

=P" jest biegunem łuku AC i C’ biegunem 
+" AB ; zatem 

DE = B'E + DC —BC' = + okrąg — BC. 
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Dowiedzie się podobnie że każdy z dwóch innych kątów Bi С 
trójkąta ABC ma za miarę półokrag koła wielkiego zmniejszony 
bokiem przeciwległym w trójkącie A'B'C'. 

Trójkąty biegunowe АВС i A'B'C' otrzymują się jeden z dru- 
giego jednakowem wykreśleniem; ztąd wynika że własność 
dowiedziona w jednym jest temsamem dowiedziona w drugim. 
Więc, nawzajem, każdy z katów А’, В’, С”, ma za miarę półokrąg 
zmniejszony bokiem przeciwległym w trójkącie АВС. Czego 
z resztą nie trudno wprost dowieśdź. _ 

Powyższa własność trójkatu A'B'C' należy także do jego syme- 
trycznego А"В”С"; ale nie należy do innych sześciu niby biegu- 
nowych. Go widoczne. 


UwAGA. — Własności trójkątów biegunowych rozciągają się do wieloką- 
tów sferycznych i do linij krzywych sferycznych. 

Jakoż, niech będzie wielokąt sferyczny wypukły ABCDE; jeśli z dwóch 
biegunów łuku AB koła wielkiego weźmiemy biegun będący na tem samem 
pólsferzu co wielokąt ABCDE, i tak samo bieguny В’, C’, D’, E’ boków ВС, 
Ср, DE, EA, otrzymamy wielokąt A'B'O/DVE' biegunowy danego ABCDE. 
Powtarzając wiadome rozumowanie, dowiedzie się że, nawzajem, wielokąt 
ABCDE jest wielokątem biegunowym otrzymanego A/B/C'DVE'; nadto, 
w dwóch wielokątach biegunowych, każdy kąt jednego z nich ma za miarę 
spełnienie boku mającego za biegun wierzchołek tego Кайа w drugim. 


Niech będzie teraz AM krzywa sferyczna wypukła ; jeśli, w jakimkolwiek 


jej punkcie M, poprowadzimy stycznę sferyc zną MT (Określ. XIII) i weź 
miemy biegun M’ tej stycznej, będący па tem samem półsferzu co krzywa 
AM. miejscem geometrycznem punktu M’ będzie krzywa biegunowa A/M! 
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krzywej AM. I nawzajem, krzywa AM jest krzywą biegunową linii АМ". 
Bo, ponieważ pnnkt M’ jest biegunem stycznej sferycznej MT, jeśli punkt N’, 
sąsiedni punktu M’, jest biegunem stycznej sferycznej NT do krzywej AM, 
w punkcie N sąsiednim punktu M, wtedy punkt T jest biegunem siecznej 
sferycznej M'N’; a gdy punkt N schodzi się z M, punkt T schodzi się z nim 
także, i sieczna М/Х staje się styczna sferyczną M'T’ w punkcie M’ do krzy- 
wej A'M’. Więc punkt M jest biegunem stycznej M/T”, i temsamem krzywa 
AM jest krzywą biegunową krzywej AM’. 

Dwie figury sferyczne biegunowe są figurami spółwzględnemi, to jest na 
każdy punkt fednej odpowieda łuk koła wielkiego w drugiej, i nawzajem; 
tak że, jeśli trzy punkta pierwszej są na okręgu koła wielkiego, trzy łuki kół 
wielkich odpowiedające w drugiej przechodza przez jeden punkt, biegun 
tego okręgu. Tym sposobem każde twierdzenie jednej figury daje zaraz 
odpowiedające twierdzenie w drugiej. 


TWIERDZENIE XVI. 


W trójkącie sferycznym, 4° Summa trzech katów jest zawarta 
między DWOMA i SZEŚCIOMA katami prostemi, 9° Każdy kąt powięk- 
szony dwoma prostemi jest większy od summy dwóch innych. 


Dowodzenie za pomocą trójkąta biegunowego, jako w trójścia- 
nie za pomocą trójścianu spełniającego. 


WNIOSEK. — Kat zewnętrzny trójkata sferycznego jest większy 
od różnicy dwóch kątów wewnętrznych nieprzyległych. Albowiem, 
na mocy 2° mamy 


C+2 >A+B; więc 2р А> В-8С; 
przypuszczając В > С. 


Uwaga. — Powyższe twierdzenie dowodzi że w trójkącie sfe- 
rycznym summa katów wewnętrznych nie jest stała jako w trój- 
kącie prostolinijnym, i tylko jest zawarta między dwoma i sześcioma 
katami prostemi. 

Zatem, trójkąt sferyczny, podobnie jako trójścian, może być 
prostokątny, dwój prostokątny, albo trój prostokątny ; to jest, mieć 
jeden, dwa albo trzy kąty proste; i może nawet mieć wszystkie 
trzy kąty rozwarte. 


http://rcin.org.pl 


RÓWNOŚĆ WIELOKĄTÓW SFERYCZNYCH. 587 


W trójkącie dwójprostokątnym, boki kąta prostego są óćwier- 
cianami a jego wierzchołek biegunem boku przeciwległego (5). 
W trójkącie trójprostokałnym wszystkie boki są ćwiercianami. 


RÓWNOŚĆ WIELOKĄTÓW SFERYCZNYCH. 


TWIERDZENIE XVII. 


Dwa trójkąty sferyczne, leżące na jednej sferze albo na dwóch 
sferach równych, są równe albo symetryczne : 

4° Gdy таја bok równy PRZYLEGŁY dwom katom równym każdy 
każdemu. 

9° Gdy maja kat równy zawAaRrY między dwoma bokami ró- 
wnemi każdy każdemu. 

30 Gdy maja trzy boki równe każdy każdemu. 

w Gdy таја trzy katy równe każdy każdemu. 

Te twierdzenia są następstwem podobnych twierdzeń w trój- 
ścianach. 

Ale można ich wprost dowieśdź. T tak, jeśli części równe dwóch 
trójkątów są podobnie ułożone, dowiedzie się paragrafów 1° і 29 
przez przystawanie; można nawet przywieśdź paragraf 2° do 4° 
posługując się trójkątem biegunowym. Aby dowieśdź para- 
grafu 3°, najprościej jest, powtarzając rozumowanie geometryi 
płaskiej, okazać najpierwej twierdzenie : 

Gdy dwa trójkąty sferyczne mają dwa boki równe każdy każ- 
demu, ZAWIERAJĄCE kat nierówny, wtedy naprzeciw kąta mniejszego 
leży bok mniejszy; I NAWZAJEM. 

Po czem, dowodzenie paragrafu 3° nie przedstawia żadnej 
trudności. Co do paragrafu 4°, przywodzi się go do 3° za pomocą 
trójkąta biegunowego. 

Jeśli części równe dwóch trójkatów są odwrotnie ułożone, 
trzeba wziąć trójkąt symetryczny jednego z tych trójkątów, aby 
mieć dwa trójkąty przystawalne; wtedy dwa zadane trójkąty 
będą symetryczne. 

Takim samym sposobem dowodzi się następujących, ogól- 
nych twierdzeń. 
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TWIERDZENIE XVIII. 


Dwa wielokąty sferyczne mające n boków, na jednej sferze albo 
na dwóch sferach równych, są równe albo symetryczne : 

1° Gdy maja n— 2 boki równe РО SOBIE IDĄCE I PRZYLEGŁE 
п— 1 katom równym każdy każdemu. 


2° Gdy mają n — 1 boków równych ZAWIERAJĄCYCH n — 2 kątów 
równych każdy każdemu. 

3° Gdy są RÓWNOBOCZNE między soba i majan — 3 katów ró- 
wnych każdy każdemu. 

L° Gdy sa RÓWNOKĄTNE między soba i таја n — 3 boków rú- 
wnych kazdy każdemu. 

Ostatni paragraf przywodzi się do poprzedzającego przez wie- 
lokat biegunowy. 


WNIOSEK. — Powyższe cztery twierdzenia mają odpowiedające 
w kątach wielościennych którym służą za dowód. 


'TRÓJKĄPY SFERYCZNE PODOBNE. — Dwa trójkąty sferyczne które, 
leżąc na dwóch sferach nierównych, mają boki proporcyonalne 
zawierające kąty równe, nazywają się podobnemi. 

Kat trójścienny OABC, mający wierzchołek 
we środku О dwóch sfer spółśrodkowych, 
wyznacza na ich powierzchniach dwa trój- 
katy podobne ABC, A'B'C.. 

Bo te trójkąty są oczywiście równokątne 
między sobą; a ich boki, jako łuki podobne, 
LĄ są proporcyonalne do promieni OA, OA', i 
temsamem proporcyonalne między sobą; co daje 


AB АС ВС 

RY WE OBO 
Ztąd wynika źe dwa trójkąty sferyczne równokąatne między sobą 
są równe albo podobne, według jak należą do jednej sfery albo 


do dwóch sfer nierównych. 
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TWIERDZENIE XIX. 


W trójkącie sferycznym równoramiennym ABC, katy B i © prze- 
ciwległe bokom równym sa równe. I NAWZAJEM. 


Połączmy wierzchołek A ze środkiem D 
podstawy BC łukiem koła wielkiego AD. 
Dwa trójkąty sferyczne ADB, ADC, mające 
trzy boki równe każdy każdemu, są syme- 
ryczne ; więc kąty В iC są równe. 

NAWZAJEM, trójkąt sferyczny mający dwa 
katy równe ma boki przeciwległe tym katom 
równe, i jest równoramienny. 

Dowodzenie jako w geometryi płaskiej, albo przez trójkąt bie- 
gunowy. 


WNIOSEK. — Trójkąt sferyczny równoboczny jest zarazem 
równokątny, i nawzajem. 


UwAGA. — Z symetryi dwóch trójkątów sferycznych ADB, ADC wynika 
że katy przy D są proste, i kąty przy wierzchołku A są równe. Więc, w trój- 
kącie sferycznym równoramiennym, łuk koła wielkiego łączący wierz- 
chołek ze środkiem podstawy jest prostopadły do tej podstawy, i dzieli kąt 
wierzehołkowy na dwie równe części, 


TWIERDZENIE XX. 


W trójkącie sferycznym, na przeciw kąta mniejszego leży bok 
mniejszy; I NAWZAJEM. 

A Jeśli w trójkącie sferycznym АВС, kąt 
B jest mniejszy od kąta ACB, bok AC jest 
także mniejszy od boku AB. 

Jakoż, zróbmy kąt BCD równy kątowi B, 
trójkąt BCD będzie równoramienny ; więc 
boki CD i BD są równe. 

Owoż, w trójkącie ACD; Аб < AD + DC; 
więc Аб < AB. 
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Wzajemnica oczywista. 


UwAGA, — Możnaby złączyć w jedno dwa powyższe twierdzenia, i do- 
wieśdź sposobem użytym w księdze VI, tw. Дб. 


TWIERDZENIE XXI. 


W wielokącie sferycznym WYPUKŁYM mającym n boków, 19 summa 
katów wewnętrznych jest zawarta między 2 (n—2) i 2 n katami pros- 
temi; 29 każdy kat jest większy od różnicy między summa wszystkich 
innych i summa 2 (n — 2) katów prostych. 


Со do 1°. Prowadząc przez jeden wierzchołek przekątne sfe- 
ryczne do wszystkich innych, rozłożymy wielokąt sferyczny na 
n — 2 trójkątów sferycznych. Owoż, w każdym z tych trójkątów 
summa kątów jest większa od dwóch katów prostych; więc 
summa wszystkich kątów wewnętrznych wielokąta sferycznego 
wypukłego jest większa od 2 (n — 2) katów prostych. 

Со do 2°; ponieważ wielokąt sferyczny jest wypukły, każdy 
jego kąt jest mniejszy od dwóch kątów prostych; więc summa 
wszystkich n katów PORADE jest mniejsza od 2n katów 
prostych. 


WNIOSEK. — W wielokącie sferycznym WYPUKŁYM, summa katów 
zewnętrznych jest mniejsza od czrenEcu katów prostych. Dowodze- 
nie јако w wielokąatach prostolinijnych. 

Ztąd ważne wynika następstwo : Zaden wielokąt sferyczny 
WYPUKŁY nie może mieć więcej niż TRZY katy ostre. 


TWIERDZENIE XXT. 


Przez punkt A sfery można zawsze poprowadzić okrąg koła wiel- 
kiego prostopadły do danego okręgu BCD. 


Niech będzie jakikolwiek okrąg BCD na sferze; jeśli, przez 
punkt A i przez biegun G tego okręgu, poprowadzimy koło wiel- 
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kie, jego okrag AFG będzie prostopadły 
do okręgu BCD w punktach С i E (5). 

Ten okrąg AFG koła wielkiego, prosto- 
padły do okręgu BCD, jest oczywiście 
в jedyny, jeśli punkt A nie jest biegunem 
okręgu BCD. 


UWAGA. — Z punktu danego na okręgu koła wielkiego, można zawsze 
wyprowadzić prostopadłę sferyczną, i tylko jedną. Ale, z punktu danego 
zewnątrz okręgu koła wielkiego, można spuścić na ten okrąg dwie prosto- 
padłe sferyczne które są łukami jednego koła. 


TWIERDZENIE XXIII. 


Jeśli z punktu O sfery spuścimy, na okrąg koła wielkiego AB, 
łuk OC, koła wielkiego prostopadły i mniejszy od ćwiercianu, i 
różne łuki kół wielkich pochyłe OD, OE, OF, wtedy 


19 Dwa łuki pochyłe OD i ОЕ, równo oddalone od spodka С łuku 
prostopadłego, sa równe. 

2° Luk prostopadły ОС jest mniejszy od wszelkiego łuku pochy- 
łego OD. 

3° Z dwóch łuków pochyłych OD, OF ten jest mniejszy który się 
mniej oddała od spodka łuku prostopadłego. 

I NAWZAJEM. 

Na łuku prostopadłym OC weźmy dłu- 
gość CO! ='CO, i poprowad źmy łuki kół 
wielkich DO', EQO', FO', będzie : 

Co do 1°, dwa trójkąty sferyczne COD 
і COE, mające kąty przy С proste, bok CO 
spólny i рок CD = СЕ z założenia, są sy- 
metryczne ; więc łuki pochyłe OD i OE są 
równe. 

Co się tyczy dwóch innych paragrafów i wzajemnie, dowodze- 
nie jako w geometryi płaskiej ; trzeba tylko co do 3° oprzeć się 
na wniosku (шю. XII. 


о. 
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WNIOSEK I. — Łuk prostopadły OC jest najkrótszą linią, jaką 
na sferze poprowadzić można z punktu O do okręgu koła wiel- 
kiego АВ; dlatego długość łuku OC nazywa się ODLEGŁOŚCIA SFE- 
RYCZNA punktu O od tego okręgu. 

Zatem, łuk OPC' jest najdłuższy ze wszystkich łuków kół 
wielkich które ida od punktu O do okręgu koła wielkiego AB. 

Na sferze z jednego punktu do okręgu koła wielkiego dwa 
tylko łuki pochyłe równe poprowadzić można. 


П.— Miejscem geowetrycznem panktów sfery, równo oddalonych 
od dwóch punktów jej powierzchni, jest tuk koła wielkiego prosto- 
padły we środku odległości sferycznej tych dwóch punktów. 


TWIERDZENIE XXIV. 


Dwa trójkąty sferyczne prostokątne, leżące na jednej sferze, 
albo na dwóch sferach równych, są równe albo symetryczne : 


19 Gdy maja przeciwprostokątnę równą i bok równy. 
2° Gdy maja przeciwprostokątnę równą i kat pochyły równy. 
Dowodzenie jako w geometryi płaskiej. 


UWAGA. — 10 W trójkącie sferycznym prostokątsym jest zawsze jeden 
bok mniejszy od ćwiercianu, albo wszystkie trzy, Jakoż, niech będą trzy koła 
wielkie ABD, ACD, PNQ prostopadłe między 
sobą'; na ćwiercianie AP weźmy punkt С, i 
poprowadźmy łuki kół wielkich СВ, CN, CB’. 
W trójkącie prostokątnym АВС, bok AG jest 
mniejszy od ćwiercianu i, jeśli puukt B leży 
między A i N, oba boki AB, CB ѕа mniejsze 
od ćwiercianu; a jeśli punkt B staje się R”, 
wtedy oba boki AB’ i CB’ są oczywiście wię- 
ksze od ćwiercianu. Tak samo w trójkącie 
prostokątnym DCB, boki DB i DC są oba większe od ćwiercianu, а zaś bok 
CB mniejszy od ćwiercianu ; ale jeśli punkt B staje się В’, wtedy bok DB’ 
jest mniejszy od ćwiercianu, a zaś boki DC i Cb! są oba większe od ćwier- 
cianu. Widzimy więc że w trójkącie sferycznym prostokątnym liczba 
boków większych od ćwiercianu jest parzysta. 
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29 W trójkącie sferycznym prostokątnym każdy kąt pochyły jest tego 
samego gatunku co bok przeciwległy. Jakoż, w wójkącie sferycznym prosto- 
Кашуш АВС, kąt ACB i bok przeciwległy AB są oba mniejsze od 90°; a zaś 
w trójkącie sferycznym prostokątnym АСВ’, kat ACB’ і bok przeciwległy АВ’ 
5а oczywiście oba większe od 90°, 


TWIERDZENIE XXV. 


Luk koła wielkiego dwójsieczny kata sferycznego jest miejscem 
geometrycznem punktów równo oddalonych od jego ramion. 


Dowodzenie jako w geometryi płaskiej. Zob. Ks. І, (о. 15. 


TWIERDZENIE XXVI. 


W czworoboku sferycznym wpisanym w koło, summa dwóch kątów 
przeciwległych równa się summie dwóch innych. 1 NAWZAJEM. 


F Niech będzie P biegun małego koła w które 
ŻE TU jest wpisany czworobok sferyczny ABCD. 
—j Poprowadźmy łuki kół wielkich PA, PB, 


> 


\/ | PC, PD, tworzymy cztery trójkąt ysferyczne 
Кы D / równoramienne. Więc będzie 
PA Kat PAB + РСВ = В, kąt PAD +-РСр=р; 
zkąd, dodając, otrzymujemy 
A + C=B4+-D. 

NAWZAJEM, czworobok sferyczny ABOD, w którym summa dwóch 
kątów przeciwległych równa się summie dwóch innych, jest wpisalny. 

Jakoż, przez trzy wierzchołki A, В, С czworoboku, popro- 
wadźmy okrąg koła i promienie sferyczne PA, PB, PQ; połączmy 
punkta P i D łukiem koła wielkiego. Trójkąty równoramienne 
PBA, PBC dają 


kąt РАВ = РВА, РСВ = РВС; zalem РАВ ++ РСВ = В. 
Ale z założenia А 4-С== В +D, więc kat PAD+- PCD = ADC. 
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To równanie pokazuje że łuk PD nie może być ani mniejszy 
ani większy od promienia sferycznego PA ; bo, w pierwszym razie 
byłby kąt PAD< PDA i kątPCD < PDC, ztąd PAD -- PCD <ADC; 
a w drugim byłoby PAD + PCD > ADC, co niemożebne z przy- 
czyny ostatniego równania. Więc PD == РА, to jest koło АВС 
przechodzi przez wierzchołek D. 

WNIOSEK. — Jeśli trójkąty sferyczne АВС, ABC',... wpisane 
w jedno koło mają spólną podstawę, różnica summy kątów przy pod- 
stawie i kątem przy wierzchołku, to jest BAC ++ АВС — C, jest stała. 

Jakoż, połączmy punkt D łuku AB ze 
skrajnościami podstawy łukami kół wiel- 
kich DA, DB; będzie, w czworoboku sfe- 
rycznym wpisanym ABCD, 

BAD + BAC + ABD + ABC = C + D, 
zkąd 
BAC ++ ABC — С =D — BAD — ABD. 
Tak samo w czworoboku ADBC', 
BAC' -H ABC: — ©! =D — BAD — ABD. 
Więc ВАЄ -+ АВС — С = BAC — АВС’ — С'. 


TWIERDZENIE XXVII. 


Miejscem geometrycznem wierzchołka С trójkątów sferycznych 
ABC, mających spółną podstawę AB, i tę sama różnicę między 
summą kątów A +- B przy podstawie i katem © przy wierzchołku, 
Jest tuk koła małego które przechodzi przez skrajności podstawy, 


To twierdzenie jest wzajemnicą wniosku 
twierdzenia poprzedzającego ; ale można go 
łatwo wprost dowieśdź. Niech będzie АВС 
trójkąt zadość czyniący zadaniu, i P biegun 
koła opisanego. Trójkąty РАВ, РАО, PBC są 
równoramienne; zatem różnica 


(A +B) — C =PAB+- РВА = 2PAB. 


© 
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To dowodzi że kąt PAB jest stały; więc trójkąt ABP równo- 
ramienny jest stały, i jego wierzchołek P także stały, a temsamem 
odległość PC = PA jest stała. Ztąd wynika że wierzchołek C jest 
na okręgu mającym punkt Р za biegun i odległość PA za promień 
sferyczny. 

UWAGA. — To twierdzenie ma pewne podobieństwo z Tw. 20, Ks. IL; 


albowiem, gdy w trójkącie prostolinijnym dany jest kąt przy wierzchołku C, 
wtedy wiadoma jest summa A -|- В i temsamem różnica A -4 B — С, 


WIELORĄTY SFERYCZNE FOREMNE. — /stnieją wielokąty sferyczne 
foremne wszelkiej liczby boków. Jakoż, wyobraźmy okrąg małego 
NISZA koła podzielony na n równych części, 
AMELIE, i przez punkta podziału poprowadzimy 

f i \ łuki kół wielkich, utworzymy wielo- 
| kąt foremny mający п boków. Wszyst- 

kie boki są równe, jako cięciwy sfe- 
ryczne podpasujące łuki równe jednego 
koła. Wszystkie kąty są także równe; 
bo, jeśli poprowadzimy łuki AC i BE kół 
wielkich, dwa trójkąty ABC, ABE będą równe ; zatem kąt B=A. 


Są także wielokąty sferyczne gwiazdziste foremne; etc. 


TWIRDŻENIE XXVIIL 


Jeśli z punktu A sfery spuścimy na okrąg koła małego ВС) 
łuki kół wielkich : normalne AB, AB', i pochyłe АС, AD, AE, 
wtedy : 


19 Dwa tuki pochyłe AC i AD, równo oddalone od łuku normal- 
nego sa równe. 

2° Luk pochyły АС, jest większy od tuku normalnego mniejszego 
АВ, ale mniejszy od łuku normalnego większego AB'. 

3° Z dwóch łuków pochyłych AC, AE ten jest mniejszy który 
się mniej oddała od tuku normalnego mniejszego. 

| NAWZAJEM. 
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Połączmy biegun P koła CBD z punktami C, D, E, łukami kół 
\ wielkich. 

1° Ponieważ łuki BC i BD małego koła, są 
równe z założenia, łuki BC i BD wielkich 
kół są także równe. Zatem dwa trójkąty sfe- 
ryczne PBC, PBD mające trzy boki równe, są 
symetryczne ; co dowodzi że kąty APC i APD 
są równe. Ztąd wynika że dwa trójkąty sfe- 
ryczne AQP, ABP są symetryczne ; więc łuki pochyłe AC, AD są 
równe. 


2° W trójkącie sferycznym ACP, 
АС > CP — AP i AC < CP + AP; 
więc АС > AB i AC < АВ. 


3° Dwa trójkąty sferyczne ACP, AEP mają kąt АРС < APE; 
bok AP spólny i bok РС = PE; więc АС < АЕ (17). 
Wzajemnice widoczne. 


WNIOSEK. — Na sferze, odległością punktu od okręgu jest łuk 
normalny mniejszy który łączy ten punkt z okręgiem ; odległością 
dwóch łuków kół jest mniejszy łuk normalny spólny. 


ZETKNIĘCIE KÓŁ NA SFERZE. 


TWIERDZENIE XXIX. 


Luk wielkiego koła MT styczny do małego koła PM jest prosto- 
padły do promienia sferycznego w punkcie zetknięcia. 


Przez punkt M i punkt sąsiedni M' popro- 
wadźmy siecznę sferyczną MM', i połączmy 
środek A cięciwy sferycznej MM'z biegunem 
P małego koła, łakiem koła wielkiego PA. 
Łuk PA jest prostopadły do cięciwy ММ”, jak- 
kolwiek blizko punktM' dochodzi do M. Owoż, 
gdy punkt M' schodzi się z M, punkt A schodzi się z nim także, 
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i sieczna ММ' staje się styczną sferyczną MT ; więc ta ostatnia jest 
prostopadła do promienia sferycznego PM. 

WNIOSEK. — Normalna sferyczna do małego koła przechodzi 
przez jego biegun. 

(TWIERDZENIE. — W matem kole, średnica sferyczna przostopadła 
do cięciwy sferycznej dzieli tę cięciwę i oba jej łuki na dwie równe 
CZEŚCI. 


Dowodzenie jako w geometryi płaskiej. 


TWIERDZENIE XXX. 


1° Gdy dwa małe koła przecinają się na sferze, łuk wielkiego koła 
który przechodzi przez ich bieguny jest prostopadły we środku cie- 
ciwy sferycznej spólnej. 

2° Gdy dwa koła na sferze sa styczne, punkt zetknięcia leży na 
łuku koła wielkiego który przechodzi przez ich bieguny, i w tym 
punkcie dwa koła maja styczne sferyczną spólną. 

Dowodzenia jako w geometryi płaskiej. 

Opierajac się na tych twierdzeniach, i oznaczając przez Ri R’, 
promienie sferyczne dwóch kół małych, przez d odległość sfe- 
туспа ich biegunów, łatwo widzimy że : 

Jeśli dwa koła są zewnętrzne względem siebie, będzie 

; а> К+ R. 
Jeśli dwa koła są styczne zewnętrznie, będzie 
а= в + В. 
Jeśli dwa koła przecinają się, będzie 
R+R'>d>R—R', 
przypuszczając R >œ R. 


Jeśli dwa koła sa styczne wewnętrznie, będzie 


а= — К. 
Nakoniec, jeśli jedno koło jest wewnątrz drugiego, będzie 
dR — R. 


I NAWZAJEM. 
39 
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Ale przede wszystkiem trzeba żeby summa d +- R  R' była 
mniejsza od okręgu koła wielkiego ; ten warunek jest przez się 
widoczny. 


ZAGADNIENIA KSIĘGI ÓSMEJ. 


ZAGADNIENIE 1. 


Мајас dana sferę znaleźć jej promień. 


Z jakiegokolwiek punktu A sfery, jako 

bieguna, nakreślmy łuk koła DE, i weźmy 

na nim łuk BD = BE; potem, z punktów D 

і Е jako biegunów, nakreślmy jednym pro- 

mieniem dwa łuki kół przecinające się 

w punkcie С. Trzy punkta A, В, С leżą na 

okręgu wielkiego koła, bo płasczyzna ABC 

tych trzech punktów równo oddalonych od D i Е przechodzi 

przez środek O sfery (VI, 8). 

Jeśli więc zbudujemy trójkąt mający za boki trzy cięciwy 

prostolinijne AB, AC, BC, promień koła opisanego na tym 
trójkącie będzie szukanym promieniem sfery. 


ZAGADNIENIE II. 


Przez dwa punkta А, В na sferze poprowadzić okrąg koła wiel- 
kiego. 


Z danych punktów A, B jako biegunów, 
otwartością cyrkla równą cięciwie ćwiercianu 
PECH Rz koła wielkiego, kreślimy dwa łuki kół prze- 
ES 


cinające się w punkcie P ; po czem, z pun- 
В / ktu Р jako bieguna і tą samą otwartością 
cyrkla, kreślimy okrąg który jest oczywiście 
szukanym okręgiem wielkiego koła. 
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Uwaga I — Jeśli dane punkta А і В są skrajnościami jednej 
średnicy sfery, zagadnienie jest niewyznaczone; bo łuki kół 
wielkich, kreślone z punktów A i B jako biegunów, przypadają na 
okręgu koła wielkiego, którego każdy punkt jest biegunem je- 
dnego z wielkich kół mających średnicę AB. 


П. — Wykreślenie powyższego zagadnienia daje sposób zna- 
lezienia bieguna łuku AB koła wielkiego. 
"7 
ZAGADNIENIE Ш. 


Podzielić łuk АВ koła wielkiego па dwie równe części. 


Z punktów A i В jako biegunów i (а samą 
otwartością cyrkla, nakreśl dwa łuki kół prze- 
cinające sięw punktach C i D; po czem, przez 
punkta © iD, poprowadź łuk wielkiego koła 
który przejdzie przez środek E łuku AB. 


UwAGA. — Łuk £D koła wielkiego jest 
prostopadły do łuku AB koła jakiegokolwiek (28) ; więc powyż- 
sze wykreślenie daje sposób prowadzenia łuku koła wielkiego, 
prostopadłego we środku łuku koła AB jakiegokolwiek, i podzie- 
lenia tego łuku na dwie równe części. 


ZAGADNIENIE IV. 


Przez punkt A na sferze poprowadzić łuk koła wielkiego prosto 
padły do okręgu koła wielkiego BQ. 


Z punktu A jako bieguna kreślimy łuk koła 
wielkiego aż do spotkania P z okręgiem da- 
nym ВС; po czem, z punktu P jako bieguna 
kreślimy łuk koła wielkiego AB. Ten łuk jest 
prostopadły do danego okręgu koła wielkiego 
BC; bo ostatni przechodzi przez biegun 
pierwszego. 
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ZAGADNIENIE V. 


Przez punkt A dany na sferze poprowadzić łuk koła wielkiego 
prostopadły do danego okręgu BCD. 


10 Jeśli punkt А jest na danym okręgu BCD, 
weź łuk AB = AC i z punktów В i С jako 
biegunów, tym samym promieniem, nakreśl 
dwa łuki koła przecinające się w punkcie Е ; 
po czem, poprowadź przez punkta A i E łuk 
koła wielkiego który będzie prostopadły do 
danego okręgu BCD. 

2° Jeśli punkt A jest zewnątrz okregu BCD, 
z punktu A jako bieguna, nakreśl łuk koła 
przecinający dany okrąg BCD w dwóch punk- 
tach C iD; z tych punktów jako biegunów 
jedną otwartością cyrkla, nakreśl dwa ki 
koła przecinające się w punkcie E; nakoniec, przez punkta 
A i E poprowadź łuk koła wielkiego który będzie prostopadły do 
danego okręgu BCD. 


UWAGA. — Jeśli dany punkt A jest biegunem okręgu BCD, zagadnienie 
zostaje niewyznaczone ; bo wtedy wszelki łuk koła wielkiego przechodzący 
przez punkt A jest prostopadły do okręgu BCD. 


ZAGADNIENIE VI. 


Wykreślić tuk dwójsieczny kata sferycznego. 


„ZS Z wierzchołka A kąta sferycznego BAC, 
7 3B— % nakreśl łuk koła przecinający ramiona kąta 
Е \ w punktach Bi С. Z tych punktów jako bie- 
| J gunów i tą samą otwartością cyrkla, nakreśl 

dwa łuki kół przecinające się w punkcie D; 
po czem, przez punkta A i D poprowadź luk 
wielkiego koła który będzie dwójsieczną sfe- 
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ryczną kąta ВАС. Во, dwa trójkąty sferyczne ADB i ADC, mające 
trzy boki równe każdy każdemu, sa równe we wszystkich częś- 
ciach; więc kąt DAB = DAC. 


ZAGADNIENIE VII. 


Poprowadzić okrąg przez trzy dane punkta A, В, Спа sferze. 


Biegun P żądanego koła, jako równo odda- 
lony od trzech punktów A, B, C, jest na 
przecięciu łuków kół wielkich DE i FG, 
prostopadłych we środku łuków AB i ВС 
(zag. 3, uw.). Wyznaczywszy biegun P, kreśli 
się żądane koło otwartością cyrkla równą 
odległości sferycznej PA. 


“© UwaGa. — Takim samym sposobem znajduje się biegun danego 
łuku koła małego, biorąc tylko trzy przyzwoite punkta А,В,С 
na tym łuku. 


ZAGADNIENIE VIII. 


Przez punkt A, dany na łuku wielkiego koła ABC, poprowadzić 
tut wielkiego koła któryby z nim czynił kąt równy danemu К. 


Z wierzchołka kata danego K jako 
środka, promieniem sfery, nakreśl 
łuk koła LM. Z punktu A jako bieguna 
nakreśl wielkie koło BDE przecinające 
dany łuk ABC w punkcie B. Z punktu 
В jako bieguna, cięciwą łuku LM, 
nakreśl łuk koła spotykający okrąg 
BDE w dwóch punktach Di E. Na- 
koniec, poprowadź łuki wielkich kół AD i AE które rozwiążą 
zagadnienie (6). 
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Uwaga. — Jeśli dany kąt K jest sferyczny, wtedy rozwiązanie 
jako w geometryi płaskiej Кз. И. zag. 3. 


ZAGADNIENIE ІХ. 


Przez dany punkt A na sferze poprowadzić okrąg koła wielkiego 
któryby czynił z danym okręgiem koła wielkiego BCD kat równy 
danemu. 


Niech będzie BAD okrąg koła 
wielkiego który rozwiązuje zaga- 
dnienie. 

Aby nakreślić ten okrąg, wyznacz 
najpierwej biegun P danego koła 
wielkiego BCD ; po czem, opisz okrąg 
EFH, miejsce biegunów okręgów kół 
wielkich które czynią z okręgiem BCD 
kąt równy danemu ostremu (6, wn.); 
nakoniec, z danego punktu A jako 
bieguna, nakreśl łuk koła wielkiego który przetnie, mówiąc 
ogólnie, okrąg EFH w dwóch punktach E i F. Każdy z tych 
punktów będzie oczywiście biegunem okręgu koła wielkiego 
które zadość czyni zagadnieniu. 


Aby wiedzieć warunki możebności zagadnienia, poprowadźmy 
przez punkt A i przez biegun P, łuk koła wielkiego który prze- 
cina okrąg BCD w punkcie C, a okrąg EFH w punktach Hi K. 
Owoż, łuk AC jest prostopadły do okręgu BCD, a łuki AH, AK 
prostopadłe do okręgu EFH; więc, aby zagadnienie było mo- 
żebne, trzeba żeby łuk AH był mniejszy ałuk AK większy od 
ćwiercianu, który jest promieniem sferycznym łuku koła wiel- 
kiego nakreślonego z bieguna A. Pierwszemu warunkowi staje się 
zawszze zadość ; aby dopełnić drugiego, trzeba żeby było 


AP+-PK >PA+-AC albo РК > AC. 
Więc możebność zagadnienia wymaga tylko żeby łuk PK, który 
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mierzy dany kąt ostry, nie był mniejszy od najmniejszej odle- 
głości AG punktu A od okręgu BCD. 

Zagadnienie ma dwa rozwiązania, albo jedno, albo nie ma 
żadnego, według jak łuk PK jest większy od odległości AC, 
albo jej równy, albo od niej mniejszy. 

Uwaga. — To zagadnienie służy do zbudowania trójkąta sfe- 
rycznego w którym wiadome są dwa kąty i bok przeciwległy je- 
dnemu z nich. 


ZAGADNIENIE X. 


Wpisać mate koło w trójkat sferyczny dany, 


Poprowadź łuki AD i BE dwójsieczne ką- 
tów A i B; punkt ich przecięcia P, jako ró- 
wno oddalony od trzech boków trójkąta (25), 

7:4. п | jest biegunem koła wpisanego które ma za 
A promień sferyczny łuk PH prostopadły do 

У oj boku AB. Więc kolo, nakreślone z punktu P 

jako bieguna otwartością cyrkla równą cięci- 
wie łuku PH, będzie styczne do trzech boków trójkąta sfe- 
rycznego ABC, czyli będzie wpisane w ten trójkąt, 


p oi 


UWAGA. — Gdyby zadano zagadnienie: nakreslić małe koło styczne do 
trzech wielkich kół, ponieważ te koła, przecinając się po dwa, tworzą osiem 
trójkątów sferycznych, znalezionoby osiem kół stycznych wpisanych w te 
trójkąty. 


ZAGADNIENIE XI. 


Na danej sferze wykreślić czworobok wpisalny którego dane sq 
boki. 

Dość zbudować na płasczyznie czworobok wpisalny mający 
za boki cięciwy danych boków czworoboku sferycznego (Ш,27); 
po czem, wykreślić na sferze koło opisane na czworoboku płas- 
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kim, i oznaczyć na niem wierzchołki tego czworoboku; nakoniec, 
poprowadzić przez te wierzchołki łuki kół wielkich, które utworzą 
szukany czworobok sferyczny. 

Zagadnienie jest zawsze możebne ; byle tylko, ma się rozu- 
mieć, summa czterech danych łuków była mniejsza od okręgu 
koła wielkiego sfery, i największy łuk był mniejszy od summy 
trzech innych. 


ZAGADNIENIE XII. 


Zbudować trójkąt sferyczny, mając dane trzy którekolwiek z jego 
części (bokt i kąty). 


Zagadnienie ma sześć przypadków które stanowią trzy dwo- 
jany; to jest mogą być dane: I. Trzy boki albo trzy kąty ; II. dwa 
boki i kąt zawarty, albo jeden bok przyległy dwom kątom; 
III. dwa boki i kąt przeciwległy jednemu z boków, albo dwa katy 
i bok przeciwległy jednemu z katów. 

Każdy dwojan zawiera dwa zagadnienia spółwzgłędne, takie 
że, rozwiązawszy jedno z nich, znajduje się drugie za pomocą 
trójkąta biegunowego. Мату więc tylko trzy zagadnienia do roz- 
wiązania. : 


I. Dane są trzy boki a, b, с, 


Ą Nakreślmy łuk koła wielkiego, na którym 
wj \ weźmy długość АВ równą jednemu z danych 
К | | 
м. KE. boków np c. 
= Z punktu A jako bieguna otwartością 
RD cyrkla równą cięciwie łuku b, nakreślmiy 


> łuk koła, i z pnnktu B jako bieguna otwar- 


tością cyrkla równą cięciwie boku a, nakreślmy drugi łuk koła 
który, mówiąc ogólne, przetnie pierwszy w dwóch punktach 
CiC; jeśli nakoniec połączymy АС, BC i АС”, BC' łukami kół 
wielkich, dwa trójkąty symetryczne АВС i АВС! rozwiążą za- 
gadnienie. 
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Aby trójkąt był możebny, trzeba i dość jestżeby dwa nakreślone 
koła przecinały się; to wymaga, przypuszczając boki a, б, е 
wyrażone w stopniach і w porządku wielkości a < 0 < е, 
żeby było (30) $% 

c<a+b; съ фа i а4 6 4 с< 360°. 

Drugiemu warunkowi stajesię zadość, па mocy założenia ; więc, 
aby można zbudować trójkąt sferyczny, mając dane trzy boki, trzeba 
i dość jest żeby największy z tych boków był mniejszy od summy 
dwóch innych, i żeby summa trzech boków była mniejsza od okręgu 
koła wielkiego. Widzieliśmy jużże te warunki są konieczne (12 113), 
niniejsze wykreślenie pokazuje że są dostateczne. 


Zagadnienie, Zbudować trójkąt sferyczny znając jego trzy 
kąty A, В, С, rozwiązuje się za pomocą trójkąta biegnnowego, 
to jest : kreśli się najpierwej trójkąt sferyczny którego boki są 
wyrażone liczbami 2 — A, 2 — В, 2 — С (biorąc kąt prosty 
za jedność kątową); po czem, kreśląc trójkat biegunowy tego 
trójkąta otrzymuje się trójkąt żądany. 

To zagadnienie ma oczywiście dwa rozwiązania, dwa trójkąty 
symetryczne. Możebność zagadnienia wymaga żeby, przypuszcza- 
јас A < BALE, było 

2—A <2—В 2—6 i 0<2—A-+-2—B+-2—0<h. 

albo A+2>B+0 i 6>A+B+C>2. 

Więc, aby można zbudować trójkąt sferyczny mający trzy 
dane kąty A, B, С, trzeba i dość jest żeby summa tych kątów 
była zawarta między dwoma i sześcioma kątami prostemi, i żeby 


najmniejszy kąt powiększony dwoma prostemi przewyższał summę 
dwóch innych katów. 


Można było przewidzieć warunki możebności tego i poprze- 
dzającego zagadnienia, uważając odpowiedający trójścian i jego 
spełniający. 


I. Sa dane dwa boki a i b i kąt zawarty С, albo jeden bok a przy- 
legły dwom katom B i С. 


Rozwiązanie jako w geometryi płaskiej. 
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Ш. Są dane dwa boki a ib i kąt A przeciwległy bokowi a. 


Nakreślmy na sferze dwa łuki kół wielkich czyniące kąt równy 
danemu A (zag. VIII) ; weźmy ra- 
mie AC = b, iz Miu "С jako 
bieguna otwartością cyrkla ró- 
wną cięciwie boku a, nakreślmy 
łuk koła; jeśli ten łuk przecina 
w punkcie B drugie ramie kata A, 
trójkąt ABG rozwiązuje dane za- 
gadnienie. 


DyskussYA. — Przedłużmy ramiona kąta A aż do ich spotka- 
nia A', i z punktu © spuśćmy łuk prostopadły CD na ramie AB. 
Uważajmy że w trójkącie sferycznym prostokątnym ACD łuk 
prostopadły CD jest mniejszy albo większy od ćwiercianu, według 
jak kąt przeciwległy A jest ostry albo rozwarty, W pierwszym razie 
łuk GD jest najmniejszym, a w drugim ten łuk jest najwiekszym 
łukiem koła wielkiego jaki z punktu © do półokręgu ADA’ po- 
prowadzić można (23, wn.). 

Na tej uwadze opiera się cała dyskussya trzech głównych przy- 
padków zagadnienia. Biorąc promień sfery za jedność linijną, 
będzie : 


1° Gdy bok a zawiera się między bokiem b i jego spełnieniem 
x — b, zagadnienie jest zawsze możebne jakikolwiek jest kąt A, i ma 
tylka jedno rozwiązanie. Bo okrąg, nakreślony z punktu С jako 
bieguna promieniem sferycznym a, przecina jeden z łuków CA 
albo СА’ i przedłużenie drugiego; więc przecina półokrąg ADA' 
w jednym punkcie B. 


2° Gdy bok a nie jest zawarty między b i т — b, i zarazem bok a 
z katem przeciwległym A nie sa oba jednakowego gatunku, zaga- 
dnienie jest niemożebne. Bo, jeśli a< b i a< т —b, musi być 
a< $r i A>9%, a temsamem a< CD; jeśli zaś a >bi 
a> т — b, musibyć a> {т i А < 90°, atemsamem a > ©. 
W pierwszym razie, łuk a mniejszy od prostopadłej sferycznej 
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większej i mniejszy od łuków pochyłych СА i СА, nie może 
mieć spodka na półokręgu ADA' ; w drugim razie, ten łuk a, 
większy od prostopadłej sferycznej mniejszej i zarazem większy 
od dwóch pachyłych CA i СА”, nie może także mieć spodka na 
półokręgu ADA'. Więc zadany trójkąt sferyczny nie istnieje. 

Jeśli a=% albo a=n—b i boka zkątem A nie sąoba 
jednakowego gatunku, dowiedzie się tak samo że trójkąt sfe- 
ryczny jest niemożebny. 


3° Gdy bok anie jest zawarty miedzy b i т — b, aleten bok a 
z katem A за oba jednakowego gatunku, zagadnienie ma dwa rozwią- 
zania albo tylko jedno ; albo nawet nie ma żadnego. 

Jakoż, przypuszczając a < bia < т — b, musi być a < $x 
1 A< 90°; przypuszczając zaś a>bi a>r—b musi 
być a>jr i A>9%0. 

W pierwszym razie CD jest prostopadłą sferyczną mniejszą, 
w drugim prostopadłą sferyczną większą. Więc, jeśli bok a, większy 
albo mniejszy od obydwóch łuków pochyłych СА i СА’, jest za- 
warty między mniejszą i większą prostopadłą sferyczną, okrąg 
nakreślony z punktu с jako bieguna promieniem sferycznym a, 
przecina półokrag ADA’ w dwóch punktach B i B', i trójkąty 
ACB i AQB' rozwiązują zagadnienie. Ta okoliczność stanowi tak 
zwany przypadek wątpliwy. 

Widzimy teraz łatwo że, jeśli bok a jest równy jednej z dwóch 
prostopadłych sferycznych, wtedy zagadnienie ma tylko jedno 
rozwiązanie, trójkąt prostokątny ACD, A jeśli bok a jest mniejszy 
albo większy od obydwóch prostopadłych sferycznych, żądany 
trójkąt jest oczywiście niemożebny. 

Gdy a = b albo а = т — 2,1 zarazem bok a zkątem A są oba 
jednakowego gatunku, powyższe rozumowanie pokazuje że zaga- 
dnienie ma jedno tylko rozwiązanie. 


Nakoniec, trzeba uważać szczególny przypadek а = 0 = tx, 
w którym, jeśli kąt A jest prosty, szukany trójkąt sferyczny jest 
dwójprostokątny, i zagadnienie jest niewyznaczone ; a jeśli kąt A 
nie jest prosty, zagadnienie jest niemożebne. 


http://rcin.org.pl 


608 KSIĘGA ÓSMA. 

Zagadnienie spółwzględne powyższego, to jest : zbudować trójkąt 
sferyczny mojąc dwa kąty A i Bi bok a przeciwległy jednemu 
z nich, rozwiązuje się przez trójkąt biegunowy, albo wprost za 
pomocą zagadnienia IX. Е 


ZAGADNIENIE ХШ. 


Przez dany punkt A na sferze poprowadzić stycznę sferyczną do 
małego koła P. 


1° Jeśli dany punkt A jest na okręgu da- 
nego koła P, dość paprowadzić, przez ten 
punkt, łuk koła wielkiego CAD prostopadły 
do promienia sferycznego PA. Łuk CAD bę- 
dzie styczną sferyczuą szukaną (29). 


2° Dany punkt А jest zewnątrz okręgu da 
nego koła P. 
Przypuśćmy zagadnienie rozwiązane, i niech będzie AC szukana 
styczna sferyczna. Biegun B tej stycznej 
jest oczywiście na kierunku średnicy sfery- 
cznej koła P, prostopadłej w punkcie zetknię- 
cia С, i na okręgn koła wielkiego które ma 

% dany punkt A za biegun. Więc, z punktu A 
Бру jako bieguna, kreślimy łuk koła wielkiego ; a 
potem, z bieguna P, otwartością cyrkla ró- 
wną cięciwie różnicy między ćwiercianem i promieniem sferycz- 
nym koła P, kreślimy drugi łuk koła który przecina pierwszy 
w dwóch punktach B i В’. Te punkta są biegunami żądanych 
stycznych sferycznych które się otrzymuje kreśląc z biegunów 
BiB' łuki kół wielkich. 


Aby znaleźć warunki możebności zagadnienia, weźmy promień 
sfery za jedność linijną, i oznaczmy przez R promień sferyczny 
danego koła Р. Uważając teraz że promienie sferyczne dwóch 
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kół kreślonych wyrażają się przez ir I tr — R, widziray 
że przecięcie się tych kół wymaga żeby było (30) : 


AP<trtin RAP > tr— (je—R), AP + że jr R<? 
albo APER < w, APR, IB Bić». 


Ostatnia nierówność jest oczywista. Druga pokazuje że dany 
punkt A musi być zewnątrz danego koła, to jest zewnątrz krymki 
sferycznej РА ; co także widoczne. Ale ten warunek, dostateczny 
w geometryi płaskiej,na sferze nie wystarcza, i trzeba jeszcze żeby 
pierwszemu warunkowi AP +- R < ~ stało się zadość, to jest 
trzeba żeby dany punkt A i dane koło P były oba na jednem 
półsferzu. Jeśli tym warunkom zadość uczyniono, dwie styczne 
sferyczne AC i AC’ rozwiążą zagadnienie. 

Te dwie styczne zlewają się w jedną w przypadku szczegól- 
nym АР +R =x, albo AP =R. 

WNIOSEK. — Dwa trójkaty sferyczne prostokątne APC, APC', 
mające przeciwprostokątnę równą i bok równy, są symetryczne. 
Więc dwie styczne sferyczne АС i AC', poprowadzone z jednego 
punktu A do danego koła P na sferze, sa równe, i łuk AP jest 
dwójsieczną sferyczną kątów sferycznych GAC'i CPC’. 


Uwaga. — Powyższy wniosek prowadzi do twierdzenia : 


W czworoboku sferycznym opisanym na kole summa dwóch bo- 
ków przeciwległych równa się summie dwóch innych; 1 NAWZAJEM ; 


którego się dowodzi jako w geometryi płaskiej. 


ZAGADNIENIE XIV. 


Poprowadzić stycznę sferyczną spólną dwom małym kołom 
danym. | 

Przypuśćmy zagadnienie rozwiązane, i niech będzie : 

1° Styczna sferyczna АА’ spólna dwom małym kołom P,P“, 


których promienie oznaczamy przez R, R/, przypuszczając 
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Н> В’, Biegun F tej stycznej, leżący na kierunkach promieni 

-———_ sferycznych PA i PA' które przechodzą 
“ œ, przez punkta zetknięć A i А’, jest pun- 
Al ktem przecięcia dwóch kół nakreślonych 
x z biegunów P i P' promieniami sfe- 
| rycznemi ir R і jr — R, Wszystko 
więc przywodzi się,.do zbudowania trój- 
kąta sferycznego którego trzy boki są wia- 
dome. Możebność tego trójkąta wymaga 


żeby było 
PP' < RR, PP'>R—R' i PP—RR' < я. 


Ostatnia nierówność ma zawsze miejsce. Druga pokazuje że 
dwa dane koła na sferze nie powinny być wewnątrz jedno dru- 
giego; ten warunek wystarcza w geometryi płaskiej, ale na 
sferze trzeba jeszcze dopełnić pierwszego PP! В + R' <r, 
który wymaga żeby dwa dane koła były oba na jednem pół- 
sferzu. 


Jeśli tym warunkom zadość uczyniono, dwie styczne sferyczne 
zewnętrzne AA', i BB' rozwiązują zagadnienie. Ale te styczne zle- 
wają się w jedną w dwóch przypadkach szczególnych, to jest : 
gdy РР К + В = т, albo gdy PP' =R — R'. 

9° Niech będzie teraz DD! styczna sferyczna wewnętrzna do 
kół P i P'. Biegun G tej stycznej, leżący na kierunkach promieni 
sferycznych PD i P'D' które przechodzą przez punkta zetknięć D 
i р’, jest punktem przecięcia dwóch kół nakreślonych z biegu- 
nów P i P' promieniami sferycznemi źrR i іж 4 К. Więc 
cała rzecz przywodzi się do zbudowania trójkąta sferycznego któ- 
rego trzy boki są wiadome. Możebność tego trójkąta wymaga 
żeby było 


PP < x-R--R', PP'P>R+-R' i PP—R+-R' < т. 


Nierówność PP' > R +- R’ pokazuje że dwa dane koła PiP' 
muszą być zewnątrz jedno drugiego. Ten v k jest dosta- 
teczny w geometryi płaskiej, ale tu nie wystarcza; i trzeba jeszcze, 
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wedle pierwszej i ostatniej nierówności, żeby dane koła zadość 
czyniły warunkowi РР' -+ (R — R’) < r. е 

Jeśli tych warunków dopełniono, dwie styczne sferyczne we- 
wnętrzne DD' i EE’ rozwiązują zagadnienie. Te styczne zlewają 
się w jedną w szczególnych przypadkach : 


PP' =R+R', PP' + R—R'=m albo рр —R--R'=nr. 


Uważając że koła, kreślone dla wyznaczenia biegunów stycz- 
nych sferycznych, mogą się przecinać w dwóch punktach, albo 
być styczne, albo się nie spotykać, widzimy łatwo że zagadnienie 
ma ogólnie cztery rozwiązania, albo tylko trzy, dwa, jedno, albo 
nawet nie ma żadnego. 


UWAGA. — Styczne sferyczne zewnętrzne AA' i BB! są symetryczne wzglę- 
dem linii biegunów PP” dwóch kół danych, i spotykają się na niej w dwóch 
punktach zewnątrz tych kół. Punkt spotkania S tych dwóch stycznych, który 
jest bliższy koła mniejszego, nazywa się środkiem podobieństwa prostego 
kół P i P’. Styczne sferyczme wewnętrzne CC'i DD” są także symetryczne 
względem linii biegunów PP”, i spotykają się na tej linii między danemi kołami 
і poza niemi. Punkt ѕрокапіа T tych stycznych, leżący między kołami 
P i P’, nazywa się ich środłkiem podobieństwa odwrotnego. O tych dwóch 
środkach podobieństwa późmiej mówić będziemy. 


ZADANIA. 


913. — Dwie figury równe leżą na jednej sferze. Dowieśdź że można 


sprowadzić jedną z figur na drugą, obracając ją około pewnego punktu po- 
wierzchni sferycznej. 


914. — Przez dany punkt poprowadzić płasczyznę styczną do dwóch 
sfer danych. P 


915. — Poprowadzić płasczyznę styczną do trzech sfer. 


916, — Nakreślić na sferze, promieniem sferycznym danym koło styczne 
do dwóch kół danych. 


917. — Nak a sferze koło przechodzące przez dwa dane punkta 
i styczne do koła danego. 
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918. — Nakreślić na sferze koło przechodzące przez punkt dany i styczne 
do dwóch kół wielkich danych. 

919. — Biegun koła opisanego na trójkącie sferycznym jest wewnątrz 
albo zewnątrz tego trójkąta, albo pada na największym boku, według jak 
największy z katów jest mniejszy albo większy od summy dwóch innych, 
albo jej równy. 

920. — Trzy płasczyzny prostopadłe między sobą, poprowadzone przez 
punkt wewnętrzy sfery, wyznaczają na tej sferze trzy koła których summa 
powierzchni jest stała. 

921. — Poprowadzić przez linię prostą płasczyznę któraby podzieliła dwie 
sfery tak, żeby promienie przecięć były proporcyonalne do promieni tych sfer. 

922, — Poprowadzić przez punkt płasczyznę któraby podzieliła trzy sfery 
tak, żeby promienie przecięć były proporcyonalne do promieni tych sfer. 


923. — Summa kwadratów odległości wierzchołka kata trójściennego od 
sześciu punktów, w których trzy krawędzie tego kata spotykają powierzchnię 
sfery, jest stała. 

924. — Wykreślić sferę styczną do czterech krawędzi czworościanu. 

925. — Znaleźć punkt taki żeby widziano z niego trzy dane sfery pod 
katem równym. 

926. — Znaleźć miejsce punktów w przestrzeni równo oświeconych przez 
dwa punkta światłe, 

927 — Znaleźć miejsce punktów przestrzeni które są na odległość a od 
punktu Ai na odległość b od punktu B. 

928, — Miejsce punktów z których widać jedną sferę, albo dwie sfery, albo 
trzy sfery dane, pod katem danym. 

929. — Miejsce punktów których summa kwadratów z odległości od 
dwóch danych punktów jest stała, 


930. — Mając dane trzy punkta, znaleźć miejsce punktów których summa 
odległości jest stała względem pierwszego i drugiego punktu, i zarazem 
względem pierwszego i trzeciego. 

931. — Miejsce punktów z których widać daną prostę pod katem danym, 
albo dwie dane proste wychodzące z jednego punktu, pod danemi katami, 


932. — Miejsce środków sfer które przecinają wedle wielkich kół dwie 
sfery albo trzy sfery dane. 


http://rcin.org.pl 


ZADANIA. 613 
933. — Miejsce środka przecięć danej sfery przez płasczyzny przecho- 
dzące przez punkt dany, albo przez prostę daną. 


934. — Miejsce punktów w przestrzeni których odległości od dwóch 
punktów danych są w stosunku stałym. 


935. — Miejsce rzutów punktu, zewnętrznego względem płasczyzny, na 
liniach prostych przechodzących na tej plasczyznie przez jeden punkt, 

936. — Wystawić czworościan, mając podstawę i odległości jej wierz- 
chołków od trzech ścian bocznych. 

937. — Wykreślić trójkąt sferyczny, znając kąt, bok mu przyległy i 
summę, albo różnicę, dwóch innych boków. 

938. — Wykreślić trójkąt sferyczny, znając kąt, bok przyległy i sammę, 
albo różnicę dwóch innych boków, albo kątów. 

939. — Wykreślić trójkąt sferyczny. znajac podstawę, wysokość i kąt. 

940. — Wykreślić trójkąt sferyczny, znając dwa boki і wysokość odpo- 
wiedającą jednemu z nich. 

941. — Wykreślić trójkąt sferyczny, znając bok, kąt i obwód. 

942. — Wykreślić trójkąt sferyczny, znajac obwód i dwa kąty. 

943, — Wykreślić trójkat sferyczny, znając obwód, kąt i wysokość. 


9414, — Wykreślić trójkąt sferyczny, znając bok, kąt, i koło wpisane, albo 
zawpisane, względem tego kąta. 


945. — Wykreślić trójkat sferyczny, znając kąt i promienie dwóch kół, 
wpisanego i zawpisanega względem tego kąta. 

946. — Wykreślić trójkąt sferyczny, znając bok i promienie dwóch kół, 
wpisanego i zawpisanego, stycznych do tego boku. 

917. — Wykreślić trójkąt sferyczny, znając bok, kąt przeciwległy i różnicę 
promieni dwóch kol wpisanego i zawpisanego względem tego kąta. 

948. — W czworoboku sferycznym mającym wszystkie boki przeciwległe 
równe, kąty przeciwległe są równe, i przekętne przecinają się na połowy. 


Nawzajem, czworobok sferyczny ma wszystkie boki przeciwległe równe 
jeśli ma wszystkie katy przeciwległe równe, albo jeśli jego przekąine prze- 
cinają się na połowy. 


949. — W czworoboku sferycznym równokatnym boki przeciwległe są 
równe i przekątne są równe ; a cięciwy boków tworzą prostokąt. 
40 
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950. — W ukośniku sferycznym, przekątne przecinają się na połowy pod 
katem prostym, i są dwójsiecznemi katów przeciwległych. 

951. — W kwadracie sferycznym, przekątne przecinają się na połowy 
pod katem prostym, są równe, i за dwójsiecznemi katów przeciwległych. 

952, — Linia przecięć dwóch kół na sferze jest miejscem z których po- 
prowadzone styczne do tych kół są równe. 

958. — Rozdzielić powierzchnię sfery na wielokaty sferyczne foremne 
i równe. 

954. — Przez Чапа prostę poprowadzić do danej sfery płasczyznę 
sieczną, któraby wyznaczyła przecięcie mające promień równy danemu. 

955. — Gdy się trzy sfery przecinają po dwie, płasczyzny trzech kół 
przecięć spotykają się wedle linii prostej, prostopadłej do płasczyzny wy- 
znaczonej przez trzy środki tych sfer. 

956. — Jeśli z punktu wziętego na sferze jako bieguna, nakreślono koło 
promieniem sferycznym równym jednej trzeciej albo jednej piątej ćwiercianu, 
wtedy promień koła otrzymanego jest połową promienia sfery, albo większym 

odcinkiem tego promienia podzielonego w stosunku średnim i skrajnym. 

957. — Jeśli z jednego punktu poprowadzono różne sieczne do sfery, 
wieloczyn odległości tego punktu od dwóch punktów przecięć każdej 
siecznej ze sferą jest stały. 

958. — Jeśli środki dwóch kół są rzutami jednego punktu przestrzeni, 
i jeśli styczne poprowadzone z jednego punktu przecięcia się ich płasczyzn 
są równe, te dwa koła należą do jednej sfery. 

959. — Summa kwadratów z rzutów trzech promieni sfery, prostopadłych 
między sobą, na jakiejkolwiek płasczyznie, jest równa podwójnemu kwa- 
dratowi promienia sfery. 

960. — Summa kwadratów ze trzech cięciw, które dana sfera przejmuje 
na trzech prostych prostokątnych i przechodzących przez jeden punkt, jest 
stała. a 

961. — Jeśli w trójkąt prostokątny, którego każdy kąt ma 190°, wpisano 
trzy małe koła tak, żeby były styczne między sobą i styczne do boków tego 
trójkąta, wtedy ich promień sferyczny ma 30°, i ich środki są wierzchołkami 
trójkąta bieganowego który odpowieda danemu. 

962, — Jeśli w trójkącie sferycznym ABC punkt P jest biegunem koła 
wielkiigo DE przechodzącego przez środki Di Е boków АВ і AC, kąt BPC 
jest dwa razy większy od kata DPE. 
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MIARA TRZECH CIAŁ OKRAGŁYCH, 
WIELOŚCIANY FOREMNE. 


OKREŚLENIE І. — Graniaston jest wpisany w walec gdy jego pod- 
stawy są wpisane w podstawy walca. Nawzajem, walec jest wtedy 
opisany na graniastonie. 


Graniaston jest opisany na walcu gdy jego podstawy są opisane 
na podstawach walca. Nawzajem, walec jest wtedy wpisany 
w graniaston. 


П. — Piramida jest wpisana w stożek gdy ma z nim spólny wierz- 
chołek, i jej podstawa jest wpisana w podstawę stożka. Nawza- 
jem, stożek jest wtedy opisany na piramidzie. 

Piramida jest opisana na stożku gdy ma z nim spólny wierz- 
chołek, i jej podstawa jestopisana na podstawie stożka. Nawzajem, 
stożek jest wtedy wpisany w piramidę. 


NI. — Piramida sferyczną OABCD (zob. figurę na stronicy 578) 
nazywa się część objętości sfery, zawarta między kątem wielościen- 
nym, mającym wierzchołek w jej środku „i wielokątem sferycznym 
który jest podstawą tej piramidy. 

Dwie piramidy sferyczne są sy:uetryczne gdy таја za podstawy 
wielokąty sferyczne symetryczne. 


Dwie piramidy sferyczne są podobne gdy таја podstawy podobne. 
ГУ. — Dwa walce obrotowe, albo dwa stożki obrotowe, są podo- 
bne gdy ich wysokości są proporcyonalne do promieni podstaw. 


V. — Część BDELKH stożka (zob. figurę na stronicy 565) za- 
warta między jego podstawą ВРВ'Е i przecięciem HKL, wyzna- 
czonem przez jakąkolwiek płasczyznę która spotyka wszystkie 
krawędzie, nazywa się pniem stożka. 
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To przecięcie i podstawa stożka stanowią podstawy jego pnia. 

Gdy podstawy pnia stożka są równoległe ich odległość jest 
wysokością tego pnia. 

Pień stożka kołowego prostego o podstawach równoległych 
może być uważany jako figura obrotowa, utworzona obrotem tra- 
pezu ABLO, około boku АО wziętego za oś. Ta oś АО jest wyso- 
kością a bok BL, tworzący powierzchnię, bokiem albo apotema tego 
pnia. 


VI. — Powierzchnia krzywa nazywa się wypukłą, jeśli leży cała 
z jednej strony każdej płasczyzny z którą ma jeden tylko punkt 
spólny albo jedną linię prostą spólną. Ta płasczyzna jest płas- 
czyzną styczną do powierzchni (*). Powierzchnie sfery, walca ko- 
łowego, stożka kołowego, parabolicznego, ete. są wypukłe. 


MIARA POWIERZCHNI. 
TWIERDZENIE 1. 


Powierzchnia WYPUKŁA HABCD jest mniejsza od wszelkiej po- 
wierzchni otaczającej КАВСЮ która ma z nia ten sam obwód. 


Uważamy za oczywiste że płasczyzna jest mniejsza od wszelkiej 
powierzchni mającej z nia spólny obwód. 
$ Niech będzie powierzchnia wypukła 
| HABCD, otoczona z jednej strony po- 
wierzchnią jakąkolwiek KABCD która ma 
z nią spólny obwód ABCD. Między po- 
wierzchuiami które otaczają powierzchnię 
wypukła i mają z nią spóluy obwód, jest przynajmniej jedna od 
której niema już mniejszej. Przypuśćmy tedy jeśli można, że tą 


(*) Dla ścsłości określenia, czytelnik zechce zobaczyć twierdzenie Т, księgi X. 
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jedną z najmniejszych jest powierzchnia otaczająca КАВСР, i 
poprowadźmy płasczyznę styczną do powierzchni wypukłej, w jej 
punkcie H który nie należy do powierzchni otaczającej. Ta płas- 
czyzna odcina od powierzchni otaczającej część KPQRS oczywiście 
większą niż powierzchnia płaska HPQRS. Więc, tym sposobem, 
otrzymanoby powierzchnię otaczającą HPORSABCD mniejszą od 
otaczającej KABCD która ma z nią spólny obwód ABCD; со 
przeciw założeniu. Ztąd wynika że, między powierzchniami ota- 
czającemi, niema żadnej któraby była jedną z najmniejszych. Więc 
powierzchnia wypukła jest mniejsza od wszelkiej powierzchni 
otaczającej która ma z nią spólny obwód. 


WNIOSEK. — Powierzchnia wypukła jest mniejsza od wszelkiej 
powierzchni która ja ze wszech stron otacza, 


TWIERDZENIE II. 


Powierzchnia boczna walca OBROTOWEGO ma za miarę wieloczyn 
z okręgu podstawy przez wysokość. 


Wyobraźmy dwa graniastony foremne ró- 
wnej liczby ścian, jeden wpisany w walec 
a drugi na nim opisany. Powierzchnia cała 
walca, otaczająca zewsząd powierzchnię wy- 
pukłą graniastonu wpisanego, jest od niej 
większa; ale powierzchnia cała walca, jako 
wypukła i zewsząd otoczona powierzchnią 
całą graniastonu opisanego, jest mniejsza od 
tej ostatniej. Zatem, nazywając 8 powierz- 
chnię boczną walca obrotowego, H jego 
wysokość, R promień podstawy, bi В podstawy dwóch gra- 
niastonów wpisanego i opisanego, p i P obwody tych podstaw ; 
będzie (VII, 10, wn.) 


РИ + 26 < S + Żal? < Р.Н -+2B. 


Owoż, wiemy że różnica liczb które mierzą całe powierzchnie 
dwóch graniastonów, to jest (P— p) H + 2 (B — b), może 
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stać się mniejszą od wszelkiej ilości naznaczonej; więc powierz- 
chnia cała walca jest spólną granicą całych powierzchni tych 
graniastonów ; co daje 
S + 90° = gr. (рН + 26) = Za RH + 2nR*. 

Więc 85 =2„RH. 

WNIOSEK I. — Oznaczając przez T powierzchnię całą walea 
obrotowego, będzie 

= „RH +- 2rR? = 2rR (Н + R). 


II. — Niech będą Si S' powierzchnie boczne, T i T' powierz- 
chnie całe, і А’ promienie, H і Н’ wysokości dwóch walców 
obrotowych podobnych ; mamy 


S_ RH 


H 
T  R(H+R) RHR 
T REFRA W 


Owoż, podobieństwo tych dwóch walców daje 


Więc 


Co dowodzi że powierzchnie boczne i powierzchnie całe dwóch 
walców obrotowych podobnych maja się jako kwadraty z promien 
podstaw, albo jako kwadraty z wysokości, 

IM. — Opierając się na twierdzeniu : Powierzchnia boczna gra- 
niastonu równa się wieloczynowi z obwodu przecięcia prostego przez 
krawędź boczną (VII, 7), i modyfikując dane wyżej rozumowanie, 
dowodzi się łatwo, że 

Powierzchnia boczna walca jakiegokolwiek ma za miarę wieloczyn 
z obwodu przecięcia prostego przez krawędź. 
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UwaGA. — Płasczyzna sieczna ABD przechodząca przez dwie krawędzie 4 
walca oddziela część jego powierzchni ABKCDE którą nazywają wrzecie- 
niem walcowem. Oznaczając przez s powierzchnię tego wrzecienia, będzie 


łuk AB ЗЫ łuk АВ.Н. zkąd s= łuk AB.H. 
9х.ОК 25R.H 


$ 

8 

Więc powierzchnia wrzecienia walcowego obrotowego ma za miarę wie- 
loczyn z łuku podstawy przez wysokość. 


"TWIERDZENIE Ш. 


Powierzchnia boczna stożka obrotowego, ma za miarę wieloczyn 
z okręgu podstawy przez połowę boku. 


Wyobraźmy dwie piramidy foremne ró- 
wnej liczby boków, jedną opisaną na stożku 
a drugą wpisaną. Powierzchnia cała stożka 
jest oczywiście zawarta między powierz- 
P Cchniami całemi tych dwóch piramid ; zatem 
będzie (VII, 16). 
; p. SH + b <S + тА < 3P.SK +B. 
Озо, różnica 4 (Р. SK — p. SH) + В —b dwóch liczb które 
mierzą powierzchnie całe piramid może stać się mniejsza od 
wszelkiej ilości naznaczonej, ponieważ różnice Р — р, SK —SH 
czynników dwóch wieloczynów i różnica podstaw B—% mają za 
granicę zero. Więc powierzchnia cała stożka jest spólną granicą 
całych powierzchni dwóch piramid, wpisanej i opisanej, a tem- 
samem jej miara jest granicą miary tych powierzchni, to jest 
S -+rR?= gra. (tp. SH + b) = 2r R. 1SK + rR? 
Жай, nazywając a bok SK, otrzymujemy 
5 = sha. 
WNIOSEK. — Nazywając T powierzchnię całą stożka obrotowego, 
mamy 


T=rlla-- rR? = rR (a + В). 
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> Il. — Dowiedzie się łatwo, wiadomem już rozumowaniem, że 

Powierzchnie boczne i powierzchnie całe dwóch stożków OBnoro- 

WYCH podobnych таја sie jako kwadraty z promieni albo z boków 
albo z wysokości. 


UwaGA. — Powierzchnia wrzecienia SAKB STOŻKA OBROTOWEGO ma 
za miarę wieloczyn z inku podstawy przecz połowę krawędzi. 


"TWIERDZENIE IV. 


Powierzchnia pnia stożka OBROTOWEGO, 0 podstawach równo- 
ległych, ma za miarę wieloczyn z połowy summy okręgów podstaw 
przez bok. 


Ze skrajności A krawędzi 

SA wyprowadźmy prostopadłę 

~=- AD równą okręgowi podstawy 

2277 D stożka. Połączmy SD i popro- 

A А wadźmy prostę BE równoległa 
do AD. 


Trójkąty podobne SAD i SBE, SAO i SBC dają 


AD SA . AO SA AD АО  270A 

BE "SB | BG SB 091 БЕ BG 2.06 

Ale z wykreślenia AD = 2x0A, więc ВЕ = 2xCB. 

Uważajmy teraz że powierzchnia boczna stożka obrotowego SOA, 
mając za miarę ok. ОА. 15А, równa się powierzchni trójkąta SAD 
którego miarą jest AD. 58А. Dla tej samej przyczyny, powierzchnia 
boczna stożka SCB równa się powierzchni trójkąta SBE. Zatem 
powierzchnia boczna pnia tego stożka jest równowarla trape- 
zowi ADEB. Owoż, trapez ma za miarę wieloczyn z połowy 
summy podstaw przez wysokość, to jest 4 (AD + BE).AB; więc, 
oznaczając przez S liczbę która mierzy powierzchnię boczną pnia 
stożka obrotowego, będzie 


; = + (ok. ОА + ok. СВ). AB. 
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A jeśli nazwiemy R i r promienie dwóch podstaw, a apotemę 
czyli bok tego pnia, będziemy mieli formułę dogodną do rachunku, 


5 = т (R+ r)a. , 


WNIosEK. — Jeśli, przez środek G boku AB, poprowadzimy 
prostę GH równoległa do AD, i płasczyznę GK równoległą do 
podstaw pnia stożka obrotowego, prosta GH będzie równa okrę- 
gowi KG. A że powierzchnia trapezu ABED równa się wieloczy- 
nowi GH.AB; więc powierzchnia boczna pnia stożka obrotowego 
ma za miarę wieloczyn z boku przez okrąg równoleżnika równo od- 
dałonego od podstaw, to jest 

S=2rKG. AB. 

UwaGA I. — Z tego co poprzedza wynika ogólniejsze twierdzenie. 

Powierzchnia utworzona obrotem linii prostej, około osi leżącej na jej 
płasczyznie, ma za miarę wieloczyn z linii rodzącej przez łuk nakreślony 
jej środkiem. 

Jakoż, ze środka G linii rodzącej AB 
spuśćmy prostopadłę GH na oś XY. Qzna- 


czając przez S całą powierzchnię obroto- 
wą, przez S' powierzchnię АВВ/А/, będzie 


S łukGG' tuk GG'.AB 


Sok HG 5506. АВ ` 
Owoż, S=92HG.AB; więc 5' = łuk GG'.AB 
Jeśli linia rodząca AB jest równoległa do osi XY, luk GG! równa się 


łukowi BB’ i powierzchnia ABB'A' staje się wrzecieniem walcowem ; со 
sprawdza już wiadome twierdzenie. 


UwaGA II. — Twierdzenie IV wywodzi się łatwo algebrycznie z twier- 
dzenia III. Jakoż, jeśli dopelnimy stożka S, i nazwiemy « bok małego 
stożka SCB, powierzchnia boczna pnia stożka obroiowego wyrazi się przez 


S == тА(а + ©) — nra = nka + r(R — r). 


ztąd (R = a = ar. è 
Więc 5 = zka + zra = я(К + т)а. 
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TWIERDZENIE V. 
* 
Powierzchnia utworzona obrotem łamanej FOREMNEJ ABCD, około 
średnicy koła wpisanego która jej nie przecina, ma za miarę wielo- 
czyn z okręgu tego koła przez rzut tej łamanej na ost obrotu XY. 


Niech będzie OK promień koła 
wpisanego. Z wierzchołków linii 
rodzącej ABCD i ze środka boku 
AB, spuśćmy na oś XY prosto- 
padłe Aa, Bb, Ce, Dd, i KH. 


Bok AB, swoim obrotem około osi XY, tworzy powierzchnię 
pnia stożka ; oznaczając tę powierzchnię przez Pow. (AB), mamy, 
na mocy wniosku twierdzenia poprzedzającego, 


Pow, (AB) = 2rHK . AB. 


Owoż, poprowadźmy równoległę АТ do XY ; trójkąty ABI, HOK, 
mające boki prostopadłe każdy do każdego, są podobne i dają 


HK OK 
AŚ wa аз (.AB= „ ab, 
АЎ КБ? Жаай HK.AB=0K.a 
Zatem Pow. (AB) = 270K . ар. 
Tak samo 
Ы 


Pow. (ВС) = 270K. be, 
Pow. (GD) = 2хОК. cd; 


Ztąd, dodając, wynika 


Pow. (AB)+-Pow. (BC)+- Pow. (CD) = 2хОК (а-а). 
Więc Pow. (ABCD) = 2хОК . ad. 


WNIOSEK. — Powierzchnia utworzona obrotem półobwodu wielokąta 
foremnego, parzystej liczby boków, około średnicy przechodzącej przez 
skrajności tego półobwodu, ma za miarę wieloczyn z okręgu wpisanego 
przez średnicę okręgu opisanego, to jest S = цат. 
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OKREŚLENIE VII. — Część powierzchni sferycznej zawarła mię- 
dzy dwiema płasczyznami równoległemi nazywa się strefa s/e- 
ryczna albo pasem sferycznym. Okręgi wyznaczone temi płas- 
czyznami są podstawami strefy, a odległości dwóch płasczyzn 
wysokością. 

Gdy jedna z płasczyzn równoległych jest styczna do sfery, 
włedy strefa ma tylko jedną podstawę, i nazywa się krymką 
sferyczną. 


Strefa i krymka sferyczna mogą się uważać jako figury obrotowe 
utworzone przez łuki kół wielkich. 


Dwie krymki należące do dwóch sfer są podobne gdy mają łuki 
rodzące podobne ; wtedy, łuki rodzące, promienie sfer, promienie 
podstaw, i wysokości są proporcyonalne między sobą. 


Dwie strefy należące do dwóch sfer różnych są podobne gdy 
są różnicami krymek podobnych. 


TWIERDZENIE VI. 


Powierzchnia strefy sferycznej ma za miarę wieloczyn z okręgu 
koła wielkiego przez wysokość. 


Niech będzie strefa sferyczna utworzona obrotem łuku koła AD 
około średnicy MN. Dowiedziemy najpierwej że ta strefa jest 
granicą powierzchni utworzonej obrotem linii łamanej wpisanej 
w łuk AD, jakakolwiek jest ustawa wedle której liczba boków tej 
łamanej rośnie nieskończenie i każdy bok dąży do zera. 


Wpiszmy w łuk AD jakąkolwiek linię łamaną ABCD, i popro- 
wadźmy styczne koła A'B', B,C,, C'D' równoległe do jej boków, 
i zawarte między normalnemi które przechodzą przez jej wierz- 
chołki. Te styczne, jakośmy już widzieli (IV, 20), nie stanowią 
konieczne linii ciągłej opisanej. Poprowadźmy jeszcze styczne AE 
і ВЕ, i spuśćmy na oś MN prostopadłe A'a', Aa, Ee, Bb, BW. 
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Powierzchnia utworzona obrotem boku AB i łuku BN koła 


około osi MN, jako wypukła, jest mniejsza od powierzchni ota- 
czającej utworzonej przez łuki kół AB i BDN; bo obie mają ten 
sam obwód uakreślony przez punkt A. Dlatej samej przyczyny, 
ostatnia powierzchnia pow. łuk (AB + BN), także wypukła, 
jest mniejsza od powierzchni otaczającej, pow. (AEFBDN), utwo- 
rzonej obrotem łamanej AEFB i łuku koła BDN. Odejmując, od 
tych trzech powierzchni, część spólną pow. (BDN) utworzoną 
przez łuk koła BDN, widzimy jasno że powierzchnia strefy (AB) 
jest większa od pow. (AB) utworzonej przez bok AB, ale 
mniejsza od pow. (AEFB). Uważajmy nadto że pow. (AK), 
utworzona obrotem stycznej AE około osi MN, stanowiąc 
powierzchnię boczną pnia stożka obrotowego, ma za miarę 
т(аА + СЕ) АЕ; tak samo pow. (EA') = r (а'А' + eE) EA'. Aże 
prostopadła EA jest mniejsza od pochyłej EA”, i prostaaA<<a'A' 


A+ GAR ОА. j NEM RET 
dlatego że ЖАГ ОЕ? zatem pow. (BA) < pow. (EA'). Dowiedzie 
się podobnie że pow. (FB) < pow, (FB'). Więc strefa (AB) jest 
większa od pow. (AB), ale mniejsza od pow. (A'B'. Żtąd wynika 
oczywiście że 

pow. (ABCD) < strefy (AD) < pow. (A'B' +- By Су + €'D'). 


To otrzymawszy, poprowadźmy promień OH prostopadły do 
cięciwy AB, będzie 


рош. (АВ) _2rOH.ab _ OH ab 


pow. (A'B) 2xOK.a' ORK а 


http://rcin.org.pl 


MIARA POWIERZCHNI. 625 


Ale podobieństwo trójkatów daje widocznie 
Oa ОА OH OB Ob  0a—0% ab 


0a OA ОК О” ÓW 0a—0% ab 
ab OH 


Podstawiając tę wartość, znajdujemy 
pow.(AB) _ OH” 
pow.(A'B') | (ук? 
Jeśli więc oznaczymy przez 7, i r. najmniejszą i największą 
_ apotemę boków łamanej wpistnej, przez R promień sfery, bę- 
dziemy mieli, na mocy wiadomego twierdzenia arytmetyki, 


r, pow (AB) + pow (ВС) + pow (CD) a ү: 
“RÈ 7 pow (A'B') + pow (В,С,) + pow (C'D) © R? 
2 


r, 
albo ТАМ 


3 


pow (ABCD) Pi 
CA LT 
pow (А'В' + В, Си + C'D') © R? 


Owoż, gdy boki łamanej wpisanej w łuk AD dążą do zera, 


А 2 
i 117 Spa ше 1 „zl; 
wiemy już że дт = £ 4 ofi 13 


więc gr. pow (ABCD) = gr. pow (A'B' + B,C, + C'D'). 


Te dwie powierzchnie, jakośmy dowiedli, zawierają między so- 
Ба strefę (AD) ; ztąd wnosimy że, jakakolwiek jest ustawa wedle 
której wszystkie boki łamanej wpisanej w łuk AD dążą do zera, 
powierzchnia utworzona przez tę łamana ma zawsze tę samą 
granicę którą jest właśnie strefa AD. 

Aby teraz znaleźć miarę powierzchni strefy (AD), dość wpisać 
w łuk AD linię łamaną foremną, przypuścić że liczba jej boków 
rośnie nieskończenie i wziąć granicę pow. (ABCD). Nazywając 
r apotemię tej łamanej, A wysokość powierzchni utworzonej, 
S miarę powierzelini strefy sferycznej, będzie 


5 = gr. (2—0); więc S= 2rRh. 
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WNIOSEK. — Dwie strefy na jednej sferze są proporcyonalne 
do swych wysokości ; zatem są równowarte gdy mają wysokości 
równe. А 

Dwie strefy podobne mają się jako kwadraty z promieni sfer do 
których należą 


UWAGA. — Uważajmy krymkę sferyczną 
utworzoną obrotem łuku ANB około średnicy 
AD. Oznaczając przez S jej powierzchnię, 
będzie 

S= 2x0A.A0 = rAD.AC =rAB'. 


| Więc, powierzchnia krymki. sferycznej 
Po" jest równowarta kotu którego promień ró- = 
wna się cięciwie łuku rodzącego. 


TWIERDZENIE VII. 


Powierzchnia sfery ma za miarę wieloczyn z okręgu koła wiel- 
kiego przez średnicę ; albo, co to samo, równa się powierzchni 
czterech kół wielkich. 


Jakoż, (fig. powyższa), można uważać powierzchnię sfery jako 
złożoną z dwóch krymek sferycznych, utworzonych obrotem łu- 
ków kół ANB i BD około średnicy AD. 

Więc, nazywając R promień sfery, będzie 

9 276 .АС + 2х. CD = 2хН.АР, 

albo S = lmR*. 

UWAGA. — Ten wynik, godny uwagi, pokazaje że powierzchnia krzywa 
sfery jest równowarta powierzchni płaskiej koła, chociaż nie można ani 


rozpostrzeć powierzchni sferycznej na płasczyznie, ani z powierzchni płaskiej 
zrobić powierzchni sferycznej, 


WNIOSEK. — Nazywając D średnicę sfery, mamy 


S=r(2R)? — „02, 
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. 
Więc, powierzchnie dwóch sfer mają się jako kwadraty z pro- 
mieni, albo jako kwadraty ze średnie. 
ZASTOSOWANIE. — Znaleźć powierzchnię ziemi w miryametrach 
kwadratowych, przypuszczając że jest sferyczną. 


Wiemy że okrąg południka ziemskiego zawiera 40 000 000 
metrów, czyli 4000 miryameirów. Biorąc południk za wielkie 
koło sfery, powierzchnia ziemi, wyrażona w miryametrach kwa- 
dratowych, będzie 


1 
т? = — (22)? = 16 000 000 x — =5 092 958 mir. kw. 
т 


ale 


na mniej niż miryametr kwadratowy. 


MIARA WIELOKĄTÓW SFERYCZNYCH. 


ы "TWIERDZENIE ҮШ. 


Dwa trójkąty sferyczne symetryczne, ABC, А'В'С/, są równowarte. 


Niech będzie P biegun małego koła opisa- 
С nego na trójkącie АВС. 

Poprowadźmy średnicę POP',i łuki kół 
wielkich PA= P'A', РВ =P'B', РС = P'C'. 

Trzy łuki PA, PB, PC są równe jako pro- 
mienie sferyczne; zatem trzy łuki P'A', Р'В’, 
P'C' są także równe, i punkt P' jest bie- 
gunem małego koła opisanego na trójkącie A'B'C'. Owoż, dwa 
trójkąty APB, A'P'B', równoboczne między sobą, są równe jako 
równoramienne; i tak samo są równe trójkąty ACP i A'C'P/, 
BCP i B'O'P'. Więc trójkąty sferyczne symetryczne ABC i A'B'C, 
złożone z części równych każda każdej, są równowarte. 

Gdyby biegun P padał zewnątrz trójkąta ABC, wtedy ten trój- 
kąt byłby różnicą trójkątów równoramiennych. 


UwaAGA. — Dowiedzie się podobnie że dwie piramidy sferyczne 
symetryczne sa równowarte. 
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WNiosek I. — Dwa wielokąty sferyczne symetryczne są 
równowarte; bo się rozkładają na równą liczbę trójkątów sfe- 
rycznych symetrycznych. 


OKREŚLENIE VIII. — Część CADA' 
powierzchni sferycznej, zawarta między 
dwoma półokręgami kół wielkich. na 
zywać będziemy wrzecieniem (*); kat 
CAD albo CA'D tych dwóch półokrę- 
gów jest katem wrzecienta. 


IX. — Część CAA/D objętości sfery, 
zawarta między dwoma półkolami wiel- 
kiemi nazywa się klinem sferycznym; kat dwójścienny CAA'D” 
utworzony przez płasczyzny tych dwóch półkol jest kątem klina. 


WNIOSEK П. — Gdy się dwa półokręgi kół wielkłch BAB',CAC' 
przecinająna jednem półsferzu, summa 
trójkątów sferycznych wierzchołkiem 
przeciwległych АВС, ABC! równa się 
wrzecieniu którego kątem jest spólny 
kąt BAG. Albowiem, trójkąt AB'C' jest 
równowarty trójkatowi symetrzyczne- 
mu A'BC, а ten ostatni z trójkątem АВС 
tworzy wrzecienie BACA' mające 


kąt BAC. 


 Dowiedzie się tak samo, opierając się na uwadze ostatniego 
twierdzenia, że dwie piramidy sferyczne trójkątne OABC, OAB'C', 
mające podstawy wierzchołkiem przeciwległe, tworzą klin sfe- 
ryczny którego katem jest spólny kąt dwójścienny BAA'C. 


(*) Niemcy nazywają tę figurę dwukątem ; ten wyraz nie może się stosować do 
walca i stożka w których, jakośmy widzieli, są także zorzecienia walcowe i stoż- 
kowe. Nazwano też wrzecienie czólenkiem sferycznem, taśmą śpiczastą,... 
Rozsądny czytelnik pojmuje latwo dlaczego, nie mogąc użyć żadnego z tych 
nazwisk, musiałem wziąć wyraz wrzecienie. 
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TWIERDZENIE IX. 


Wrzecienie ma za midre swój kąt podwojony ; jeśli za jedność 
katów wzięto kąt prosty a za jedność powierzchni trójkąt trój- 
prostokątny. 

Jakoż, widzimy łatwo że : 

1° Na jednej sferze, albo na dwóch sferach równych, dwa wrze- 
cienia mające kat równy sa równe, jako przystawalne. 

20 Stosunek wrzecienia do powierzchni sfery równa się stosunkowi 
"ego kąta do czterech kątów prostych. 


Zatem, oznaczając przez 5 powierzchnię sfery, przez W po- 
wierzchnię wrzecienia, przez A jego kąt, mamy 


© А А 


Owoż, powierzchnia sfery składa się z ośmiu trójkątów trój- 
prostokątnych ; jeśli więc za jedność kątów weźmiemy kąt prosty, 
i za jedność powierzchni trójkat tójprostokątny, będzie 


5==8 i 79А: 
Со usprawiedliwia wysłowienie twierdzenia. 
WNIOSEK. — Dwa wrzecienia jednej sfery są proporcyonalne 


do swych katów. 


TWIERDZENIE X. 


Powierzchnia trójkąta sferycznego ma za miarę przewyżkę summy 
jego trzech katów nad dwoma katami prostemi. 


Niech będzie trójkąt sferyczny ABC; dopełnijmy koła wiel- 
kiego AB, і przedłużmy boki АС i ВС aż do punktów spot- 
kania Di E z tem kołem. 

M 
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Dwa trójkąty sferyczne ABC i BCD składają wrzecienie mające 
kąt A; zatem, na mocy poprzedzającego 
twierdzenia, mamy 


ABC+-BOD=Ż.S. 
1 


Podobnie ABC -+ ACE= 2. 5, 
| 


с 
i (8, wn. 2.) ABC + СПЕ Т.5. 


Dodając te równania, i uważając że summa czterech trójkątów 
sferycznych ABC + BCD + CDE + ECA czyni połowę powierz- 
chni S sfery, otrzymujemy 


2ABC + 8=7(A +B + 0); 


zkąd АВС = (A+ B+-0—3. 


Ten wynik pokazuje że, powierzchnia trójkąta sferycznego równa 
się ósmej części powierzchni sfery pomnożonej przez przewyżkę 
summy trzech kątów tego trójkąta nad dwoma katami prostemi. 

Jeśli więc, obierając kąt prosty za jedność katów, weźmiemy 
trójkąt trójprostokątny za jedność powierzchni, będzie 5 = 8, 
i powierzchnia trójkąta sferycznego, którą nazwiemy Т, wyrazi 
się przez 


T=A+-B+C—2 


UWAGA. — Liczba А +В +4 О — 2 nazywa się przewyżką sfe- 
ryczną trójkąta. 

W kwadracie sferycznym kąty są rozwarte, bo powierzchnia tego kwadratu 
ma za miarę А +В +040 — 4. 


Kładąc za S wartość lmR*, otrzymujemy kwadraturę trójkąta 


sferycznego, 
T= rR? (А + В + 0 — 2). 
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ZASTOSOWANIE. — Jaka jest, na sferze promienia 2",40, powierzchnia 
trójkąta sferycznego którego katy за 120*20/, 75°27', 36948/2 


1207207 РЕБ 75927! „ _ 307487 


Mamy Ки A= 0 * тай C= s” 
252034' — 180% 3150 7 

В 0—2 = ——_——— 
айд. 90° 90.60 12 


Więc szukana powierzchnia trójkąta sferycznego w metrach kwadratowych 
jest 


7 
T= rh ir(2,40)? = 10k 687 == 5%к,9778 


na mniej niż centymetr kwadratowy. 


Zwykle, dla skrócenia, wyraża się wielkość katów biorąc za 
Jedność kątową kąt obejmujący łuk koła równy swemu promie- 
niowi (IV, 23). Oznaczając przez a, 8, у liczby które mierzą kąty 
A, B, C, odniesione do tej nowej jedności, będzie oczywiście 
A=, albo А==2°; tak samo В==®, C=? Wiedy 

aT т т т 
powierzchnia trójkąta sferycznego równa się 


T= Refa+-8-+7— я). 


TWIERDZENIE ХІ. 


Powierzchnia wielokąta sferycznego ma za miarę przewyżkę 


summy jego kątów nad tyle razy 2 kąty proste ile jest boków mniej 
dwa. 


Prowadząc przekątne sferyczne można rozłożyć wszelki wielo- 
kąt sferyczny na tyle trójkątów sferycznych ile jest boków mniej 
dwa. Owoż, jeśli weźmiemy kąt prosty za jedność kątów a trójkąt 
trójprostokątny za jedność powierzchni, każdy trójkąt sferyczny 
będzie miał za miarę swoją przewyżkę sferyczną. Więc powierz- 
chnia wielokąta sferycznego ma za miarę summę tych przewyżek ; 
co właśnie czyni przewyżkę summy katów wielokąta nad tyle 
razy 2 katy proste ile jest boków mniej dwa. 
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UWAGA. — To twierdzenie stosuje się do wielokątów sferycznych wypu- 
kłych i niewypukłych ; byle tylko w tych ostatnich uważano kat wklęsły 
jako dopełnienie kąta sterczącego do czterech katów prostych. 


WNIOSEK I. — Jeśli, biorąc kąt prosty za jedność kątów i trój- 
kąt trójprostokąatny za jedność powierzchni, nazwiemy х summę 
katów wewnętrznych wielokąta sferycznego mającego n boków, 
powierzchnia tego wielokąta będzie miała za miarę 


z—2n—2) albo У — 2л +h. 


Powierzchnia S wielokąta sferycznego wyrażona w kwadra- 
tach równa się 


Zatem, dwa wielokąty sferyczne podobne таја się jako kwadraty 
z promieni sfer do których należa, albo jako kwadraty z boków odpo- 
wiednych. 


Ро 8 ңе н а) Ват" 
"TWIERDZENIE XII (*). 


Miejscem wierzchołka trójkątów sferycznych spólnej podstawy i równej 
powierzchni jest łuk małego koła które przechodzi przez punkta średni- 
cowo przeciwległe skrajnościom podstawy. 


Niech będzie ABC jeden z trójkątów sferycznych 


roc 
ch МО ТАМ, mających tę sama podstawę AB i równowartą po- 
SĄ N EL wierzchnię. Przedłażmy boki AC, BC ażdo spotkania 
97 < okręgu AB w punktach A’, B’, które są średnicowo 
ZA przeciwległe skrajnościom A, B podstawy. 
м ( Kąty A'i B’ trójkąta САЛУ są odpowlednio spel- 


RAE: ; nieniami katów A i B trójkąta CAB; zatem 
'+B=C=4—A—B—C. 


(*, Twierdzenie uczonego LEXELL, 
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Ale liczba A -+ B + C—2 jest stała, jako miara danej powierzchni 
trójkąta ABC; więc różnica A’ <} B’ — С jest także stała. 


To dowodzi (VIII, 27) że wierzchołek С trójkąta ABC jest na okręgu ma- 
lego koła przechodzącego przez punkta А’ i B'. 


UwAGA. — Można łatwo wyznaczyć trzeci punkt С malego koła które 
przechodzi przez A'i В’. Jakoż, między trójkatami A/B'C, uważajmy ten 
w którym bok А/С = A/B'; wtedy R” — С = 0, i powyższe równanie daje 


=h АВ 09 (АБВ 0-9), 


Więc, dla znalezienia punktu С, dość jest wykreślić trójkąt sferyczny 
równoramienny, którego wiadomy jest kat A’ i jego ramiona równe A/C, АВ’. 


"TWIERDZENIE ХШ. 


Trzy łuki kół wielkich, z których każdy przechodząc przez wierzchołek 
trójkąta sferycznego dzieli jego powierzchnię na dwie części równowarte, 
schodzą się w jednym punkcie. 


rzą SA Niech będą AD, BE, CF luki wielkich kół 
ne М dzielące powierzchnię trójkąta sferycznego АВС 
AS AE ż J \ na dwie części równowarie. Oznaczmy przez 
| cw DA | A, В, (/ punkta średnicowo przeciwległe 
ү Ав GRONO W | wierzchołkom A, В, С. 
ŻE N >— Dwa twójkaty równowarie ABD, ABE mają 
ASA меа spólną podstawę ; więc cztery punkta D, Е, А’, 


B’ leżą na jednem małem kole (12). Dla tej 
samej przyczyny, cztery punkta D, F, A/, C’, jakoteż E, F, B’, C’, leżą także 
na małych kołach. Płasczyzny tych trzech kół spotykają się wedle trzech 
linij prostych РА”, ЕВ”, FC’, które, leżąc po dwie na jednej płasczyznie 
i nie będąc równoległe, schodzą się w pewnym punkcie K; więc płas- 
czyzny АПА”, BEB’, CEC! trzech łuków dwójsiecznych powierzchni trójkąta 
przechodzą przez ten punkt К, Owoż, ostatnie płasczyzny, przechodząc 
także przez środek sfery O, spotykają się wedle linii prostej OK która 
przebija sferę w punkcie H ; więc łuki AD, BE, CF przecinająsię w punkcie H. 
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MIARA OBJĘTOŚCI. 


TWIERDZENIE XIV. 


Objętość wałca jakiegokolwiek ma za miarę wieloczyn z podstawy 
przez wysokość. 


Walec jest oczywiście zawarty między graniastonem wpisanym 
i opisanym. Oznaczając przez В, 0, b' podstawy walcai dwóch 
graniastonów, przez H spólną wysokość, różnica objętości tych 
graniastonów wyrazi się przez 

Н — Н = (b — b)H. 

Owoż, im większą weźmiemy liczbę boków coraz mniejszych, 
podstawy wpisanej i opisanej, tem bardziej różnica tych pod- 
staw, b' — b,a następnie różnica objętości odpowiedających gra- 
niastonów dążyć będzie do zera. Więc walec jest spólną granicą 
graniastonów wpisanego i opisanego, w których liczba boków 
podstawy rośnie nieskończenie i każdy bok dąży do zera. Ztąd 
wynika że miara objętości walea równa się granicy miary każ- 
dego z tych graniastonów ; tak że, nazywając V objętość walca, 
mamy 

V =fr.(0:H); więc V= B.H, 


WNIOSEK I. — Jeśli walec jest kołowy, oznaczając jako zwykle 
przez R promień jego podstawy, objętość walca wyrazi się przez 


У = rR?H. 


Zatem, dwa walce kołowe równej podstawy mają się jako wy- 
sokości, a dwa walce kołowe równej wysokości mają się jako 
kwadraty z promieni podstaw. Ё 


Ш. — Obiętość walca jakiegokolwiek ma za miarę wieloczyn 
z przecięcia prostego przez krawędź (VII, 15, wn.). 


IM. — Dwa walce obrotowe podobne mają się jako sześciany 2 Wy- 
sokości albo z promieni podstaw. 
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ZASTOSOWANIE.— Wiadomo że litr do mierzenia cieczy jest wal- 
cem obrotowym, objętości jednego decymetra sześciennego, 
którego wysokość jest dwa razy większa od średnicy podstawy. 
Wyrachować rozmiary tego litra na mniej niż milltmetr. 


Jeśli weźmiemy decymetr za jedność linijną i nazwiemy 2 wy- 
sokeść litra, promień podstawy wyrazi się przez p i będzie 
a 
-(7) „=з 1, zkąd c= — e 
ц т 
Żeby szukana wartość była przybliżona па mniej niż millimetr 


błędu, dość wziąć = 0,34830; со daje 
т 


c= V 5,09280 — 1,790. 


Więc wysokość litra zawiera 472 milimetrów, a promień pod- 
stawy 43 millimetrów, na mniej niż millimetr, przez niedostatek. 


TWIERDZENIE ХУ, 


Objętość stożka jakiegokolwiek ma za miarę trzecią część wielo- 
czynu z podstawy przez wysokość. 


Stożek jest oczywiście zawarty między piramidą wpisaną i 
opisaną. Nazywając b i b podstawy, H spólną wysokość tych 
piramid, różnica ich objętości wyrazi się przez 


4B.H — {b . H=;H(B — 0). 


Owoż, im większą weźmiemy liczbę boków coraz mniejszych, 
podstawy wpisanej i opisanej, tem bardziej różnica tych pod- 
staw, 7 — b, a następnie różnica objętości piramid odpowie- 
dnych, dążyć będzie do zera. Ztąd wynika że stożek jest spólną 
granicą tych piramid, i ma za miarę granicę miary ich objętości. 
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Więc oznaczając przez B, H, V, liczby które mierzą podstawę, 
wysokość, i objętość stożka, mamy 


V=gr. ($b .H), albo Ү=:В.Н. 


WNlosEk. — Gdy stożek ma za podstawę koło promienia R, 
jego objętość wyraża się przez 


V= $rR?. H. 


Zatem, dwa stożki kołowe równej podstawy są proporcyonalne 
do swych wysokości, a dwa stożki kołowe równej wysokości są 
proporcyonalne do kwadratów z promieni podstaw. | 


Dwa stożki obrotowe podobne mają się jako sześciany z wysokości 
albo z promieni podstaw. 


UwAGA. — Niech będzie piramida foremna przecięta płasczyzną pochyłą 
do osi. Jeśli przez oś i krawędzie boczne piramidy odciętej wyobrazimy 
przechodzące płasczyzny, pojmiemy łatwo że powierzchnia boczna takiej 
piramidy pochyłej równa się jej objętości podzielonej przez trzecią część 
odległości ściany bocznej od punktu spotkania osi z podstawą. Ztąd wia- 
domem rozumowaniem: wnosimy że 

Powierzchnia boczna stożka pochyłego, ale takiego tylko KTÓRY JEST 
CZĘŚCIĄ STOŻKA OBROTOWEGO, równa się jego objętosci podzićlonej przez 
trzecią część odległości krawędzi od punktu spotkania osi z podstawą. 


Kwadratura powierzchni bocznej stożka nieobrotowego do Rachunku cał- 
kowego należy. 


еў. "TWIERDZENIE ХУІ. 


Objętość pnia stożka, o podstawach równoległych, równa się sum- 
mie trzech stożków mających wysokość pnia za spólną wysokość, a za 
podstawy, pierwszy podstawę niższą pnia, drugi podstawę wyższą, 
a trzeci średnią proporcyonalną między temi dwiema podsta- 
wami, 


Niech będzie ADBadb pień stożka o podstawach równoległych. 
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Dopełnijmy stożka 8, i wyobraźmy piramidę trójkątną TLMN 
mającą wysokość tego stożka, 
i której podstawa, równowarta 
jego podstawie, jest z nią na 
jednej płasczyznie. 

н ZY Piramida T jest równowarta 
stożkowi S, bo oboje mają tę 
samą wysokość i podstawy ró- 
wnowarte. 


Jeśli teraz przedłużymy płasczyznę podstawy wyższej abd stożka, 
wyznaczymy w piramidzie przecięcie /mn równowarte tej pod- 
stawie. 


Jakoż (VII, 6, wn). 


podst. lmn __ rk, ; podst. abd __ CZ 
рой. LMN TR? podst. ABD gp? 


i SR AW 
ale p EE 

PC S 
н podst. lmn __ podst. abd 
za 


podst. LMN ~ podst, ABD" 


Padstawy LMN i ABD sa równowarte z założenia; więc pod- 
stawy /mn i abd są także równowarte. Ztąd wynika że stożek Sabd 
i piramida T/mn, mając podstawy równowarte i tę samą wyso - 
kość, są równowarie ; a następnie pień ABDażd stożka jest ró- 
wnowarty pniowi LMN/mn piramidy. Owoż, ten ostatni ma za 
miarę z КЁ ( LMN -- lmn + УГМА. lmn); więc, oznaczając 
przez H, B, b, wysokość i podstawy pnia stożka, które sa równo- 
warte odpowiedającym wielkościom pnia piramidy, znajdujemy - 
że objętość pnia stożka o podstawach równoległych ma za miarę 


=; H (B+b+ УВ; 
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Jeśli pień stożka jest kołowy, nazywając R i r promienie jego 
podstaw, będzie В = rR? ib = т”; zatem 


у =4=Н (R? + r? + Вг). 


UWAGA. — Powyższe rozumowanie stosuje się do pnia stożkowego dru- 
giego gatunku, którego formuła objętości wywodzi się z dopiero co otrzy- 
manej, uważając tylko że, w wyrażeniu objętości pnia piramidy drugiego 
gatunku, pierwiastnik ma znak —. Więc objętość pnia stożka kołowego 
drugiego gatunku ma za miarę 


V =tsH(R? + r? — Rr). 


Można z resztą otrzymać obie formuły, uważając pień stożka jako granicę 
pnia piramidy wpisanego w pień stożka; albo lepiej analitycznie, uważając 
pień stożka jako różnicę albo summę dwóch stożków (VII, 19, uw.). 


Obliczanie objętości drzewa ściętego. Uważa się kloc jako walec mający 
za wysokość swoją długość, a za podstawę przecięcie proste równo odda- 
lone od obydwóch podstaw; co daje przybliżoną formułę 


(Er). 


Błąd jaki się popełnia, biorąc objętość walcowa zamiast objętości pnia 
А —г\? 
siożkowego, jest {rH (==) Е Gdy można ten błąd zaniedbać, 


użyje się powyższej formuły którą się jeszcze uprości jeśli, zamiast pro- 


Rr ` 4 С 
27? położymy jego wartość z M funkcyi okręgu prze- 


cięcia kloca. Tym sposobem przybliżona objętość kloca wyraża się formułą 


mienia 


М H.C? 
y= F 
lir 


która jest łatwa w zastosowaniu, zważając że wartości dla H i G mogą się 
%; wyznaczyć sznurkiem metrycznym. 


OBLICZANIE OBJĘTOŚCI BECZEK. — Gdyby, uważając beczkę jako summę 
dwóch pni stożkowych równych, mających spólną podstawę przy szpuncie, 
wzięto formułę 1+2=1 (R? -+ Rr -+ r2), w której H oznacza wysokość beczki, 
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R promień koła przy szpuncie, r promień dna ; otrzymanoby objętość beczki 
oczywiście za małą. Gdyby w nawiasie zastąpiono Rr przez R?, mianoby 
formułę t7H (282 -+ 72) która daje objętość beczki za wielką. 


Oblicza się zwykle objętość beczek za pomocą następującej przybliżonej 
formuły 


=R — iR- rj)? 


która, dogodna do rachunku, daje objętość mało różną od prawdziwej. 


Biorąc H = 0*,75; R = 0”,326 ; r = 0,309; objętość beczki byłaby 
236,7 litrów. Pierwsza formuła daje 282,4 a druga 238,5. 


TWIERDZENIE XVII. 


Objętość utworzona CAŁYM obrotem trójkąta ABC około osi MN, 
leżącej na jego płasczyznie i przechodzącej przez wierzchołek C, ma za 
miarę wieloczyn z powierzchni którą opisuje bok przeciwległy AB 
przez trzecią część odpowiedającej wysokości CH. 


5, Przedłużmy bok АВ aż do spotka- 
ГА № 4 nia D osi MN, i spuśćmy prostopadłę 
a ув BE na tę oś. Trójkąt CBD swoim 
A ać obrotem około osi MN, wyznacza dwa 


stóżki utworzone przez trójkąty CBE 
i DBE. Oznaczając, dla skrócenia, 
przez obj. (CBD)objętość utworzoną obrotem trójkąta CBD, mamy 


м AŻ 5 


С p 8 0 


Obj. (CBD) = $ хЕВ*. CE -+ 4 «ЕВ, DE — { «ЕВ. CD. 
Ale EB. CD = BD. CH; ы 


bo te dwa wieloczyny wyrażają podwójną powierzchnię trój- 
kata CBD. 


Zatem. 
Obj. (CBD) = $ r EB . BD. CH. 


Owoż, „EB . BD = pow. (BD) (3); 
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więc Obj. (CBD) == pow. (BD). = 


Dowiedzie się podobnie że 


Obj. (CAD) = pow. (AD). 5 


Odejmując stronami, otrzymamy 


Obj. (CAD) — obj. (CBD) = [2 (AD) — pow. (Вр)!. =. 
Więc ostatecznie 


obj. (CAB) = pow. (AB). ча, 


Gdy bok AB jest równoległy do osi obrotu MN, powyższe do- 
wodzenie nie stosuje się ; ale wtedy znaleziony wynik wprost się 
otrzymuje. Jakoż, objętość utworzona obrotem trójkąta CAB jest 
różnicą objętości utworzonych obro- 
tem trójkatów CBH i CAH. Owoż, 
objętość utworzona przez trójkąt CAH 

p = 5” wt” równa się dwom trzecim walca utwo- 
rzonego przez prostokąt CDAH; bo objętość utworzona przez 
trójkąt CDA jest jedną (trzecia tego walca. Taksamo, objętość 
utworzona przez trójkąt CBH równa się dwom trzecim walca 
utworzonego przez prostokąt CEBH. Więc objętość utworzona 
przez trójkąt CAB równa się dwom trzecim objętości walca ulwo- 
rzonego przez prostokąt ПЕВА; co daje 


С 
Obj. (CAB) = 2А? DE =2xDA .АВ. s = pow. (AB). a, 


Trójkąt CAB może być summa dwóch innych, zamiast różnicą 
- jako wyżej ; ale dowodzenie oczywiście to samo. 
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TWIERDZENIE XVIII. 


Objętość utworzona obrotem trójkąta ABC okoła osi MN, leżacej 
na jego płasczyznie, ma za miarę wieloczyn z powierzchni tego trój- 
kąta przez okrąg nakreślnony jego środkiem ciężkości G (punkt spotka- 
nia ośrodkowych trójkąta). 


Na oś MN spuśćmy prostopadłe AA’, 
ВВ’, СС’, GG', i uczyńmy, dla skrócenia, 
AA! = a, BB = б, CC =c, АВ = a, 
А'О! = б. 

Objętość utworzona przez trójkąt АВС 
МА równa się summie dwóch рпі stożkowych 
BOT GTK pry  Utworzonych przez trapezy ABB'A/, ACC'A/, 
mniej pień stożkowy utworzony przez tra- 
pez ВСС/В/. Więc 


Obj. АВО tr | (024- b? -4 ab)». + (a? -+ с24 ас) — (024-02 + һе)(&-Е 5) } 
=={ (а — 02 + ab — boja + (a? — 004 ac — bob). 
Ilości w nawiasach mogą się wyrazić jako następuje : 
а? — c? + ab — be = (a — с)(а +4 с) -- (a — 0)b = (a — с)(а +b + с), 


a? — b? 4 ac — be = (а —by(a + b) + (a — b)e = (a — by(a - b + c) 
Zatem 


Obj. (АВО) = (а +b + e)f (a — o)a + (a — bk). 


Owoż, uważajmy że trójkąt ABC równa się summie trapezów АВВ/А' 
i ACCA’ mniej trapez BOC'B’; więc jego powierzchnia S wyraża się przez 


S=; f (a + 05 + (a + 08 — b + cj(a-+-B) } =" | (a — ca + (a — BDB). 
Ziad (a — с) + (а — b) = 2S. 


Aby wiedzieć co wyraża czynnik (0 -+ b + c), przez spodek D ośród- 
kowej AD poprowadźmy równoległę DK do osi MN. Trójkąt ADK, w którym 
AG = "AD i prosta GII jest równoległa do AK, daje 


СН = АК, abo 66/7 — 00 =:(AA' — DD’). 
Zud GG’ = HAA’ + 2DD') = АЛ’ + BB' +- CC’). 
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Więc, podstawiając te wartości, otrzymujemy ostatecznie 


Obj. (ABC) = 5.97007. 


UwAGA. — Poprzedzające twierdzenie jest szczególnym przypadkiem 
obecnego. 


TWIERDZENIE XIX. 


Objętość utworzona obrotem wycinka wielokątnego FOREM- 
NEGo ОАВСР, około średnicy koła wpisanego która nie przecina tego 
wycinka, ma za miarę wieloczyn z powierzchni utworzonej pod- 
stawa ABCD przez trzecią część apotemy Ol. 


Jakoż, wycinek wielokątny foremny ОАВСР rozkłada się na 
Z" trójkąty równoramienne równe ОАВ, 
\ ОВО... które, obrotem swoim około 
osi MN, dają następujące obję- 
tości (16) : 


Obj. (ОАВ) = рош. (AB). $ 01, 
Obj. (ОВС) = pow. (ВС). 5 OI, 
Obj. (OCD) = pow. (CD) . $ OI. 
Ztąd, dodając, otrzymujemy 
Obj. (OABCD) = pow, (ABCD) . $ OI. 
WNIOSEK I. — Jeśli oznaczymy przez » apotemę łamanej forem- 
є nej ABCD, przez A wysokość powierzchni która tworzy; będzie 
pow. (ABCD) = 2rrh. Więc obj. (OABCD) =, srr*h 
WNIOSEK 11. — Powyższe dowodzenie pokazuje że objętość ułwo- 
rzona całym obrotem wycinka wielokątnego opisanego na kole, około 


jego średnicy, ma za miarę wieloczyn z powierzchni którą tworzy 
podstawa tego wycinka przez trzecią część promienia. 
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OKREŚLENIE X, — Figura utworzona obrotem wycinka koło- 
wego АСР około średnicy która go nie przecina nazywa się wy- 
cinkiem sferycznym. Podstawą wycinka sferycznego jest strefa 
utworzona przez jego łuk AD, a wysokością promień sfery. 


XI. — Część sfery zawarta między dwiema płasczyznami ró- 
wnoległemi nazywa się odcinkiem sferycznym. Te płasczyzny są 
podstawami odcinka; a ich odległość wysokością. 

Jedna z płasczyzn może stać się styczną do sfery ; wtedy mówi 
się że odcinek sferyczny ma tylko jedną podstawę. 


XII. — Dwa wycinki sferyczne, albo dwa odcinki sferyczne są 
podobne gdy odpowiedają strefom podobnym. 


"TWIERDZENIE XX. 


Wycinek sferyczny ma za miarę wieloczyn ze strefy która mu służy 
za podstawę przez jedną trzecią promienia sfery. 


Niech będzie wycinek sferyczny utworzony obrotem wycinka 


0 


kołowego AOD około średnicy MN. W łuk AD wpiszmy jakąkol- 
wiek łamanę ABCD, i poprowadźmy styczne koła A'B', ВуСи,... 
równoległe do jej boków, a zawarte między normalnemi które 
przechodzą przez jej wierzchołki. Oczywiście objętość wycinka 
sferycznego jest większa od objętości utworzonej przez wycinek 
wielokątny OABCD, ale mniejsza od objętości utworzonej przez 
summę wycinków trójkątnych OA'B', OByCi,... to jest 


Obj. (OABCD) < obj. (AOD) < obj. (OA'B' -+ OB;Ci +). 
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Owoż, nazywając r, i r, najmniejszą i najwiekszą apotemę bo- 
ków łamanej wpisanej, wiemy (6) że 


2 


ў? pow. (АВ) + pow. (ВС) + r, ‚ 
R? pow. (A'B') 4 рош. (ш С) T 


jeśli więc pomnożymy każdą z tych powierzchni przez trzecią 
część odpowiedającej apotemy, stosunki skrajne przez najmiejszy 


Tą 
i największy stosunek т ię” będzie tem еше] 
рош. (AB). $ r' -+ pow. (BC). zr" 4 
В? œ pow. (A'B').;R + pow. (Ваг) 1 R > R? 


albo, co to samo, 


г? obj. (OABCD) t 


U — 
R: © o. OAB FOR, G +) © RE 
Ale, gdy boki łamanej wpisanej w łuk AD dążą do zera, sto- 
3 3 
К, 
sunki 3 i 1 dążą do jedności którą mają za granicę; 
więc gr. obj. (OABCD) = gr. obj. (ОА'В' + ОВС +- ...). 


Te dwie objętości, jakośmy dowiedli, zawierają między sobą 
objętość wycinka sferycznego; ztąd wnosimy że, jakakolwiek 
jest ustawa wedle której liczba boków łamanej wpisanej AB...D 
rośnie nieskończenie, i każdy bok dąży do zera, objętość ulwo- 
rzona przez wycinek wielokatny OAB...D ma zawsze tę samą 
granicę, którą jest właśnie wycinek sferyczny utworzony przez 
wycinek kołowy AOD. 

Aby teraz, znaleźć miarę objętości wycinka sferycznego, którą 
oznaczamy przez V, dość jest wziąć granicę miary objętości 
utworzonej przez wycinek wielokąatny foremny, w którym liczba 
boków podstawy rośnie nieskończenie; co daje 


ү = gr. (pow. (ABCD). $r} = gr. pow. (ABCD) X gr. $r; 
więc V = stref. (ABCD) . $ R. 
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WNIOSEK. — Ponieważ powierzchnia strefy (ABCD) ma zamiarę 
27R4, objętość wycinka sferycznego wyraża się przez 


2 R2 
V =z Rèh, 


Więc, w jednej sferze dwa wycinki sferyczne są proporcyo- 
nalne do wysokości swych podstaw. 


TWIERDZENIE XXI. 


Objętość sfery ma za miarę wieloczyn z powierzchni przez jedną 
trzecia promienia. 


Można uważać sferę jako summę dwóch wycinków sferycznych, 
utworzonych przez wycinki kołowe COA i СОВ. Więc objętość 


A sfery równa się 
/ : Eda ү strefa (AC). 20А -+ strefa (ВС). 10А. 
і r4 albo 

o 
\ V = (strefa (АС) + strefa (BC) |- 10А 

Е == рою. sfery ОА. 10А. 


WNIOSEK. — Powierzchnia sfery wyraża się przez ат А?; zatem 
objętość sfery ma za miarę 


уз ат, 


Jeśli nazwiemy D średnicę sfery, będzie Ң == 3 ; więc objętość 


sfery, w funkcyi średnicy, wyraża się przez, 
2 OR R TM 
V = 3 т ry Бан 6 ті", 
Ztąd wynika że objętości dwóch sfer są proporcyonalne do sześcia- 
nów z promieni albo ze średnie. 
42 
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ZASTOSOWANIE. — 19 Wyrachować objętość ziemi. 
Biorąc formułę V = н zD’, i uważając że średnica D „EW mi- 
т 
ryametrów, znajdziemy, mając wzgląd na przybliżenia, że obję- 
tość ziemi, gdyby była sferyczną, zawierałaby 1 080 744 625 mi- 
ryametrów sześciennych, na mniej niż miryametr sześcienny. 


2 Wiedząc że gęstość lanego żelaza jest 1, 2 wyrachować grubość 
bomby mającej LO centymetrów średnicy i ważącej 100 kilogramów. 

Weźmy decymetr za jedność linijną i nazwijmy 2 średnicę 
wewnętrzną bomby, będzie 


t (6—215).7,2—100; skąd =й 94, 
6 8 т 


Owoż, biorąc - = 0,31831 (przez zbytek), znajdujemy 
c3=37,4732 na mniej niź 0,001 przez niedostatek ; 
zatem 2 == K 31,4732 = 3,346 
na mniej niż 0,001 przez niedostatek. 


Więc grubość bomby jest mniejsza od Л — 3,346 = 0,6545 
ale większa od 4 — 3,347 = 0,653; to jest, zawiera 65 milli- 
metrów, na mniej niż millimetr, przez niedostatek. 


TWIERDZENIE XXIL 


Objętość utworzona obrotem odcinka kołowego ABG, około średnicy 
zewnętrznej DE, równa się jednej szóstej walca mającego za promień 
cięciwę odcinka i za wysokość rzut HK tej cięciwy na osi. 


B Poprowadźmy promienie OA, OB, 
i iapotemę Ol. Objętość utworzona przez 

р odcinek ABC jest różnicą wycinka sfe- ` 
PZ rycznego АОВ i objętości utworzonej 


DH Ek" E przez trójkąt ABO, to jest : 
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Obj. (ABC) == «08° „HK —}+07. HK = 1 (бд? — OFŃ)HK 


Ale, w trójkącie prostokątnym AIO, ОА? — 01° = А = 


więc Obj. (АВС) = т HK. 
WNIOSEK. — Gdy cięciwa AB odcinka tworzącego jest równo- 
legła do osi, objętość utworzona nazywa się obręczą sferyczna; 


wtedy rzut НК = АВ, i obj. (АВО) = АР. 


Więc obręcz sferyczna jest równowarta sferze mającej cię- 
ciwę AB za średnicę. 


TWIERDZENIE XXIII. 


Objętość odcinka sferycznego jest równowarta objętości sfery 
mającej jego wysokość za średnicę, więcej połową summy objętości 
dwóch walców majacych za wysokość i podstawy wysokość i podsta- 
wy tego odcinka. 


Niech będą (fig. powyższa) HA i KB promienie dwóch kół które 
są podstawami odcinka sferycznego, HK jego wysokość. Ten od- 
cinek sferyczny, który można uważać jako utworzony obrotem 
figury НАСВК około średnicy DE, jest summą objętości utwo- 
rzonych przez odcinek kołowy ABC i przez trapez prosto- 
katny HABK. 


Owoż, poprzedzające twierdzenie daje 
obj. (ABC) = нати HK ; 
a zaś wapez HABK tworzy pień stożka obrotowego, i daje (45) 


obj. (НАВК) = szk (АН ВК? ++ АН. BK). 
Więc obj. (DACBK) = НК (AB*+2AH*+-2BK ЗАН. BK). 
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Aby wyrugować cięciwę AB, uważajmy że, prowadząc równo= 
ległę AG do HK, mamy 


АВ = Аб + Вб. = НК? + (ВК — AH) 
albo АВ? = НК? + AH* + BK* — 2AH.. BK. 
Podstawiając tę wartość, otrzymujemy 

Obj. (НАСВК) = «нк (AK? + ЗАН? -+ 5BR*); 
więc ostatecznie 


1 — 1 = —9 
obj. (НАСВК) = «Нк? + HK (АН? + BR). 


WNIOSEK. — Gdy podstawa AH odcinka sferycznego staje się 
zerem, to jest gdy punkt A jest skrajnością średnicy DE, wtedy 
odcinek sferyczny ma tylko jedną podstawę i stanowi krymkę 
sferyczną. 


Więc objętość krymki sferycznej jest 
faz BK + BR” рк. 
6 2 
Można wprost otrzymać ten wynik. Jakoż, odcinek kołowy ABN 
i trójkąt АВС, obracając się około śre- 
dnicy AD, tworzą krymkę sferyczną. 
Więc, nazywając V objętość tej krymki, 
"8 będzie | 
Ке АР. АС 002. АС 


= Р «АС (АВ? + 280°); 


ткай, podstawiając wartość АВ = АС? -+ BC, 
Ке 4. 5Ż 
wynika y= grał” + 5780 „AC. 
Objętość krymki sferycznej może się wyrazić w funkcyi jej 
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wysokości АС = h i promienia R sfery. Albowiem, jeśli z osta- 
tniego równania wyrugujemy BG, uważając że 

BC = AC CD = (2R — А) А; 


otrzymamy 


PY 27 RZ 8—4 
V = Сай? ++ zał? (OR —h) = sł? R— gh? = ай (R— zh). 


UWAGA. — Z objętości odcinka sferycznego o dwóch podstawach, wy- 
prowadziliśmy objętość krymki sferycznej ; nie źle teraz będzie pokazać jak, 
nawzajem, z ostatniej wywodzi się pierwsza. Otóż, odcinek sferyczny jest 
różnicą dwóch krymek sferycznych; zatem, oznaczając, przez r i r! podstawy, 
przez h wysokość, przez V objętość tego odcinka; przez H i H! wysokości 
dwóch krymek, H’ — H = h; przez R promień sfery; i wyrażają cobjętość 
krymki sferycznej w funkcyi jej wysokości i promienia sfery, mamy, na 
mocy powyższej formuły, 


V= HR — 5н) — НВ — D 
= тїн -+ н) — "Аи? — пн + B?) 
Ale, (fig.tw.23) 2RH=AD=P-R 1 RH =r24-pn, 
Rugując zatem R.H i R.H, będzie 
v= ет + 3 + сани: — он.’ HH”); 


więc V= Sarè пт?) -+ E ahd, 
C.b.d.d 


TWIERDZENIE XXIV. 


Jeśli na sferze opisano walec prosty i stożek równoboczny, powierz- 
chnta całkowita walca jest średnią proporcyonalną między powierz- 
chnią całkowitą sfery i stożka; objętość walca jest średnia propor- 
cyonalna między objętością sfery i stożka, Te trzy powierzchie i trzy 
objętości są w stosunku tych samych liczb Ц, 6, 9. 


Wyobraźmy że walec i stożek równobocznv, oba opisane 
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sferze, mają podstawy na jednej płasczyznie. Przez oś stożka GH 
poprowadźmy płasczyznę która przetnie 
sferę wedle wielkiego koła OH; a zaś 
walec i stożek wedle kwadratu ABCD 
i trójkąta równobocznego EFG, opisa- 
nych na tem kole. Będzie 


a \ 
LK 1 U 1° Powierzchnia sfery R = 4rR*. 


Powierzchnia cała walca ABCD = 2хҢ.?В-- 2rR? — бА. 


Powierzchnia cała stożka EFG = «НЕ. FG + «НЕ — 3xHF*. 


Ale EF=2RV3 (IV, zag. 5, uw.); ткай HF=RV3; 
podstawiając tę wartość, będzie pow. cał. stoż.= YrR*. 


więc pow. ACH pow. = wał. _ pow. = stożka 


2° Obj. sfery = sk, obj. walca (ABGD) = 2rR*, 
obj. stoż. (EFG) = «(ку 3)“. ЗА = 3aR*. 


Obj. sfery _ Obj. walca _ Obj, stoka. 


Więc Т 6 9 


Руа otrzymane wyniki pokazują że: 1° powierzchnia cała walca 
prostego opisanego na sferze jest średnią proporcyonalną między 
powierzchnią sfery i powierzchnią całą stożka równobocznego 
opisanego; 2° objętości tych trzech figur są także w tej samej 
proporcyi. 


WNIOSEK. — Powierzchnia sfery jest równowarta powierzchni 
bocżnej walca prostego opisanego. 


UWAGA I. — Jeśli w sferę wpiszemy walec i stożek, oba równoboczne, 
powierzchnia walca będzie średnią proporcyonalna między objętością sfery 
i stożka, objętość walca i będzie także średnia proporcyonalna miądzy obję- 
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tością sfery i stożka. Ale stosunki tych trzech powierzchni i objętości nie 
są wyrażone temi samemi liczbami. 


H. — Jeśli w walec równoboczny wpiszemy sferę 
i stożek prosty, objętości tych trzech figur będą 
m stosunku liczb 4, 2, 8, 


Mówią że ta figura była wyryta na grobie ARCHI- 
MEDESA. 


TWIERDZENIE XXV. 


Klin sferyczny ma za miarę podwójną liczbę która mierzy jego 
kat. 


Jakoż, rozumowanie użyte w йо, IX dowodzi że, oznaczające 
przez V objętość sfery, przez A kąt klina sferycznego, (okr. IX), 
jest 
A 


Obj. klina =: 


NĄ 


Jeśli więc za jedność katów weźmiemy kat prosty, i za jedność 
objętości piramidę trój prostokątną która jest ósmą częścią objętości 
sfery, będzie 


Obj. klina = 2A. 


Со usprawiedliwia wysłowienie twierdzenia. 


TWIERDZENIE XXVI. 


Objętość piramidy sferycznej ma za miarę wieloczyn z podstawy 
przez trzecią część promienia sfery. 


Niech będzie najpierwej piramida sferyczna trójkątna której 


podstawa ma kąty A, B, C; jeśli oznaczymy przez obj. pir. obję- 
tość tej piramidy , przez V i R objętość i promień sfery, powta- 
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rzając rozumowanie ćw. X, i kładąc w niem zamiast wrzecienia 
klin sferyczny, znajdziemy 


4 \ 2 
Obj. pir. = At B+C — 2), 


albo, podstawiając za V jego wartość gel, będzie 


©] py 


Obj. pir. = gł (A4+B+C—235)= НА TEREI). 


1 
Owoż, э (А +B + С — 2) wyraża powierzchnię trójkąta 


sferycznego ABC który jest podstawą piramidy sferycznej; więc 
objętość tej piramidy ma za miarę wieloczyn z podstawy przez 
jedną trzecią promienia sfery. І 

Twierdzenie stosuje się do piramidy sferycznej wielokątnej ; 
dowodzi się go łatwo rozkładajac podstawę piramidy na trójkąty 
sferyczne. 


MIARA KATÓW WIELOŚCIENNYCH. — W jednej sferze, objętości 
dwóch piramid sferycznych są proporcyonalne do podstaw, te 
zaś podstawy są proporcyonalne do odpowiednych wieloką- 
tów sferyczuych na sferze spółśrodkowej z pierwszą. Owoż, gdy 
promień pierwszej sfery rośnie do nieskończoności, piramidy 
stają się katami wielościennemi; ztąd wynika że przestrzenie 
dwóch katów wielościennych, mających wierzchołek we środku 
jednej sfery, są proporcyonalne do wielokątów sferycznych obję- 
tych między ich ścianami na tej sferze. | 


Więc, jeśli za jedność kątów płaskich wzięto kąt prosty, za 
jedność kątów wielościennych kąt trójścienny trójprostokątny, a 
za jedność powierzchni sferycznej trójkąt trójprostokatny, wtedy 
kąt wielościenny, którego wierzchołek jest we środku sfery, ma za 
miarę wielokąt sferyczny objęty między jego ścianami, to znaczy że 
liczba £ — 2n + h, która wyraża stosunek tego wielokąta do 
trójkąta trójprostokątnego, daje stosunek kata wielościennego 
do kąta trójprostokątnego. 
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TWIERDZENIE XXVII. 
. 


W wielościanie WYPUKŁYM summa kątów wielościennych równa się po- 
dwójnej przewyżce summy kątów dwójściennych nad tyle razy 2 kąty 
dwójścienne proste ile jest ścian mniej dwie. 


Miara kata wielościennego jest liczba х — 2n -+ 4, w której £ oznacza 
summę katów dwójściennych, biorąc za jedność kąt dwójścienny prosty, 
x znaczy liczbę krawędzi. Owoż, w wielościanie każdy kąt dwójścienny i 
każda krawędź należą do dwóch kątów wielościennych ; więc, jeśli wielościan 
jest wypukły, tojest mający wszystkie katy wielościenne sterczące których 
liczba jest W, otrzymamy summę tych kątów zastępując w powyższej. 
formule £ przez 25, n przez 2K, 4 przez 4W; со daje 22-— ДК -4W. 
Ale, na mocy twierdzenia EULERA, ДУУ — ДК == 8 — 4S; więc summa 
wszystkich katów bryłowych wiełościanu wypukłego wyraża się przez 


22 — 4(5 — 2). 
MAXIMUM I MINIMUM FIGUR W PRZESTRZENI. 


"TWIRDZENIE XXVIII. 


Ze wszystkich figur zamkniętych równej powierzchni sfera ma 
największą objętość ; 1 NAWZAJEM, ze wszystkich figur równej obję- 
tości sfera ma najmniejszą pawierzchnię, 


Dowodzenie tego twierdzenia opiera się na następujacem które 
najpierwej okażemy. 


Jeśli przez środki a, b, е krawędzi bocznych AD, BE, CF pnia 
graniastonu trójkątnego poprowadzimy płasczyznę, wtedy : 4° dwa 
odcinki pnia będą równowarte ; 2 przecięcie abe będzie mniejsze od 
połowy summy podstaw ABC i DEF. z 


Pierwsza część tego zadania jest oczywista (VII, 20. Wn. 2). 
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Со do drugiej, niech będą A'B'C'i D'E'F' rzuty dwóch pod- 
sław ABC i DEF na płasczyznie abc; 
proste A'D', B'E', C'F' są równoległe, 
i punkta a, b, с są ich środkami. 
Mamy widocznie 


abec=A'B'C'--abB' A'—acC'A'—bcC'B' 
abe=D'E'F' -HacF'D'--bcF'E —abE'D'. 


Ale te sześć trapezów są równo- 
warte dwojanami, np. abB'A' i abE'D', 
jako mające tę sama wysokość i równe podstawy ; 


A'B'(C' + ПЕЕ г ABC + DEF 
2 2 


- więc abc = 


Ztąd wynika że, jeśli w figurze zamkniętej powierzchnią wypukłą, 
poprowadzono szereg cięciw równoległych, powierzchnia będąca miej- 
scem środków tych cięciw dzieli objętość figury na dwie części 
równowarte, i jest mniejsza od połowy powierzchni tej figury. 


Wyobraźmy sobie teraz figurę która ma największą objętość 
między figurami równej powierzchni. Powiedam że ta figura 
maximum ma nieskoóczoną liczbę płasczyzn symetryi. Jakoż, 
„stnieje oczywiście w każdym kierunku pewna płasczyzna dzie- 
ląca powierzchnię tej figury na dwie czę - 
ści równowarte. Niech będzie ABC jedna 
z tych płasczyzn; ona dzieli właśnie obję- 
tość figury maximum na dwie części rów- 
nowarte i symetryczne. Albowiem, gdyby 
część wyższa F była mniejsza od części 
niższej E, możnaby zastąpić pierwszą przez 
figurę E' ptak drugiej; owoż po- 
wierzchnie figur Е’, E i F są równowarte, 
więc tym sposóbełn objętość całej fary zwiększyłaby się nie 
zmieniając powierzchni ; co niemożebne. 


Jeśli połowa wyższa F nie jest symetryczna niższej E, weźmy 
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symetryczną Е’ tej ostatniej. Powierzchnie Fi E' mają spólną 
podstawę ABCD, są równowarte i zawierają objętości równo- 
warte. Więc jeśli poprowadzimy szereg cięciw zawartych między 
powierzchniami F i E’, miejscem środków tych cięciw będzie, 
F+E' 


ә ? 


jakośmy wyżej okazali, pewna powierzchnia S mniejsza od 


to jest mniejsza od F; ale objętość zawarta między powierzchnią 

S ijej podstawa ABCD będzie równowarta objętości zawartej 

między tą samą podstawą i powierzchnia F. Ztąd wynika że 

objętość maximum pod daną powierzchnia E-- F mogłaby się 

zawrzeć powierzehnią mniejszą E + S; co pzzeciw założeniu. 

Więc każde dwie połowy figury maximum są symetryczne; i 

temsamem wszelka płasczyzna która dzieli powierzchnię figury 
maximum na dwie części równowarte jest jej płasczyzną sy- 

metryi. 

To ustaliwszy, poprowadźmy w przestrzeni dwie płasczyzny 
jakiekolwiek czyniące kąt dwójścienny а niespółmierny z т. Fi- 
gura maximum posiada oczywiście dwie płasczyzny symetryi 
równoległe do ścian kąta а; zatem jej przecięcie przez płasczyznę 
prostopadłą do krawędzi kąta о, ma za osie symetryi dwie linie 
proste które, leżąc na tych dwóch płasczyznach symetryi, czynią 
kąt о; a ponieważ kąt а jest niespółmierny z т, to przecięcie jest 
kołem (VII, 23, 4w.). Owoż, krawędź kąta dwójściennego a jest 
dowolna w przęstrzeni; ztąd wnosimy że wszelka płasczyzna 
przecina figurę maximum wedle koła ; więc ta figura jest sferą. 


Dowiedźmy nakoniec wzajemnicy. 


Że wszystkich figur równej objętości sfera ma najmniejszą po- 
wierzchnię. è 


Gdyby jakakolwiek figura zamknięta, różna od sfery ale tej sa- 
mej objętości, miała powierzchnię mniejszą, możnaby ją przekształ- 
cić na sferę powierzchni równowartej; objętość tej sfery, na mocy 
powyższego twierdzenia, byłaby większa od objętości figury 
nieprzekształconej. Więc druga sfera miałaby objętość większą od 
pierwszej a powierzchnię mniejszą; co niemożebne. 
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TWIERDZENIE XXIX, 


Pięć tylko wielościanów foremnych wypukłych istnieć może. 


'To twierdzenie jest następstwem ogólniejszego : 


Może istnieć tylko pięć gatunków wtielościanów wypukłych w któ- 
rych wszystkie ściany mają tę samą liczbę boków, ti wszystkie kąty 
+ wiełościenne tę sama liczbę ścian. 


Oznaczmy przez n liczbę boków każdej ściany, przez m liczbę 
ścian każdego kąta wielościennego. Ponieważ każda krawędź 
należy do dwóch ścian i łączy dwa wierzchołki, mamy 


2K = nS mW. (4) 


Rugując K i W między temi równaniami i formułą Æulera, 
otrzymujemy 
hm 


E E еотуанучт й ©) 


Uważajmy teraz że liczby S, m, n są całkowite i dodatne, więc 
musi być 


2m 


21. 


т + n) > mn; каа n> 
Owoż, najmniejsza wartość jaką można dać dla m jest 3; 
więc n < 6. Z przyczyny symetryi wnosimy йе m < 6б, 


Więc niema żadnego wielościanu w którymby wszystkie ściany 
miały więcej niż pięć boków, albo wszystkie kąty wielościenne 
miały więcej niż pięć ścian. Co już wiadome (VII, 36, wn.). 


Ztąd wynika że ścianą wielościanu foremnego może być tylko: 
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trójkąt równoboczny, kwadrat i pięciokąt foremny; a jego katem 
wielościennym tylko kąt trójścienny czworościenny i pięcio- 
ścienny. 

Jeśli weźmiemy trójkąty równoboczne na ściany wielościanu 
А hm 


foremnego, będzie n=3 i S= ; kładąc za m liczby 


3, 4, 5, otrzymamy dla S liczby 4, 8, 20. 

Więc trójkąt równoboczny może służyć do utworzenia trzech 
wielościanów foremnych, to jest : CZWOROŚCIANU, OŚMIOŚCIANU 
і DWUDZIESTOŚCIANU. 


Biorąc teraz kwadrat, mamy n=4 i $ = 


Zatem jedyna wartość dla m jest 3, i daje S= 6. 

To dowodzi że z kwadratu jeden tylko wielościan foremny 
utworzyć można, to jest SZEŚCIAN. 

Nakoniec, weźmy pięciokat foremny ; 

lim. 
10 — 3n 
Jedyna wartość możebna dla m jest 3, i daje S = 12. 


będzie n=5 i S= 


Więc z pięciokata foremnego można utworzyć tylko DWUNASTO- 
ŚCIAN FOREMNY. 

Powyższe wartości, do których dołączamy wartości K і W (1), 
przedstawiają następujący obraz wielościanów foremnych (*). 


Wielośc. foremne 


CZWwOROŚCIAN 


OŚMIOŚCIAN 8 


DWUDZIESTOŚCIAN| 20 


SZEŚCIOŚCIAN 


DWUNASTOŚCIAN | 12 


(*) Na samo spójrzenie na ten obraz widać zaraz że, w sześcianie i ośmic= 
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Te pięć wielościanów foremnych istnieja rzeczywiście, jako 
pokazują następujące wykreślenia. 


ZAGADNIENIE. 


Zbudować wielościan foremny znając jego krawędź a. 


Istnienie sześcianu i czworościanu foremnego nie potrzebuje 
dowodzenia. Zajmiemy się więc tylko ośmiościanem, dwunasto- 
ścianem, i dwudziestościanem. 


Ośmiościan foremny. 


Wystawmy kwadrat ABCD mający bok AB=a. Przez śro- 
dek О tego kwadratu, poprowadźmy 
do jego płasczyzny prostopadłę OE, na 
której weźmy, z obydwóch stron, dłu- 
gości ОЕ i OF równe promieniowi OF 
kwadratu. Jeśli połączymy E i F 
z wierzchołkami А, B, С, D, otrzymamy 
ośmiościan foremny ЕАВСРЕ. Jakoż, 
trójkąty prostokątne i równoramien- 
ne АОВ, AOE, AOF są równe; zatem АЕ = AF = АВ =a. Со 
dowodzi że wszystkie ściany są trójkątami równobocznemi ró- 
wnemi. Nadto, czworoboki ABCD, AECF, BEDF są kwadratami 
równemi; więc kąty wielościenne, na przykład kąty Ai В, są 
równe jako kąty przy wierzchołku dwóch piramid ABEDF, 
BAECF foremnych równych. 


Widzimy łatwo że :4° gdy trzy proste równe АС, BD, EF 
przecinają się na połowy i pod kątem prostym, ich skrajności są 


ścianie, liczba krawędzi jest ta sama, a liczby ścian i wierzchołków są nawzajem 
te same, jako też liczby m i n. Można więc przejść z sześcianu do ośmiościanu 
albo na odwrót, zamieniając tylko liczbę ścian 8 na liczbę «di, Ww, 
i nawzajem. Podobnie co do dwunastościanu i dwudziestościanu. Z przyczyny 
tej własności, mówi się czasem że wielościany foremne są sprzężone po dwa; 
czworościan mając tyle ścian ile wierzchołków jest sam swoim sprzężonym. 
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wierzchołkami ośmiościanu foremnego. 2” W ośmiościanie fo- 
remnym ściany przeciwległe są równoległe między sobą. 


Dwunastościan foremny. 
Niech będzie pięciokąt fo- 


k 

A ‚| "emny ABCDE danego boku a. 

p" Przy wierzchołku A można 
m 

n 


— 


HT OAK h 


4 A H Ш: 
18 utworzyć, z tego pięciokąta i 
у Рр?” z dwóch innych równych, Ка! 
2— 5 trójścienny który będzie fo- 
remny, bo jego ściany są równe i temsamem kąty dwójścienne 
równe. Zatem, kąty trójścienne A, В, Н są równe, jako mające 
kat dwójścienny równy zawarty między dwiema ścianami ró- 
wnemi każda każdej i w tym samym porządku. To dowodzi że 
kąty trójścienne B i H są także foremne, i kat GHI jest katem 
pięciokąta foremnego. Więc, złożywszy kąt trójścienny A ze 
trzech pięciokątów foremnych równych, można wstawić czwarty 
taki pięciokąt w kat CBK, potem piaty w kat DCM, i tak dalej, 
Otrzymuje się tym sposobem powierzchnię złożoną z sześciu 
pięciokątów foremnych równych i równo nachylonych. Ta po- 
wierzchnia, stanowiąca połowę powierzchni dwunastościanu, jest 
otwarta przy obwodzie dziesięciokąta FGHI... ОҢ. Ten zaś dzie- 
sięciokąt jest spaczony ; bo, gdyby cztery punkta GHIK były na 
jednej płasczyznie, ponieważ punkt A leży na niej także, nie 
byłoby trójścianu A. 


gó 
` Н 
1....... di 


Zbudujmy teraz, takim samym sposobem, drugą połowę abe.. .q 
dwunastościanu, i przystawmy do niej pierwszą tak, żeby kąt 
sterczący HIK przystał do wklęsłego równego ik. Wtedy, utwo- 
rzy się kąt trójścienny foremny I równy kałowi A; punkt К 
padnie na k, i kąt IKL przystanie do równego ikl, bo kąt trój- 
ścienny К jest także foremny równy kątowi A. 1 tak dalej, 

Więc dwie powierzchnie złączone, tworząc wielościan złożony 
z dwunastu ścian równych i równo nachylonych, dają dwunasto- 
ścian foremny. 


http://rcin.org.pl 


660 KSIĘGA DZIEWIĄTA. 


Dwudziestościan foremny. 


Weźmy najpierwej pięcio- 
kąt foremny ABCDE mający 
bok AB = a. Ze środka O 
tego pięciokąta wyprowadź- 
my do jego płasczyzny pros- 
topadłę OS, na której weż- 
my punkt 5 tak żeby było 
AS=AB; co zawsze możebne, ponieważ AB > АО (IV, zag. 3, 
wn.). Jeśli dopełnimy piramidy SABCDE, która jest foremna, 
jej kąt pięciościenny 5 będzie kątem dwudziestościanu forem- 
nego. 


To uczyniwszy, możemy, przy wierzchołku, A, wystawić pi- 
ramidę równą piramidzie foremnej SABCD tak żeby z nią 
miała dwie ściany spólne ABS, AES; i, przy wierzchołku В, wy- 
stawić trzecią piramidę, równą pierwszej, taką żeby z nia miała 
dwie ściany spólne ABSi BCS, Te trzy piramidy mają spólną 
ścianę ABS, a dwie przystawione piramidy mają spólną ścianę ABG. 
Otrzymujemy tym sposobem, powierzchnię wielościenną, zło- 
żoną z dziesięciu trójkątów równych i równo nachylonych. Ta 
powierzchnia stanowiąca połowę powierzchni dwudziestościanu, 
jest otwarta przy obwodzie sześciokąta CDEFGH. Rzeczony 
sześciokąt jest spaczony ; bo, gdyby cztery punkta F, Е, D, С były 
na jednej płasczyznie, ponieważ punkt A leży na niej także, nie 
byłoby piramidy foremnej A. Kąty tego sześciokąta są równe, na 
przykład kąty CDE i DEF, dlatego że każdy z nich jest równy 
kąatowi CSE. 


Jeśli więc zbudujemy, tym samym sposobem, druga po- 
łowę S'B'C'D'...H' powierzchni dwudziestościanu, i przystawimy 
dwie krymki wielościenne brzegami tak, żeby kąt sterczący D 
obwodu CDE... przystał do równego kąta wklęsłego E' ob- 
wodu ('D'ETF'..., wszystkie inne punkta tych obwodów przy- 
staną do siebie. A ponieważ płasczyzny trójkątów przy obwodzie 
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mają między sobą nachylenia jakich trzeba do utworzenia, w każ- 
dym wierzchołku obwodu, kąta pięciościennego równego ką- 
towi 5, te dwie powierzchnie złączone utworzą dwudziestościan 
mający wszystkie ściany równe i równo nachylone, to jest dwu- 
dziestościan foremny. 


TWIERDZENIE XXX. 


Na kazdym wielościanie foremnym wypukłym można opisać sferę, 
i wpisać w niego sferę. 


Niech będzie AB spólna krawędź dwóch 
ścian przyległych wielościanu foremnego. 
Poprowadźmy osie MM, NN! kół opisanych 
na tych ścianach, i ze spodków M, N spuść- 
my na krawędź AB prostopadłe które się 
spotkają w jej środku I. Ponieważ płas- 
czyzna М N jest prostopadła we środku krawędzi AB, osie MM', 
NN' spotykają się w punkcie О równo oddalonym od skraj- 
ności A i B. 

Uważajmy teraz trzecią ścianę która ma z poprzedzającą kra- 
wędź AC spólną; dowiedziemy podobnie że osie NN', PP’ tych 
dwóch ścian spotykają się w pewnym punkcie ©! równo odda- 
lonym od skrajności A i С. Owoż, dwa czworoboki NIMO i NKPO' 
są równe, jako mające bok IM = IN = NK = KP, kąt I = K, i 
katy przy M, N, P proste ; zatem NO' = NO, i punkt O' pada w O 
a temsamem ОР = OM. Dowiedzie się podobnie że osie nastę- 
pujących ścian przechodzą przez ten sam punkt O, który jest ró- 
wno oddalony od skrajności wszystkich krawędzi i także równo 
oddalony od wszystkich ścian. 


Więc sfera mająca środek О i promień ОА przechodzi przez 
wszystkie wierzchołki wielościanu foremnego, czyli jest na nim 
opisana; a zaś sfera mająca ten sam środek 0 i promień OM 
jest styczna do wszystkich ścian wielościanu w ich środkach, czyli 
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jest wpisana w ten wielościan. Te dwie sfery są oczywiście jedyne. 

Punkt O nazywa się środkiem wielościanu foremnego, OA jest 
jego promieniem, OM apotema. 

WNIOSEK I. — Łącząc środek z wierzchołkami, można rozłożyć 
wszelki wielościan foremny na tyle piramid foremnych równych 
ile jest ścian. 

Ściany tych piramid, przedłużone jeśli trzeba, wyznaczają na 
sferze wpisanej albo opisanej tyle wielokątów sferycznych fo- 
remnych i równych ile wielościan foremny ma ścian. 

11. — Objętość wielościanu foremnego, albo tylko OPISALNEGO na 
sferze, ma za miarę wieloczyn z powierzchni przez trzecią część 
apotemy. 


TWIERDZENIE XXXI. 


Dwa wielościany foremne równej liczby ścian są podobne, 


Bo ich ściany są wielokątami podobnemi, a zaś kąty wielościenne 
zawarte między temi ścianami są równe jako foremne złożone 
z równej liczby ścian. Zresztą, twierdzenie jest oczywiste jeśli bę- 
dziemy zważali na liczbę warunków do wyznaczenia wielościanu. 


WNIOSEK. — Powierzchnie, dwóch wielościanów foremnych po- 
dobnych mają się jako kwadraty z promieni albo z apotem, a ich 


objętości jako sześciany z tych linij. 
ZAGADNIENIE. 


Mając dany wielościan foremny wypukły, znaleźć : 4° nachylenie 
dwóch ścian przyległych, 2° promienie sfer wpisanej i opisanej. 


Niech będą : O spólny środek sfer wpisanej i opisanej, AB kra- 
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wędź wielościanu foremnego, spólna dwom ścianom przyległym 
в których środki są H i K; punkt I środek 
i krawędzi AB. Kąt HIK jest nachyleniem 
dwóch ścian. 
] Ponieważ krawędź AB jest prostopadła 
} — do płasczyzny НІК, płasczyzny АВО і HIK 
“ва prostopadłe między sobą. Jeśli więc 
z punktu O jako środka, opiszemy sferę 
która przetnie krawędzie trójścianu OAHI, 
otrzymamy trójkąt sferyczny ahi którego 
katy będa wiadome. Jakoż, kąt żjest prosty; 
co do katów / і а, oznaczmy przez n liczbę boków każdej ściany, 
przez m liczbę ścian każdego kąta wielościennego, będziemy 
mieli 


+2 т 
kat h = kat АНІ = =. — =. 
at h а Zn m 


Podobnie, ponieważ przy wierzchołku A naokoło jest m ścian 
kąta wielościennego A, będzie 


ы 


т т 


1 
«a= = =., — == =, 
kąt a = kąt HAOI "= as 
Teraz, 1° aby znaleźć nachylenie I, uważajmy że 10 jest dwój- 
sieczną kąta HIK ; zatem, w trójkącie prostokątnym HIO, mamy 


wst z! = dos HOI, albo wst н I = dos hi. 
Owoż, trójkąt sferyczny prostokątny čah daje 
dos a = dos hi wst Л, albo dos T =wst LI wst z 
m 2 n 


dos. > 

więc wst 1 == r (1) 
2 т 
wst. poj 


Stosując tę formułę do pięciu wielościanów foremnych wy- 
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pukłych, łatwo się znajduje dla nachylenia I dwóch ścian przy- 
ległych następujące wartości : 


Gzworościan foremny І = 70° 31/43" ,6 przybliżone. 
Sześcian I = 90° 
Ośmiościan foremny I = 409°28'46",4 przybliżone. 


Dwunastościan foremny I = 146°33'54",2 przybliżone. 


Dwudziestościan foremny I = 438°41'22",75. 


Widzimy że nachylenia ścian w czworościanie i ośmiościanie 
są nawzajem spełnieniem jedno drugiego. 


2° Niech będzie a bok wielościanu foremnego wypukłego, 
r jego apotema i R promień. Aby wyznaczyć r i R w funkcyi 
boku a, uważajmy że, w trójkącie prostokątnym HIO, jest 


HO=HI sty HIO albo r= HI sty 11, 


Ale trójkąt prostokątny IAH daje 
HI = AI dot AHI = $ dot 7. 
2 n 
Więc NE ш. Таша 2 
е а Уа ZA (2) 
Nadto, w trójkącie prostokątnym HAO, jest 


OH p 
бг dos АОН, albo = dos ah. 
Owóż, trójkąt sferyczny prostokątny żak daje 
dos ah = dot a dot А = dot% 4012 ; 
m n 
zatem 39 sty e sty =, 
s- R m 


А а т 1 
үү R = — =]. 
ięc 2 sty = sły z! (3) 
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1 
Jeśli w formułach (2) i (3), wyrugowawszy sty 3b podsta- 


wimy, za ni m, liczby odpowiedające każdemu wielościanowi, 
otrzymamy wartości dla r i R. 


I tak : 
> mm А а 6 «Уб 
Czworościan foremny даје r= А R= ; 
12 4 
są a aV 3 
Sześcian "к=з! R=—. 


Ośmiościan foremny = 
Dwunastościanforemny == 5 WEZ uy 5, R=z( V 3+y/15) 
10 


Dwudziestościan for. » = 5 (3V 34V 15), R=zV 10 +2V 5. 


UWAGA. — Można, i nie żle jest umieć, za pomocą samej geometryi, 
wyznaczyć promienie r i R sfer wpisanej i opisanej, w funkcyi danego 
boku a wielościanu foremnego wypukłego, 


Czworościan. — Niech będą DG i BF osie kół 
opisanych na trójkatach równobocznych АСВ i ACD; 
le osie spotykaja się w punkcie O, spólnym środku 
sfer, opisanej i wpisanej, mających promienie 
OD=R, 0G=r. 


Zatem, 


R BD 3 
Тл! zkąd R =3r. 


Teraz, trójkąt prostokątny DFO daje 
l— a? 


ор? —0F =DF, albo R* — r? =ADE = 
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Z tych dwóch równań otrzymujemy 
1 — 1 = 
R=żaV 6, r= qzaV 6. 
a —— а 
Sześcian. — Mamy oczywiście R= 4 3, = 


Ośmiościan. — Trzy proste, OA, OB, OG są prostopadłe między sobą 
i równe promieniowi R. Więc 


a 
a? = 90°, zkąd R = z Vo. 


Prostopadła OH do ściany ABC jest promieniem 
sfery wpisanej w ośmiościan, i daje widocznie 


Zatem r= SVT. 


Dwunastoscian: — Niech będzie ABCD kąt trójścienny dwunastościanu 

A foremnego, którego jedną ze ścian jest pięcio- 
kąt foremny ACIKD. Prostopadła AO do trój- 
kąta równobocznego BCD i oś HO ściany 
BCIKD spotykają się w punkcie O, spólnym 
środku sfer, opisanej i wpisanej, mających 
promienie AO = R, i НО =r. 


G | 


Ni 
ô 


Trójkąty prostokątne podobne AHO, AFG dają 


-n Å— s 


r FG 


p — | T 
Ale AF=V AD? — DF= Va2ż—DF, ЕС = Ве = ФЕМ; 
5 3 


R a ү 
t т=\ / aa ĘĄ 
zatem = (>) 3 


a 
Aby znaleźć stosunek ТЕ, poprowadźmy apotemę HE ściany ACIKD ; 
dwa trójkąty podobne ADF, АЕН dadzą 
AD AH а AH 


DRE “9 Ен" 
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owoż w pięciokącie foremnym stosunek promienia do apotemy jest 


en = O ZEE 4 =" 1. 


ЕН [51 
Więc = V3(V5— 1) — 3 = V 15—6V5. 


Teraz, w trójkącie prostokątnym AHO, mamy 


= 9а? 
R? — 72 = AH = — (ІҮ, zag. 3; wn.) 
5—])/5 


7 tych dwóch równań wywodzimy 


‚зи, кегү/#эУ5— ув v). 
9 > 2 л 


10 = 


Dwudziestościan. — Niech będzie SABGDE kat pięciościenny dwudziesto- 
ścianu foremnego, mający za ściany trójkąty równo- 
boczne SAB, SBC,... OŚ HO ściany SAB i prosto- 
padła SG do pięciokąta foremnego ABCDE, spotykają 
się w punkcie O, spólnym środku sfer, opisanej i 
wpisanej, mających promienie OS= R i OH=r. 


` Spuśćmy prostopadłę SF na AB, i połączmy FG. 
Dwa trójkąty podobne SOH, SFG dają 


Ale SF =5/3, а w pięciokącie foremnym ABCDE 


apotema вза UDO. 
2V 10—2/5 
Więc R зо – б. вау 
1445 
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Do tego, w trójkącie prostokątnym OHS, mamy 
— a 
2—7=S = —. 
R? — r” н” 3 


7, tych dwóch równań otrzymujemy 


7+3V5_ a, m, „у gz 
SE SiE 13У 5+ V 5), к= У 10 +25. 


Uwaga. — Nie trudno teraz wyznaczyć, w funkcyi promienia 
sfery R, bok a i apotemę r wielościanu foremnego wpisanego, 
jego powierzchnię 5 iobjętość V. 

Jakoż, rozwiązując na ai na r powyższe formuły, i nazywa- 
jac s powierzchnię jednej ściany, otrzymujemy następujące wy- 
niki : 


> 2R, „— R Жоо! DRE 
(zworościan: ат: Vē r= 7 thr з =" V3; 
8R? SRS = 
= — жай, 2 Ў 
Бари 8, ү еа е 
7 2R, ,— Rays 4R? 
Sześcian. =7V3, r=, V3, к= а®= “=; 
= BRF 
S= 6s = 8R? V=8R. V3 = 7 УЗ 


к R aż, ,- R? 
Ośmiościan. a=RV 2, r=3zV3, s=- se 3; 


6. R3 
S=4RRV3, V= ==. 


Ауу — 5 5. 
Dwunastościan, a= sw 15 — y 3), r==R YW: 


15 
в 50 LEFT 1-2 R*4/ 10(5 — УЗ) V5); s=mm2V 10(5—V 5), 
4 V10—2y5 6б 
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WIELOŚCIANY FOREMNE GWIAŹDZISTE (*). 


Widzieliśmy już wielokąty foremne niewypukłe które nazwano gwiaździs- 
temi, są także wielościany foremne gwiaździste. Rzędem wielokąta jest 
liczba n jego boków, gatunkiem liczba k pierwsza do n i mniejsza od n, 
która wskazuje ile razy trzeba przebiedz okrąg, przechodząc przez wszystkie 
wierzchołki, żeby opisać wielokąt foremny gwiaździsty. Zatem, gatunkiem 
wielokąta gwiaździstego jest liczba razy jaką rzuty jego boków na okręgu 
pokrywają ten okrąg ; tak że 4 wyraża summę kątów środkowych tego 
wielokąta. 


Rzędem kata wielościennego jest liczba jego ścian; gatunkiem liczba 
która wyraża gatunek wielokąta otrzymanego z przecięcia tego kąta wielo- 
ściennego przez płasczyznę. I tak, w piramidzie foremnej mającej za pod- 
stawę pięciokąt foremny gwiaździsty, kat wielościenny przy wierzchołku jest 
drugiego gatunku, a jego ściany zrzutowane na podstawie tej piramidy 
zapełniają dwa razy cztery kąty proste. 


Określając wielościany foremne niewypukłe jako wielościany mające 
ściany równe i równo nachylone, widzimy łatwo że dowodzenie twier- 
dzenia XXX do nich się stosuje; więc te nowe wielościany, jeśli istnieją, są 
wpisalne w sferę i na niej opisalne, Jedyna różnica między niemi i wielo- 
ścianami foremnemi wypukłemi jest w tem że, jeśli zrzutujemy ściany 
jednych i drugich, za pomocą promieni, na sferze opisanej (albo wpisanej), 
wielokąty sferyczne ztąd wynikłe pokrywają w tych ostatnich raz tylko 
powierzchnię sfery, gdy tymczasem w tamtych odpowiedające wielokaty 
sferyczne pokrywają, zupełnie i jednostajnie, dwa, trzy,.. razy powierzchnię 
sfery. 


Rzędem wielościanu foremnego jest liczba jego ścian, a gatunkiem liczba 
razy jaką rzuty wszystkich ścian na sferze pokrywają powierzchnię tej sfery. 
W  wielościanach foremnych zwyczajnych, wielościan i jego kat wielo- 
ścienny ва oba pierwszego gatunku; w wielościanach foremnych gwiaździs- 
tych, wielościan i jego kąt wielościenny mogą niebyć tego samego gatunku. 


(*) Podług PP. PorxsoT, Caucuy i BERTRAND, Journal de l'École Polytech- 
nique, tom IV i IX ; i Comptes rendus de l'Académie des sciences. Rok 1842. 
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TWIERDZENIE XXXII. 


Jesli jest dany wielościan foremny A jakiegokolwiek gatunku, istnieje 
także wielościan wypukły X mający z nim wszystkie wierzchołki spólne 


Jakoż, gdy są dane jakiekolwiek punkta w przestrzeni, można oczywiście 
znaleźć zawsze wielościan wypukły, mający za wierzchołki punkta wzięte 
z pomiędzy danych i zawierający wszystkie inne wewnątrz ; chyba że dane 
punkta są już wszystkie wierzchołkami takiego wielościanu. 


Owoż, wielościan wypukły, mający wierzchołki wzięte z pomiędzy wierz- 
chołków wielościanu A, które leżą na jednej sferze, nie może zawierać we- 
wnątrz innych wierzchołków tego wiełościanu ; więc istnieje wielościan 
wypukły X mający wszystkie te saine wierzchołki co wielościan A. 


Ten wielościan X jest foremny. Albowiem, oznaczmy przez P figurę utwo- 
rzoną z dwóch wielościanów Ai X mających te same wierzchołki, przez О 
inną figurę równą figurze Р, Ponieważ wielościan A jest foremny z przypusz- 
czenia, można wykonać przystawanie figur P i Q, kładąc jakikolwiek wierz 
chołek figury Q na obranym wierzchołku figury P, i przystawiając do siebie 
ściany dwóch wielościanów A należących do P i Q. To przystawienie może 
się fodbyć przynajmniej trojakim sposobem, dlatego że kąty wielościenne 
dwóch figur są przynajmniej trójścienne, czworościenne albo pięciościenne. 
Przystawanie figar Р і О pokazuje że katy wielościenne dwóch wielościa- 
tiów X sa równe każdy każdemu. A że te kąty przystają do siebie sposobem 
trojakim, czworakim albo pięciorakim, według jak sa trójścienne, czworo- 
ścienne, pięciościenne ; więc ich ściany są równe і równo nachylone. 


Ztąd wynika że ściany dwóch wielościanów X sa równokątne i równo 
nachylone, i mogą przystać do siebie jakikolwiek przystawiono wierzchołek 
figury Q do obranego wierzchołka figury P; co dowodzi że te ściany sa wielo- 
katami foremnemi równemi. Więc wielościan wypukły X, mający ściany 
foremne i kąty wielościenne równe, jest foremny. 

Opierając się na tem twierdzeniu, żeby znaleźć wielościany foremne wyż- 
szego gatunku, trzeba wziąć, na każdym z wielościanów foremnych wypu- 
kłych, jedeń wierzchołek i szukać czy inne wierzchołki mogą z nim tworzyć 
wielokąt foremny, i czy istnieje przynajmniej trzy takie wielokaty które, 
mając spólny wierzchołek, tworzą kąt wielościenny foremny. 

Jeśli zastosujemy to poszukiwanie do czworościanu foremnego, do ośmio- 


http://rcin.org.pl 


WIELOŚCIANY FOREMNE GWIAŻDZISTE. 671 


ścianu foremnego i do sześcianu, zobaczymy łatwo że te wielościany nie 
prowadzą do żadnego wielościanu foremnego gwiaździstego. Rozpatrując 
dwunastościan foremny wypukły, spostrzegamy że mu odpowieda dwunasto- 
ścian foremny gwiaździsty. Dwunastościan foremny wypukły daje trzy 
wielościany foremne gwiaździste, to jest : dwudziestościan, dwunastościan 
ze ścianami wypukłemi, i dwunastościan ze ścianami gwiaździstemi, Jest 
przeto, jako widzimy, cztery wielościany foremne gwiaździste, to jest trzy 
dwunastościany i jeden dwudziestościan. Więc, ze wszystkiem, istnieje dzie- 
więć tylko wielościanów foremnych, i więcej ich być nie może (*). 


Rozwiążmy teraz następujące zagadnienie. 


ZNALEŹĆ GATUNEK WIELOŚCIANU FOREMNEGO GWIAŻŹDZISTEGO. — Aby 
otrzymać formułę ogólniejszą od formuły Eulera, to jest taka któraby się 
mogła stosować do wszystkich wielościanów foremnych, trzeba wprowadzić 
do rachunku gatunek wielościanu, gatunek jego ścian przypuszczając wszys- 
tkie jednego gatunku, i gatunek katów wielościennych przypuszczając 
także wszystkie jednego gatunku. Mając wzgląd na te szczegóły, zrzutujmy 
powierzchnię wielościanu na sferze opisanej, albo wpisanej, biorąc za środek 
rzutu środek tej sfery. 


Niech będzie n liczba boków jednej ściany wielościanu foremnego, g liczba 
oznaczająca gatunek tej ściany, a is powierzchnia i samma kątów wielokąta 
sferycznego będącego jej rzutem na sferze. Rozłóżmy ten wielokąt na trójkąty 
sferyczne, łącząc jego wierzchołki z rzutem środka ściany uważanej. Jeśli 
nazwiemy « і ß kąty przy podstawie, с kąt przy spólnym wierzchołku 
w jednym z trójkatów, powierzchnia tego trójkąta będzie miała za miarę 
«-|- B -+- 6 — 2 (10). Zatem powierzchnia a wielokąta sferycznego który 
ma n takich trójkątów, będąc summą х ich powierzchini, wyraża się przez 


a = £(a + В + a) — 9п. 


Ale x(1--B-- o) równa się summie s katów wielokąta sferycznego, 
powiększonej summą kątów с przy spólnym wierzchołku trójkątów sklada- 
jacych. Owoż, ostatnia summa równa się liczbie 49, dlatego że trójkąty 


(*) KEPLER w swoim dziele Harmonices mundi, mówi o jednym dwunasto- 
ścianie i dwudziestościanie gwiaździstym, i nadto opisuje wielościany półforemne 
zwane ciałami Archimedesa. Są to wielościany wpisalne w sferę i na niej opi- 
salne, mające ściany foremne ale nie wszystkie jednego gatunku. Zobacz Table 
des diviseurs des nombres, eto., раг LiDONNE, Paris, 1808. 
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składające wielokąt sferyczny, który jest rzutem stożkowym sciany gwiaź- 
dzistej, zachodzą na siebie g razy ; więc 


а =$-- 10 — 2n. 
Wszystkie inne ściany daja podobnie 
а! = + hg — Ф 


a! = s" + Цу — Әп! 


Oznaczmy teraz przez G gatunek wielościanu, to jest liczbę która wska- 
zuje ile razy rzut powierzchni tego wielościanu pokrywa sferę, przez y gatunek 
kąta wielościennego. Uważając że powierzchnia sfery wyraża się tu przez 8, 
mamy а --а' --a' +... =8G; następnie, ponieważ = + х/ -- "4... 
jest summa wszystkich kątów wielokątów sferycznych, a przy każdym 
z wierzchołków, których liczba jest W, summa tych katów czyni л katy 
proste wzięte y razy, mamy 5-4 5' 4- 5" 4 == ЛүҮҮ ; . nakoniec, wiemy 
że n--n'--n'--... =2K. Więc, dodając rzuty na sferze wszystkich 
ścian wielościanu foremnego których liczba jest S, otrzymujemy ostatecznie : 


8G = LyW + 405 — 4K, 
albo 2K = g8 +. 


Czyniąc G= 1 = 0 == ү, wyprowadzamy formułę Eulera, której 
obecna jest pewnem zogólnieniem co do wielościanów foremnych. 


Jeśli teraz w powyższej formule podstawimy wartości za К, 5, W, 9, 7, 
znajdziemy gatunek G wielościanu foremnego gwiaździstego. 


I tak: 


4° DWUDZIESTOŚCIAN FOREMNY GWIAŻDZISTY otrzymuje się z trójkątów 
równobocznych, które tworzą kąty pięciościenne drugiego gatanku około 
każdego wierzchołka dwudziestościanu foremnego wypukłego. W tym 
wielościanie 5 = 20, W= 12, K= 80, g=1, y= 9; со daje 


964 30 = 1.20 + 2.12 albo G=7 


Więc dwudziestościan foremny gwiaździsty jest siódmego gatunku. 


2° DWUNASTOŚCIAN FOREMNY GWIAŹDZISTY otrzymuje się z pięciokątów 
foremnych gwiaździstych, które tworzą kąty trójścienne pierwszego 
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gatunku, około każdego wierzchołka dwunastościanu foremnego wypukłego. 
W tym wiełościanie S—=412, W=20, К = 30, 0 = 2, ү=з1; podsta- 
wiając te wartości, otrzymujemy 


2G + 30 = 2.42 + 20, zkąd G=7. 


Więc pierwszy dwunastościan foremny gwiaździsty z kątami trójścien- 
nemi jest siódmego gatunku. 


30 DWOUNASTOŚCIAN FOREMNY GWIAŹDZISTY ZE ŚCIANAMI WYPUKŁEMI, 
otrzymuje się z pięciokąłów foremnych zwyczajnych, które tworzą katy pię- 
ciościenne drugiego gatunku około każdego wierzchołka dwudziestościanu 
foremnego zwyczajnego. W tym wielościanie 5 = 12, ҮҮ =12, К = 30, 
9 =1, y =2; co daje 


2G + 30 = 1.12 + 2.12, Кай С = 8, 


Więc ten nowy drugi dwunastościan foremny gwiaździsty jest trzeciego 
gatunku. 


4° DWUNASTOŚCIAN FOREMNY ZE ŚCIANAMI GWIAŻDZISTEMI, Otrzymuje 
się z pięciokatów foremnych gwiażdzistych, które tworzą kąty pięciościenne 
pierwszego gatunku około każdego wierzchołka dwudziestościanu foremnego 
zwyczajnego. W tym nowym wielościanie 5 = 12, W = 12, К =30, 
g=2,49=1; co daje 


2G + 36 =2.12 + 1.12 albo G=3. 


Więc trzeci dwunastościan foremny gwiaździsty jest trzeciego gatunku. 
ZAGADNIENIA KSIĘGI DZIEWIĄTEJ. 


ZAGADNIENIE 1. 


Do półokręgu ACB poprowadzono styczne CD ; po czem, obrócono 
całą figurę AFCD około osi ABD. Jak trzeba wziąć stycznę CD, żeby 
powierzchnia stożkowa utworzona przez tę prostę była w stosunku 
danym k z powierzchnią krymki utworzonej przez tuk АЕС ? 
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Według zagadnienia powinno być 


zEC . CD 


АЕ“ 


GD СЕ 


с А | c 
Trójkąty pododne CDO, CEO dają R oR 


a zaś СЕ? — АЕ. BE. 


Więc — == 2h. 


To pokazuje że trzeba podzielić promień OB na dwa odcinki BE 
i EO w stosunku 2% : 1, z punktu E wyprowadzić do promienia 
OB prostopadłę EC która wyznaczy punkta styczności С, C'; etc. 


ZAGADNIENIE 1. 


Jaką rozciągłość S powierzchni ziemi może widzieć osoba która 
się wzniosła balonem na wysokość h ? (Figura poprzednia). 


Wyobraźmy stożek DCC' opisany na sferze ziemskiej, mający 
wierzchołek D w oku osoby obserwującej ; wtedy małe koło CC' 
oddzieli krymkę widzialna CBC' od niewidzialnej CAC". Jeśli więc 
nazwiemy R promień sfery ziemskiej, ж wysokość BE szukanej 
krymki, będzie 


S =2rRvz. 
Ale trójkąt prostokątny CDO daje 
RA 
. ШЕЕ — P T = —. 
R? =(R--h) (К – 2), zkąd > RFK 
: r R*h 
Więc S= RĘt 


UWAGA, — Powyższe równanie, rozwiązane na h, daje odpowiedź na 
pytanie : dojakiej wysokości trzeba się wznieść balonem żeby można ujrzeć 
krymkę ziemską równowartą danemu krajowi? 


http://rcin.org.pl 


ZAGADNIENIA, 675 


ZAGADNIENIE Ш. 


Stożek jest opisany na dwóch sferach promieni R iR', stycznych 
zewnętrznie. Jaka jest objętość przestrzeni zawartej między trzema 
powierzchniami ? 


Przez linię środków О0/ popro- 
wadźmy płasczyznę która prze- 
tnie te dwie sfery wedle kół OC, 
0'Q stycznych w punkcie C, a sto- 
żek wedle stycznych АА', BB'. 

Szukana objętość V może być 
uważana jako utworzona obrotem figury АСА’, Jeśli więc spuś- 
сіту prostopadłe AD, А’ na linię środków, odejmując od pnia 
stożka utworzonego przez ADD'A dwa odcinki sferyczne utwo- 
rzone przęz ACD, A'Q'D', będziemy mieli 


te zsDD'(AD* +AD*+AD. AD) —p(AB*. 0D+-A'D*, CD') 
£ (00% + СЛ). 


Owoż, spólna styczna СЕ daje FA == ЕС = ЕА, zatem CD= Ср”. 
A jeśli przez punkt О "poprowadzimy równoległę О'Е do spólnej 
stycznej АА’, trójkąty prostokątne OAD, O'A'D', OEO' będą po- 
dobne, i dadzą 


OD OD _OE һо 0D_OD' _R—R' 
OAK W |" EW рга. 
Ztąd wynika : 
Е Гү. Ир ЕЕ ROCZNA 
GD=R—6D = zy = 00, 007—200 = е 
2 з’ АҢ? 
LAK a gp IRR 1 a 2, 
AD=R*— OD (RĘ RY A'D (R -+ R')? 
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Więc, podstawiając te wartości, będzie 


2R'2 
е р +В" + RR) арр (RE + А9) 
8r RR | 
3 RHR 
a ostatecznie 
s Е... 
3 R+ R" 


ZAGADNIENIE IV. 


Wyrachować objętość soczewki dwuwypukłej, znając jej gru- 
bość CC! = 9 i promienie ОС = R, О'С =R' sfer tworzących. 


A Ta soczewka, jako pokazuje figura, 
(AD jest różnicą między summą dwóch 
| wycinków sferycznych i objętością 
үч 0 utworzoną obrotem trójkąta ЛОО! 
J około osi 00'. Zatem objętość so- 
czewki jest 


V = ŻR.. CD + Ra, DC — z AD*. оо. 
3 3 3 
Dla skrócenia uczyńmy 00' = d, będzie d= R -4+ К — g. 
Uważając że kwadrat powierzchni trójkąta AOO' ma za miarę 


1— 
ц 


znajdujemy 


AD. d? = ТВА) (R+R' — d) (R--d—R') (R'+d—R), 


AD. 00' = (ов + 2R' — g) (2R — g) (2R' — g). 
Ten sam trójkąt AOO' daje także 
АО? =00* + A0* — 200'. OD albo R*=d*+ R*—2d(R—CD), 
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| ABE АШИ, су) ТҮ ЖЕ. =" е 
жаа CDP =P WEB) (RER 0) (287—0) 
| ai 2a zd 

(2R — 0) 
==. 


Więc, podstawiając te wartości, będzie 


Tak samo DG == 


1? ' 19, 1 D D U 1 
ү = JR (ән 0) +28 —0) — (28-2 —g) (280—9) (28'--0) | 
Wykonawszy wskazane mnożenia і uprościwszy, otrzymujemy 
ү= 2 ее ме gł — 608 + К) g + 12RR 


UWAGA. — Następujące zagadnienie 

Z punktu wziętego na powierzchni sfery promienia R, jako środka, 
opisać drugą sferę taką, żeby część zawarta między powierzchniami dwóch 
sfer miała objętość daną, 
przywodzi się do powyższego. Jakoż, ta część spólna objętości dwóch sfer, 
zawarta między ich powierzchniami, jest oczywiście soczewką dwuwypukłą, 
której grubość g jest promieniem R” sfery szukanej. Zatem, nazywając k 
stosunek objętości soczewki do objętości danej sfery, mamy 


т ц 
> pe 223 
FIO? — AR ++ фу + 1260) = nk, 
albo 3g* — 8Rg* + 16kR* = 0. 


To równanie 4° stopnia ma dwa pierwiastki urojone, jako pokazuje pra- 
widło DESKARTA ; i dwa dodatne, jeden mniejszy a drugi większy od 2R. 
Więc zagadnienie ma zawsze jedno rozwiązanie, byle tylko k < 1. 


ZAGADNIENIE V. 


Przeciąć trójkąt ABC równoległa DE do podstawy AB tak, zeby 
abjetości utworzone obrotem trójkata СОЮ i trapezu ABED około tej 
podstawy były równowarte. 

Nazwijmy hi «© wysokości CF i CG trójkątów ABC i CDE. 

[ДД 
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Wiadomo że objętość utworzona przez trójkąt, który się obraca 
około osi leżącej na jego płasczyznie, ma 
za miarę wieloczyn z powierzchni tego 
trójkąta przez okrąg nakreślony jego 
środkiem ciężkości (18). Na mocy tego 
twierdzenia mamy : 


Obj. (АВС) =tr. ABCX2nf, Obj.(CDE)=tr. СЕЗ л.) 
\ 9 


Więc, wedle wysłowienia zagadnienia, powinno być 
trój. ABCxh _ 
trój. CDEx(34—2x) ' 
Owoż, trójkąty podobne АВ, CDE mają się jako kwadraty 
z wysokości А, 2; zatem 


hè 


z „a — блл? ++ h = 0. 
ЗК — 32) 2, albo hæ — блл? + h 


Nie trudno widzieć że егес zadość czyni temu równaniu 


3° stopnia. To pokazuje że szukana równoległa DE do podstawy AB 
przechodzi przez środek wysokości CF. 


hy 
UwAGa. — Dwa inne pierwiastki powyższego równania, œ= 5 (1v3) 


jeden dodatny większy od wysokości h, drugi odjemny nie mogą zadość 
czynić zagadnieniu. 


ZAGADNIENIE VI. 


Półośmiokat foremny, "którego bok jest a, obraca się około śre- 
dnicy kota wpisanego. Jaka jest objętość V figury utworzonej ? 


Ta байга obrotowa składa się z figury utworzonej obrotem 
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wycinka foremnego OABCDO i z dwóch stożków równych 


с в utworzonych obrotem trójkątów AON 
a Ę iDOP, około średnicy NP jako osi; 
4 NA 
Ў с < więc 


а 


=N. NP + 5 АМ „ON =$ 50 + grad”. ON. 


Owoż, w ośmiokącie foremnym stosunek apotemy ON do 
boku AB = а jest (IV, zag. VI). 


ON 7 SPU ы 5V 5+2V 2 = z(+V2); 
Е 2V2—v2 
więc 
3 7 
v== (14V 3) 52 z U+V2)= E spav 3). 
ZAGADNIENIE VII. 
Wpisać w dana sferę stożek największy możebny. 
с Niech będzie DA = z promień podstawy 
stożka wpisanego ABC, i strzała DE = y. 
Mamy 2° =y(2R — y). 


> 


Zatem, objętość stożka ABC jest 
ч 1 
=zry(2R — у}. 
Е Owoż, wiadomo z Algebry że wieloczyn 


potęg, mających summę pierwiastków stałą, 
jest największy możebny gdy te pierwiastki są proporcyonalne 
do wykładników ; więc powyższy wieloczyn, w którym summa 
pierwiastków, y+ (2R—y) =2R, jest stała, będzie największy 
możebny jeśli uczynimy 
у. Wey 


1 2 
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2 А R, — 
Ztąd y=3R, a następnie == V2 


Te wartości podstawione dają objętość macimum stożka wpi- 


32 
‚ V= rR. 
sanego si * 
Kończąc, uważajmy że ү: Gy. sf 722% 38, 


Uwaga. — Takim samym sposobem rozwiązuje się zagadnienie 
Wpisać w sferę walec największy możebny. 


ZAGADNIENIE VIII. 


Opisać na danej sferze stożek prosty któregoby cała powierzchnia 
równała się powierzchni danego koła. 


Jeśli przez oś stożka poprowadzimy 
płasczyznę, przecięciem będzie trój- 
kąt równoramienny SAB i wielkie 
koło OD w niego wpisane. Przelo po- 
wierzchnia sfery i szukana powierz- 
chnia stożka są figurami obrotowemi 
około osi SC. 


Owoż, nazywając R promień sfery, k promień koła danego, 
z promień CB podstawy stożka, у jego wysokość 5С, mamy 
BS = V 22 + y* ; więc, wedle warunków zagadnienia, powinno 
być 


maV a? + y? + та? = rh? 
albo гама д) = (1). 


Ale dwa trójkąty podobne BSC, DSO daja 


BC SB 8С + ga Ж 
DO” 50 = 5° 8 28% SD = SC . SE = у (у — 26); 
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| 2 Vet У ауа 
Ztad =P DEM R = 
R y—R  Vyly—2R) Tai 

a następnie Roz = M 


Rugujac tym sposobem z, będzie, na mocy równania (1), 


Ry? „2 
дв albo y (Ё — з) MA 


Ostatnie wyrażenie pokazuje że summa dwóch czynników nie- 

; Ы бах : А { Т 
wiadomych jest pa ich wielaczyn równa się 24°. Więc, aby 
otrzymać wysokość y stożka, trzeba wystawić prostokąt równo- 


warty kwadratowi (УЭ? і w którymby dwa boki przyległe 
А R A 
czyniły summę p © już wiadome. 


UWAGA. — Możebność zagadnienia wymaga żeby było k? = sr. 


12 A, 

Gdy K=8R3, bedzie у= әс == 48, i а= ну; 
| ту? 

wtedy, jako wiadomo z Algebry, powierzchnia cała stożka, у= , jest 


minimum 8zR?, i widocznie dwa razy większa od powierzchni sfery. 
ZAGADNIENIE ІХ. 


Opisać na sferze najmniejszy stożek mozebny. 


Między stożkami nierównoramiennemi opisanemi na sferze 
niema oczywiście żadnego minimum. Uważajmy tedy stożek 
opisany równoramienny (fig. powyższa), i oznaczmy przez £ pro- 
mień jego podstawy, przez y jego wysokość ; będzie 


у= 3 mcy. 
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Wyraźmy teraz że nasz stożek jest opisany na sferze promie- 
nia R; to daje proporcyę 
BC SC 


DO SD 
która, zprzyczyny SD = y (y — 2R), staje się 


_——. 
R Vyl(y —2R) 
Zatem v= ERR. R: 
Żeby znaleźć wartość dla y któraby czyniła minimum ilość 
= , uważajmy że tę ilość można pisać ҮЛЕ 
| оа 
Więc dość jest, dla minimum орје- 


zmienną 


BYK „PARA 
A 2R | 
2R y y 


tości V, uczynić maximum wieloczyn zł — =); to wymaga, 


albo 


jako już wiemy, żeby było 
— = 1 — —, Кай == ЦК. 
y ad y 


Więc stożek prosty opisany na sferze ma objętość najmniejszą 
możebną. gdy jego wysokość jest dwa razy większa od średnicy 


PAD Z ; 8 
sfery. Wtedy objętość tego stożka minimum, równa ут» 


jest dwa razy większa od objętości sfery. 


ZAGADNIENIE X. 


Mając dany bok a stożka obrotowego i promień R jego podstawy, 
znaleźć kąt wycinka będącego rozwinięciem powierzchni stożkowej na 
płasczyznie. i 


Łuk wycinka kołowego, bedac rozwinięciem okręgu podstawy 
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stożka, ma długość 2хН,1 promień a; więc, nazywając ж kąt tego 


wycinka, będzie 


; = = , (ІУ, 23 \үп.). 


ZAGADNIENIE XI. 


Z koła promienia R wyjęto wycinek i utworzono z niego stożek 
obrotowy, Ile stopni powinien mieć tuk tego wycinka żeby objętość 
stożka była największa mozebna ? 


Bokiem szukanego stożka jest R. A jeśli, biorąc za jedność ką- 
tową kąt mający łuk równy swemu promieniowi, oznaczymy 
przez z kąt wycinka kołowego, wtedy, nie trudno widzieć, pro- 
mień podstawy stożka wyrazi się przez зр jego wysokość 


przez Ey hr? — х?. Zatem objętość stożka będzie 
т 


Ве (Z — 
V= moye —4%?. 


Dla maximum tej objętości trzeba żeby było 


2 = 


& 2 
Блин и ВР ж — = ? 
z ie =; айд 2=5 V6 


Więc liczba stopni łuku która rozwiązuje zagadnienie jest 


18002 ы 
£ = 1200V 6 — 293°56'19" 


na mniej niż jedną sekundę. 
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ZAGADNIENIE XII. 


W stożek obrotowy A wpisano jedną sferę O; potem, w przes- 
trzeń zawartą między tą sferą i powierzchnią stożkową. wpisano 
drugą sferę O' styczną do pierwszej; i tak nastepnie. Jaka jest 
granica wszystkich objętości sfer wpisanych? 


Środki tych sfer leżą oczywiście na osi 
stożka ; jeśli więc przez tę oś poprowadzimy 
płasczyznę, przecięcia sfer będą okręgami kół 
wielkich, stycznemi między sobą i do boków 
trójkąta równoramiennego ABD. Poprowadź- 
my promienie zetknięć OE=R, О'Е' =R'..., 
summa objętości sfer wpisanych będzie 
/ ки һ 3 13 "3 
JĄ ү Faza PPR + R + ...). 

Aby wyrazić tę objętość w funkcyi boków trójkąta tworzą- 
cego АВС, uczyńmy, dla skrócenia, ВС = а, АС = 0, AB = с. 


ОЕ АО R b—R b 
R MTI О. AF шштт. 
zatem = ah 
api 


Uważajmy teraz że promienie sfer О, O' wpisanych w stożki 
podobne ABD, AB'D' за proporcyonalne do wysokości АС, АС’; 
albowiem, 


R _АО' AU b—2R 
BAG, 46 m 


Jeśli więc nazwiemy k stosunek podobieństwa dwóch trój- 
kątów АВ'С/, ABC, ostatnia proporcya da, podstawiając wartość 
dla R, 


R' 2a ca 
= == <= = — mmm ZK = KR. 
R = PE Gia Сй Н zkąd R kR 
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Owoź, boki trójkata ABC' są ka, kb, kc ; zatem mamy tak samo 
dla promieni R” i R' sfer wpisanych w stożki podobne AB”C" 
i AB'C', równości 

R” ke — ka c— а 


= =. 


R kc=ka c+a 


Ztąd wynika R" = А" = ÆR ; a następnie R" = АК, etc. 


Więc objętość wszystkich sfer wpisanych wyraża się przez 


ү = + m (+6 + BW + 


Wyrazy nawiasu tworza postępnię geometryczna malejącą do 
nieskończoności, w której stosunkiem liczba /%, a granicą summy 


jest TE Więc, podstawiając za R i k ich wartości, 
znajdujemy 
ү 4 ab y 1 488 а? 
3 la+ce i ir" WRA a? -- Зе? 
c+a 


A nakoniec, z przyczyny œ = а + 8%, otrzymujemy 


h ah’ 


ү =: Ta? £ 36? +36 . 


ZADANIA. 


965. — Jak się wyrazi objętość piramidy, gdyby wzięto sferę za jedność 
objętości, koło wielkie za jedność powierzchni i jego promień za jedność linij ? 

934. — Wyrachować promień wewnętrzny rurki szklannej walcowej, 
wiedząc że la rurka próżna waży 90 grammów, a zaś 200 grammów gdy 
wprowadzono do niej kolumnę merkuryuszu wysokości 9 centyme!rów. 
(Gęstość merkuryuszu jest 13,568.) 
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965, — Aby wyciągnąć wolę ze studni, użyto pompy której rura ma 
średnicę wewnętrzną d, a jej Пок przebiega drogę h. Średnica studni jest D, 
a H glębokość wody. Po ilu razach poruszeń tłoku stadnia będzie próżna? 

966. — Jeśli w półkole wpisano półwielokat foremny parzystej liczby 
boków, i opisano na niem półwielokat podobny, powierzchnia sfery utwo- 
гопа obrotem półkoła około jego średnicy jest średnia proporcyonalna mię- 
dzy powierzchniami utworzonemi przez dwa półwielokąty. 

967. — Stożek obrotowy jest wpisany w walec obrotowy. Przeciąć całą 
figurę płasczyzną równoległa do podstawy tak, żeby powierzchnie pnia 
stożka i walca tej samej wysokości były równowarte. 

968. — Wpisać w sferę stożek prosty któregoby powierzchnia wypukła 
była równowarta powierzchni krymki sferycznej mającej ze stożkiem spólną 
podstawę. 

969. — Wpisać w sferę walec prosty któregoby summa dwóch podstaw 
była równowaria jego powierzchni wypukłej. 

970. — Stożek równoboczny jest wpisany w sferę; wyznaczyć między 
jakiemi granicami może się zmieniać różnica przecięć tych dwóch figur 
przez płasczyznę równolegla do podstawy stożka. 


соъ 971. — Powierzchnia obrotowa, utworzona przez 

rę fi TSE linię płaską ACFE symetryczną względem prostej 

АС і BL: ув AF, około osi ХҮ równoległej do AF, ma za miarę 

IN BZ y| wieloczyn z długości linii tworzącej przez okrąg 

x | ЕЕ. (x nakreślony środkiem ciężkości który leży па osi 
А.В С MEF 


symetryi AF. 


972. — Objętość utworzona przez powierzchnię płaska ACFI, syme- 
tryczną względem prostej AF, ma za miarę wieloczyn z powierzchni tworzącej 
przez okrąg nakreś ony środkiem ciężkości który leży na osi symetryi AF. 


Te dwa twierdzenia są szczególnym przypadkiem sławnego twierdzenia 
GULDINA które już było znane Starożytnym. 


973. — Środki ścian wielościanu foremnego sa wierzchołkami innego 
wielościanu foremnego, sprzężonego z pierwszym. 


Wierzchołki wielościanu foremnego są środkami ścian innego wielościanu 
foremnego, sprzężonego z pierwszym. 


974. — Środki krawędzi czworościanu foremnego są wierzchołkami 
ośmiościanu foremnego. 


975. — W każdy sześcian można wpisać czworościan foremny, którego 
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wierzchołki i krawędzie należą do wierzchołków sześcianu i do przekątnych 
jego ścian. 

976. — W każdy dwunastościan foremny można wpisać sześcian którego 
wierzchołki i krawędzie należą do wierzchołków tego dwunastościanu i do 
przekątnych jego ścian. 

UwAGA. — Można tym sposobem wpisać 5 sześcianów w dwunastościan 
foremny. 


977. — Na danej sferze wykreślić cztery koła równe i styczne między 
sobą. 

Biorąc te koła za podstawy czierech stożków równych i stycznych do 
sfery, wyrachować objętość całej figury. 


978. — Wyrachować objętość utworzoną obrotem pięciokata foremnego 
około jednego z boków. 


979. — Litr do mierzenia rzeczy sypkich jest walcem obrotowym którego 
wysokość równa się średnicy podstawy, a objętość zawiera 1 decymetr sześ- 
cienny. Jakie są rozmiary lego naczynia ? 


980. — Poprowadzić równoległę do podstawy trójkąta tak, żeby obję- 
tości utworzone przez dwie części trójkąta obracającego się około tej równo- 
ległej były równowarie. 


981. — Przeciąć trójkąt ARG sieczną AD tak, żeby objętości utworzone 


obrotem dwóch części ADB i ADC, około osi ХҮ danej na ich płasczyznie, 
były równowarte. 


982. — W stosie trójkalnym kul poprowadzono płasczyzny styczne które 
zamykają ten stos w czworościan foremny. Wyrachować stosunek między 
częścią pełną i częścią próżną tego czworościanu. 

983. — Gdy półokrąg. podzielony na 3 równe części, obraca się około 
swej średnicy, wtedy : 1° Sirefa utworzona przez luk środkowy równa się 
summie stref skrajnych. 2° Wycinek sferyczny mający strefę środkową za 
podstawę równa się sammie dwóch innych. 3° Odcinek sleryczny środkowy 


11 
jest т *ummy objętości dwóch krymek przyległych. 
984. — Jaka jest krymka sferyczna zawierająca objętość maximum pod 


ta sama powierzchnia? I na odwrót, jaka jest krymka sferyczna mająca 
powierzchnię minimum z tasamą objętością ? 


985. — W trójkącie sferycznym kąt A —=6079/507, 1: =75740/207, 
C = 509307307 ; promień sfery 005. Znaleźć powierzchnię S na mniej niż 
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1 millim. kwad. błędu. (Działając za pomocą logarytnów powinno się 
otrzymać 5 = 0,0003495...) 

986. — Dwa trójkąty sferyczne są równowarie gdy ich trójkąty biegu- 
nowe mają ten sam obwód ; i nawzajem. 


987. — Jeśli weźmiemy kat prosty za jedność katów i trójkąt trójprosto- 
Ка!пу za jedność powierzchni, powierzchnia wielokąta sferycznego wypu- 
kłego wyrazi się przez liczbę ц mniej obwód wielokąta biegunowego. 


988. — Ze wszystkich trójkatów sferycznych mających dwa boki dane, 
trójkąt powierzchni maximum jest ten w którym kat zawarty między temi 
bokami jest równy summie dwóch ipnych kątów. 


989. — Ze wszystkich trójkątów sferycznych równoobwodowych i równej 
podstawy, trójkąt równoramienny jest maximum. 

990. — Podzielić trójkąt sferyczny na dwie części będące w stosunku 
danym ; prowadząc łuk koła wielkiego przez jeden wierzckolek. 


991. — Wyrachować katy trójkata sferycznego, wiedząc że sa propor- 
cyonalne do liczb 1, 2, 3, i że powierzchnia tego trójkąta jest ćwiercią trój- 
kata trójprostokątnego. 

992. — Wykreślić ukośnik sferyczny równowarty danemu trójkątowi 
sferycznemu. 


993. — Wykreślić trójkat sferyczny znając jego powierzchnię, wielkość 
i położenie jednego kata, i punkt przez który ma przechodzić bok prze- 
ciwłegły. 

994. — Zamienić wielokąt sferyczny na trójkąt sferyczny równowarty. 

995. — Znaleźć promień R sfery złotej wartającej 100zł; wiedząc że cię- 
żar gatunkowy złota jest 19,258, a 1 gram złota kosztuje 52,166. 

Odp. R = 6,24 millimetrów. 

996. — Wpisać w daną sferę graniaston trójkątny foremny mający obję- 
tość największą możebną. 

997. — W dany stożek kołowy prosty wpisać walec danej powierzchni. 
Maximum tej powierzchni. 

998. — W daną sferę wpisać stożek prosty mający powierzchnię wypukła 
maximum. 


999. — Znając trzy objętości, utworzone obrotem trójkąta około każdego 
ze trzech boków, wyrachować te boki. 
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1000. — Około którego ze trzech boków trzeba obrócić trójkąt żeby ntwo- 
rzył objętość największą możebna ? 


1001. — Przypuszczając że ziemia jest sfera, wyraclować jej powierz - 
chnię, objętość i clężar, wiedząc że promień ziemi ma 1232 mil. a jej 
gęstość jest 4,5 jako okazał CAVENDISH. 

1002. — Przypuszczając że słońce i księżyc sa sferami, i wiedząc że 
słońce jest 65 milionów razy większe od księżyca; w jakim stosunku sa 
odległości środków tych dwóch ciał od środka ziemi ? gdy je widzimy z po- 
wierzchni ziemi pod tym samym kątem, to jest, gdy ich średnice pozorne są 
równe. 

1003. — Promienie ziemi, księżyca i słońca sa proporcyonalne do liczb 


< 


7 
1, 100? 110. Wyrachować powierzchnię i objętość księżyca i słońca w sto- 


sunku do powierzchni i objętości ziemi. 

1004. — Przeciąć sferę płasczyzna taką, żeby powierzchnia przecięcia 
była równowarta różnicy dwóch krymek sferycznych na które ta płasczyzna 
rozdziela sferę. 

1005. — Przeciąć sferę płasczyzną taką, żeby powierzchnia wielkiego kola 
była średnią proporcyonalną między dwiema krymkami wyznaczonemi przez 
tẹ plasczyznę. 

1006. — Przeciąć sferę płasczyzną taka, żeby powierzchnia przecięcia 
była równa różnicy dwóch stref które ta płasczyzna wyznacza. 

1007. — Przeciąć sferę dwiema płasczyznami równo oddalonemi od 
środka sfery, tak żeby summa powierzchni dwóch przecięć była równa strefie 
zawartej między temi płasczyznami. 

1008. — Przeciąć sferę płasczyzną taką, żeby podzieliła na dwie równe 
części wycinek sferyczny, mający za podstawę mniejszą z dwóch krymęk 
sferycznych które ta płasczyzna wyznacza. 

1009. — W daną sferę wpisać walec któregoby powierzchnia cała była 
największa możebna. 


1010. — W daną sferę wpisać stożek prosty któregoby powierzchnia cała 
byla największa możebna. 


1011. — Wpisać w sferę stożek któregoby powierzchnia boczna była 
równowarta powierzchni krymki sferycznej przyległej. 


1012. — Wyznaczyć kąt poludników Paryża i Londynu, wiedząc że wrze- 
cienie ziemskie które tworzą zawiera 3367 miryametrów kwadratowych, 
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1013. — Podzielić sferę na dwa odcinki w stosunku m: л, przez płas- 
czyznę prostopadła do danej średnicy. 

1014. — Wpisać w sferę stożek równowarty odcinkowi sferycznemu 
przyległemu. 

1015. — Wpisać w półsferze walec największy możebny. 

1046. — Wpisać w półsferze walec taki, żeby krymka sferyczna stojąca 
na podstawie wyższej była jego trzecią częścią. 

1017. — Jakie powinno być położenie trójkata АВС, żeby, mając wierz- 
chołek A na osi leżącej na jego płasczyznie, utworzył swoim obrotem około 
tej osi objętość największą możebną ? 

1018. — Na danej sferze opisać stożek któregoby powierzchnia cała 
równała się danemu kołu ха2. 

1019. — Jakie położenie powinien mieć kwadrat żeby, obrotem swoim 
około osi która przechodzi przez jeden z jego wierzchołków i leży na jego 
płasczyznie, utworzył óbjętość największa możebną ? 

1020. — Znaleźć na kierunku średnicy półkoła AB, punkt J’ taki żeby, 
poprowadziwszy stycznę BM, objętość utworzona obrotem całej figury około 
tej średnicy miała wielkość daną ra”. 


1021. — To samo, żeby objętość utworzona obrotem figury AMP albo 
BMP, równała się ćwierci objętości sfery. 

To samo, żeby powierzchnie utworzone przez łuk AM i przez stycznę PM 
były w stosunku danym. 


1022. — Sa dane dwa koła О, О/; znaleźć na linii środków OAA'O', punki 
P taki żeby, poprowadziwszy styczne PG i PC’ do tych kół, i obracając 
całą figurę około linii środków jako osi, summa dwóch stref utworzonych 
przez łuki AC i A/C! była największa możebna. 


1023. Podzielić strefę w stosunku średnim i skrajnym płasczyzna równo- 
legła do jej podstaw. 
1024. — Podzielić sferę w stosunku średnim iskrajnymsferą spółśrodkową. 


1025. — Znaleźć maximum objętości walca obrotowego którego powierz- 
chnia cała jest dana. 


1026. — Znaleźć maximum objętości stożka obrotowego którego po- 
wierzchnia cała jest dana, 


4027. — Znaleźć objętość utworzona obrotem połowy dziesięciokata fore- 
mnego około jednej z jego średnic. 


1028. — Przeciąć sferę płasczyzna tak, żeby powierzchnia stożka opisa- 


http://rcin.org.pl 


ZADANIA. 691 


nego wedle okręgu przecięcia, więcej m razy powierzchnia krymki sfery- 
cznej zawartej w tym stożku, równała się danej powierzchni koła. 

1029. — Podzielić powierzchnię sf ry w stosunku średnim i skrajnym, 
płasczyzną prostopadłą do danej średnicy. 

1030. — Wyrachować promienie podstaw pnia stożka prostego wpisanego 
w daną sferę, znając objętość i wysokość tego pnia. 

1031. — Wyrachować powierzchnię wypukłą, powierzchnię całą i obję- 
tość stożka równobocznego w funkcyi jego boku. Na јака wartość tego boku 


powierzchnia cała stożka równa się metrowi kwadratowemu a jego objętość 
metrowi sześciennemu? 


1032. — Podzielić powierzehnię boczna stożka obrotowego na n części 
równych. 


1033. — W dany stożek wpisać walec danej objętości, ' 
Na danym walcu opis:ć stożek danej objętości. 
Dyskutować możebność tych dwóch zagadnień. 


1034. — Jaka jest objętość maximum stożka obrotowego którego bok 
jest dany ? 


1035. — W ciecz, której ciężar gatunkowy jest d, zanurzono pień stożka 
obrotowego mającego gęstość 2; promienie podstaw pnia sa R i r, a wyso- 
kość h. Wyrachować wysokość części zanurzonej i promień przecięcia 
wyznaczonego przez powierzchnię pozioma cieczy. 


1035. — Wyrachować promienie podstaw stożka obrotowego, znając 
wysokość, bok i powierzchnię albo objętość tego stożka. 

1057. — Jaki jest stosunek objętości utworzonych przez równoległobok 
obracający się kolejno około dwóch boków przyległych ? 

1038. — Znaleźć promień sfery opisanej na piramidzie trójkątnej której 
jeden z kątów wójściennych jest trójprostokatny. | 

1039. — Wyrachować promienie podstaw pnia stożka obrotowego którego 
wiadome są : wysokość, bok i powierzchnia albo objętość. 

1040. — Strefa, która dwie dane sfery spółśrodkowe przejmują na sferze 
zmiennej przechodzącej przez ich środek, jest stała. 

1041. — Wyznaczyć na danej sferze krymkę sferyczną, którejby powierz- 


chnia była podwójną powierzchni utworzonej przez cięciwę łuku rodzącego 
tej krymki. 


1042. — Znając długość osi kotła walcowezo zakończonego półsferzami, wy- 
znaczyć rozmiary części walcowej tak, żeby objętość kota była równa danej, 
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1043. — Jeśli z każdego wierzchołka równoległościanu јако środka, 
opisano sfery równe, te wszystkie sfery wzięte razem przejmują część obję- 
tości równoległościanu równą jednej z nich. 

1044. — Objętość sześcianu jest równa sześć razy wziętej objętości ośmio- 
ścianu foremnego, który ma wierzchołki we środkach ścian sześcianu. 

1045. — Mając dane dwa trójkąty i punkt na ich płasczyznie, popro- 
wadzić przez ten punkt taka prostę żeby objętości utworzone przez dwa 
trójkąty, obracające się około tej prostej, były w stosunku danym. 

1046. — Znaleźć krawędź czworościanu foremnego, wiedząc że gdy 
objętość zwiększa się ilością v, krawędź zwiększa się ilością К. 


1047, — Objętość utworzona obrotem sześciokąta foremnego około boku 
jest równowaria sferze której średnica jest potrójną tego boku. 


s 1048. — Znaleźć wysokość strefy równowartej swym równym podstawom. 
1049. — Znaleźć promień sfery, wiedząc że jej objętość V powiększa się 
ilością © gdy promień К powiększa się ilością r. 
1050. -— Na sferze owloka podstaw trójkatów sferycznych, mających kąt 
spólny i ten sam obwód, jest koło. 


1 
1051. — Jeśli powierzchnia małego koła jest 5 powierzchni sfery na 


której leży, wtedy, średnica, boki kwadratu i trójkąta równobocznego wpi- 
sane w to koło sa krawędziami trzech wiełościanów foremnych : czworo- 
ścianu, sześcianu i ośmiościane, wpisanych w tę sferę. 


1 
1052. — Jeśli powierzchnia małego koła jest 5 powierzchni sfery na 


której leży, wtedy boki dwóch pięciokatów foremnych wpisanych w to koło 
są krawędziami: 1° dwóch dwaudziestościanów foremnych, wypukłego i 
gwiazdzistego; 2° dwóch dwadziestościanów foremnych gwiaździstych 
z kątami pięciościennemi. 


1058. — W każdym z dwóch dwudziestożcianów foremnych krawędzie 
przecinają się, ро trzy, w dwudziestu punktach, ktore ва wierzchołkami 
dwóch dwunastościanów foremnych z katami trójściennemi, wypukłego 
i gwiaździstego. 


1054. — Wiedząc że ciężar jednego decymelra sześciennego żelaza lanego 
jest 75,2 wyrachować, z największem przybliżeniem możebnem, średnicę 
kuli ważącej 12 kilogr. 
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Widzieliśmy na początku księgi VIII że płasczyzna, powierzchnie 
walcowa i stożkowa, powierzchnie obrotowe są miejscem poło- 
żeń linij prostych albo krzywych, zwanych liniami rodzacemi 
które się posuwają w przestrzeni opierając się na innych liniach, 
mianowanych kierownicami. 

Zogólniając to wyobrażenie, łatwo pojmujemy że 

Wszelka powierzchnia jest miejscem geometrycznem położeń linii 
rodzącej , która się porusza w przestrzeni, sposobem ciagłym, zmie- 
niajac nawet kształt jeśli trzeba, wedle ustawy wyznaczonej. 

Do tego cośmy już powiedzieli o powierzchniach obrotowych, 
dodajemy tylko że te powierzchnie biora nazwisko od krzywych 
południkowych które są ich liniami rodzącemi. 

I tak, powierzchnia utworzona obrotem ellipsy około jednej 
z dwóch osi nazywa się ELLIPSOIDĄ OBROTOWĄ. 

Ellipsoida obrotowa jest przydłużona albo spłasczona według 
jak ellipsa rodząca obraca się około wielkiej osi albo około małej. 

Powierzchnia ziemi ma kształt ellipsoidy obrotowej trochę 
spłasczonej przy biegunach. 

Nazywają także ziemię i inne planety s/eroidami. 

Powierzchnia utworzona obrotem hiperboli około osi ognisko- 
wej nazywa się HIPERROLOIDA OBROTOWA 0 dwóch płachtach. 

Powierzchnia utworzona obrotem hiperboli około osi urojonej 
(niepoprzecznej) nazywa się HIPERBOLOIDĄ OBROTOWA o jednej 
płachcie. 

һ5 
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Powierzchnia utworzona obrotem paraboli około osi nazywa 
się PARABOLOIDĄ OBROTOWĄ. 


ш 
Powierzchnie mające linię prostą za linię rodzącą, nazwano 
PROSTORODNENI. 


Trzy linie jakiekolwiek A, B, C, wzięte za kierownice wyznaczają 
powierzchnię prostorodną. É l 


B Jakoż, niech będzie jakikolwiek 
punktM na linii A ; można zawsze 
wyobrazić dwa stożki mające ten 
punkt za wierzchołek i linie Bi © 


za kierownice. 


X Ogólnie mówiąc, te dwa stożki 
przecinają się wedle jednej albo kilku krawędzi, jako MNP, które 
przechodzą przez spólny wierzchołek M, i opierają się na kierowni- 
cach B i С. Owoż, gdy punkt M posuwa się po linii A, punkta N 
i P posuwają się po liniach B i C; więc linia prosta MNP 
tworzy powierzchnię wyznaczoną. 


Z tego twierdzenia wynika że wszelka powierzchnia prostorodna 
może być uważana jako mająca za kierownice trzy pewne 
linie A, В, С; bo oczywiście można wziąć za kierownice trzy 
jakiekolwiek linie leżące na tej powierzchni, które spotykają 
wszystkie jej rodzące prostolinijne. 

Można zastąpić kierownice prostolinijne albo krzywolinijne 
przez powierzchnie na których muszą leżeć linie rodzące, albo 
przez płasczyzny do których linie rodzące muszą zostawać równo- 
ległemi. Те płasczyzny biorą wtedy nazwisko płasczyzn kiero- 
wniczych. 

Powierzchnie prostorodne nazywają się rozwzjalnemi, jeśli się 
mogą rozpościerać na płasczyznie bez rozdarcia ani fałdów. 

Wszystkie inne powierzchnie prostorodne nie rozwijalne na- 
zywają sie ogólnie powierzchniami skośnemi, 

Powierzchnie walcowa i stożkowa są najprostszym przykładem 
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powierzchni rozwijalnych. Jakoż, uważając дотепно Wal. 
cową jako granicę powierzchni bocznej graniastonu, którego 
krawędzie boczne po sobie idące są nieskończenie do siebie zbli- 
żone, otwórzmy ją wedle jednej z tych krawędzi; ponieważ dwie 
krawędzie sąsiednie są na tej samej płasczyznie, można, obra- 
cając około spólnej krawędzi, sprowadzić płasczyznę pierwszej 
ściany na płasczyznę drugiej; potem płasczyznę dwóch pierwszych 
scian na płasczyznę trzeciej; i tak dalej. 

Podobne rozumowanie stosuje się do powierzchni stożkowej. 


Powierzchnie rozwijalne są rozmaite. Miejsce geometryczne 
stycznych do danej krzywej skośnej (linia o dwóch krzywiznach) 
Jest powierzchnią rozwijalną. Dowodzi się tego, uważając kr 
skośnąjako granicę wielokąta skośnego, w którym kierunki boków 
nieskończenie malejących dążą do stycznych tej krzywej. Taka 
powierzchnia składa sięz dwóch różnych części, przedzielonych tą 
krzywą skośną której sławny Monee dał imie krawędzi zwrotu (*). 

Między powierzchniami skośnemi najznamienitsze są : 

Hiperboloida o jednej płachcie, mająca za kierownice trzy linie 
proste nie równoległe do jednej płasczyzny. 

Powierzchnia utworzona obrotem linii prostej około osi nie 
leżącej na jej płasczyznie jest hiperboloidąa o jednej płachcie. 

Paraboloida hiperboliczna, albo płasczyzna spaczona, którama za 
kierownice trzy linie proste równoległe do jednej płasczyzny, albo 
ogólniej, dwie linie proste za kierownice i płasczyznę kierowniczą. 

Walec skośny, który ma dwie linie krzywe za kierownice i płas- 
czyznę kierowniczą. 

Stożkowiec, mający linię prostą i linię krzywą za kierownice i 
płasczyznę kierowniczą. 


Stożkowiee jest prosty gdy kierownica prostolinijna jest prosto- 
(*) Można dowieśdź że każda powierzchnia rozwijalna ma swoją krawędź 
zwrotu. Walec i stożek zdają się być wyjątkiem; ale ten wyjątek usunie się, jeśli 


będziemy uważali że w stożku krawędzią zwrotu jest punkt, wierzchołek stożka, 
a zaś w walcu krawędzią zwrotu jest linia prosta w nieskończoności. 
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padła do płasczyzny kierowniczej ; wtedy ta kierownica nazywa 
się osią stożkowca. Powierzchnia spodnia kręconych schodów 
jest takim stożkowcem który się nazywa helicoida skośna. 
Własności tych wszystkich powierzchni są przedmiotem GEO- 
METRYI ANALITYCZNEJ I GEOMETRYI OPISUJĄCEJ, do których odsyłamy. 


TWIERDZENIE 1. 


Miejscem stycznych poprowadzonych przez jeden punkt powierz- 
chni, do różnych krzywych które na niej przez ten punkt przechodzą, 
jest płasczyzna. 


Niech będzie dany punkt M na po- 
wierzchni której rodzącą w tym punk- 
cie jest linia LMR. Poprowadźmy przez 
punkt M dwie jakiekolwiek krzywe MA 
i МВ па powierzchni, i niech będą MT, 

. MS, MU styczne do tych trzech linij. 
Możemy uważać linie MA i MB jako kierownice danej powierz- 
chni utworzonej przez linię LR, która zmienia swoje położenie i 
nawet kształt, jeśli trzeba. Niech będzie L'R' położenie linii rodzą- 
cej dostatecznie zbliżone do LR, lak żeby przecinało linie МА i MB 
w punktach Ni P. Poprowadźmy cięciwy MN, MP, ХР, Te trzy 
proste są ciągle na jednej płasczyznie, jakkolwiek blizko linia 
L'R' dosięga do LR. Owoż, gdy L'R' schodzi się z LR, punkta 
Ni P jednoczą się w punkcie M, i sieczne MN, MP stają się 
stycznemi MS, MU; więc, jeśli sieczna NP staje się styczną MT do 
MR, co zawsze ma miejsce byle punkt M nie był punktem osob//- 
wym, wtedy trzy styczne MS, MT, MU leżą na jednej płasczyznie. 
Alekrzywa MA jest jakakolwiek ; ztąd wynikaże wszystkie styczne 
w pnnkcie M do linij leżących na powierzchni są na jednej 
płasczyznie. 


Płasczyzna, będąca miejscem stycznych do linij które na po- 
wierzchni przez dany punkt poprowadzić można, nazywa się 
płasczyzną styczną do powierzchni w tym punkcie. 
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Uwaca. — Powyższe twierdzenie, jakośmy zastrzegli, może 
nie być prawdziwe gdy dany punkt M jest osobliwy, jako na przy- 
kład wierzchołek stożka. W tym punkcie, miejscem stycznych 
nie jest płasczyzna, ale sema powierzchnia stożkowa. Ta okolicz- 
ność zdarza się także przy biegunie powierzchni obrotowej, jeśli 
linia południkowa spotyka oś pod kątem nie prostym. Jednakże, 
gdy jest dana linia na stożku przechodząca przez jego wierzcho- 
łek, wtedy płasczyzna styczna do stożka w każdym punkcie tej 
linii jest wyznaczona; a więc także wyznaczona w punkcie który 
przypada w wierzchołku tego stożka. 


WNIOSEK I. — Aby otrzymać płasczyznę styczną do powierchni 
w danym punkcie, dość poprowadzić, przez ten punkt, styczne 
do dwóch jakichkolwiek linij nakreślonych na tej powierzchni. 
Jeśli powierzchnia jest prostorodna, ponieważ linia rodząca, jako 
prosta, jest sama swoją styczną, trzeba tylko poszukać drugiej 
stycznej w danym punkcie aby mieć płasczyznę styczną. 


ll. — Cdy się dwie powierzchnie przecinają, styczna do tego 


przecięcia w danym punkcie jest przecięciem płasczyzn stycznych 
w tym punkcie. 

Zatem, jeśli chcemy mieć stycznę do przecięcia jakiejkolwiek 
powierzchni z płasczyzną w danym punkcie, prowadzimy do po- 
wierzchni w tym punkcie płasczyznę styczną, której przecięcie 
z daną płasczyzną wyznacza szukaną stycznę. 


OKREŚLENIE. — Normalna do powierzchni w punkcie M jest 
prostopadła do płasczyzny stycznej w tym punkcie. 


"TWIERDZENIE LI. 


Płasczyzna styczna MN do powierzchni rozwijalnej w danym 


punkcie A jest styczna wzdłuż całej linii rodzacej AB która prze- 
chodzi przez ten punkt. 


Przez punkt P linii rodzącej AB, która przechodzi przez dany 
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punkt A, poprowadźmy jakakolwiek krzywę PD na powierzchni 
i stycznę PQ do tej krzywej. . 

Ponieważ płasczyzna MN, styczna 
w punkcie A do powierzchni, zawiera 
linię rodzącą AB, dość będzie okazać 
że styczna PQ leży na tej płasczyznie. 
Owoż, przez punkt A poprowadźmy 
na powierzchni dowolną krzywę АС 
której styczna AT będzie oczywiście 
na płasczyznie MN, i uważajmy poło- 
żenie А'Р' linii rodzącej nieskończe- 
nie blizkie położenia AP. Proste AP i A'P' leżą na jednej płas- 
czyznie, bo powierzchnia jest rozwijalna; zatem sieczne AA' 
i PP' są na tej samej płasczyznie. A że, gdy prosta A'P' 
schodzi się z AP, sieczne AA’ i РР’ stają się stycznemi ATi PQ, 
więc te styczne są obie na płasczyznie MN która dlatego jest 
płasczyzną styczną wzdłuż całej krawędzi AB. 


N 


WNIOSEK. — Płasczyzna styczna do walca albo do stożka w da- 
nym punkcie jest styczna wzdłuż krawędzi przechodzącej przez 
ten punkt. 


UwAGA. — Płasczyzna styczna do powierzchni skośnej w danym 
punkcie zawiera linię rodzącą która przez ten punkt przechodzi, 
ale nie jest styczna wzdłuż tej całej linii; bo w takiej powierzchni 
dwa położenia sąsiednie linii rodzącej, jakkolwiek blizkie, nie sa 
nigdy na jednej płasczyznie. 


TWIERDZENIE Ш. 


Płosczyzna styczna do powierzchni obrotowej jest prostopadła do 
płasczyzny południka przechodzącego przez punkt zetknięcia. 


Jakoż, płasczyzna styczna do powierzchni obrotowej w pun- 
kcie M zawiera stycznę MS do południka AMB, i stycznę MT do 
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równoleżnika OM. Owoż, płasczyzny południka i równoleżnika 
są do siebie prostopadłe, i styczna MT, 
prostopadła do promienia OM, jest 
prostopadła do płasczyzny południka 
AMB ; więc płasczyzna styczna do po- 
wierzchni obrotowej jest prostopadła 
do płasczyzny południka w punkcie 
zetknięcia. 


WNIOSEK. — Normalna MN do po- 
wierzchni obrotowej leży napłasczyznie 
południka punktu zetknięcia, i spotyka oś w punkcie N który 
jest spodkiem wszystkich normalnych odpowiedających pun- 
Кот zetknięcia na jednym równoleżniku. Ztąd wynika że: 


Normalne do powierzchni obrotowej, w punktach jednego równo- 
leżnika, tworzą stożek obrotowy mający wierzchołek w punkcie N 
osi powierzchni. 

Styczne do południków w punktach jednego równoleżnika tworzą 
także stożek obrotowy mający wierzchołek w punkcie $ osi po- 
wierzchni, 

Kat NMS, który mierzy w punkcie M kąt płasczyzn stycznych 
do dwóch powyższych stożków, jest prosty ; więc powierzchnie 
tych stożków są prostokątne. 


PRZECIĘCIA STOŻKOWE. 


TWIERDZENIE IV. 
Przecięcie stożka kołowego prostego przez płasczyznę jest ellipsą 
albo hiperbola albo parabola. 


Niech będzie AM linia krzywa wyznaczona na stożku obro- 
towym S przez płasczyznę sieczną jakakolwiek. Poprowadźmy 
przez oś 80 płasczyznę SOA prostopadłą do płasczyzny linii krzy- 
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wej AM; ta płasczyzna południkowa przetnie płasczyznę sieczną 


wedle prostej AP, a zaś stożek wedle dwóch linij rodzących SN 
i SN', których kąt NSN’ nazywa się katem stożka. Ро czem, wpisz- 
my w stożek sferę styczną do płasczyzny siecznej ; albo, co to samo, 
na płasczyznie południkowej NSN' wpiszmy w kątstożka okrąg BCF 
styczny wewnętrznie do prostej AP, і obróćmy całkiem tę płas- 
czyznę około osi 50. W tym obrocie, krawędź SN utworzy daną 
powierzchnię stożkową, a zaś okrąg BCF utworzy sferę, która 
będzie styczna do tej powierzchni wedle równoleżnika BKC 
i styczna do płasczyzny siecznej w punkcie F. 

Uważajmy teraz jakikolwiek punkt M przecięcia AM, i popro- 
wadźmy przez M płasczyznę DME równoległą do podstawy NLN“ 
stożka ; ta płasczyzna przetnie płasczyznę sieczną wedle prostej MP 
prostopadłej do AP. Po czem, przedłużmy prostę AP i średnicę 
BC równoleżnika aż do spotania G, i na płasczyznie siecznej wy- 
prowadźmy prostopadłę GH do AP; nakoniec, połączmy MF, 
i spuśćmy prostopadłę MH na GH. Chodzi teraz o to aby znaleźć 

3 MF 
wartość stosunku NH 

Owoż, jeśli poprowadzimy linię rodzącą SM która spolka w K 
równoleżnik ВС, będzie МЕ = МК == DB; a zaś МН = PG. 
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Zate ——— = ——, 
item ИН PG 


Ale dwa trójkąty podobne ABG, ADP dają 


' MF АВ 
Więc M AG 

Ostatnie równanie pokazuje że, na płasczyznie siecznej AMP, 
odległości MF i MH jakiegokolwiek punktu M krzywej AM od 
punktu stałego F i od prostej stałej GH są w stosunku stałym; 
więc przecięcie stożkowe AM jest еШрѕа albo hiperbolą albo 
parabola (IV, 35), mającą punkt Е za ognisko i prostę GH za 
kierownicę. 


+; АВ у. A 6 
Jeśli AG <1, w trójkącie ABG kąt G jest mniejszy od kąta ABG 


i temsamem mniejszy od spełnienia kąta BCE; wtedy proste AP 
i SE przecinają się na płachcie SNLN' stożka, to jest, płasczyzna 
sieczna AMP spotyka wszystkie położenia linii rodzącej SM. 
Więc w tym przypadku przecięcie stożkowe AM jest linia zam- 
kniętą która się nazywa ellipsa. 


Jeśli żę > 1, Ка! AGB jest większy od kata ABG i temsamem 


większy od spełnienia kata BCE; wtedy prosta AP spotyka prze- 
dłużenie krawędzi SE, to jest, płasczyzna sieczna AMP przecina 
obie płachty stożka. Więc w tym przypadku przecięcie stożkowe 
składa się z dwóch części oddzielnych i nieskończenie rozległych 
które stanowia hżperbołę. 


п. АВ > Р ER 
Jeśli С = 1, kąt AGB, równy katowi ABG, jest spełnieniem 
Au 


kąta BCE ; wtedy proste AP i SE są równoległe. To pokazuje że 
płasczyzna sieczna AMP spotyka wszystkie linie rodzące stożka 
prócz jednej SE, Więc w tym przypadku przecięcie stożkowe AM 
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jest linią krzywą otwartą, rozciągającą się nieskończenie na awie 
strony, która się nazywa parabola. 

JWAGA. — Jeśli płasczyzna sieczna AM przestaje być styczną 
do sfery wpisanej w stożek i przecina ją wedle pewnego koła, 
wtedy odległość MF, zawsze równa odległości MK, jest styczna 
do tego koła. Powtarzając powyższe rozumowanie, łatwo znajdu- 
jemy następujące twierdzenie : 


Miejscem punktów, z których poprowadzone styczne do koła sta- 
tego zostają z odległościami tych punktów od prostej stałej w sto- 
sunku stałym, jest linia stożkowa. 


ZAGADNIENIE, 
Umieścić daną ellipse, albo hiperbolę, albo parabole, na danym 
stożku obrotowym. 
Przypuśćmy zagadnienie rozwiązane, i niech będzie : 


1° Ellipsa+AMA' umieszczona na stożku obrotowym mającym 


kąt S=28. Sama figura jasno pokazuje że na płasczyznie ellipsy, 
ślad AA’ płasczyzny południkowej prostopadłej jest wielka оза 
tej ellipsy ; ogniskami są punkta F i F' w których koła, wpisane О 
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i zawpisane (', dotykaję wielkiej osi, a kierownicami prostopadłe 
GH i GH' do tej osi. 
Ztąd wynika że AF' = AD; ale DL = ЕА' = A'F'. 
МЕ AB AL c 


Zatem ALEF aż RF ле ме 

Więc w trójkącie А АТ, wiadome są dwa boki АА’, AL, i kat L 
jako dopełnienie połowy kąta S stożka. Tym sposobem zadane 
zagadnienie przywodzi się do zbudowania trójkąta którego znane 
są dwa boki i kąt przeciwległy jednemu z nich. A ponieważ dany 
kąt ALA" jest przeciwległy większemu 2 dwóch danych boków, 
trójkąt jest zawsze możebny i wyznaczony. Zbudowawszy ten 
trójkąt, wyprowadzi się ze środka boku LA', prostopadłę która 
przetnie prostę LA w punkcie S; tak że powierzchnia stożkowa, 
utworzona obrotem prostej 51, około tej prostopadłej, będzie 
równa danej, i płasczyzna poprowadzona wedle AA”, prostopadle 
do płasczyzny trójkąta AA'L, przetnie tę powierzchnię wedle 
danej ellipsy. Więc można zawsze umieścić daną ellipse na danym 
stożku obrotowym. 


2° Dana hiperbola jest umieszczona na danym stożku obroto- 
A JA wym. Figura pokazuje że w trójkącie ААЛ, 
s wiadome są : oś poprzeczna АА’ = 2a, od- 
U Pi x Ph ў ległość ogniskowa ВЕ’ = AL = 2с, і kąt 
Кы әй L jako dopełnienie połowy kąta S = 28. 
79 А że ten kąt jest przeciwległy mniejszemu 

z dwóch boków, zagadnienie może mieć 
dwa rozwiązania albo tylko jedno, a nawet 
nie mieć żadnego. Możebność zagadnienia 
wymaga żeby bok AA' nie był mniejszy 
A od prostopadłej spuszczonej zwierzchołka A 
“з па bok LA'. Za pomocą trygonometryi, 
wielkość tej prostopadłej wyraża się przez 
\ 2ewst L = %c dos $; zatem trzeba żeby było 


р, Г 2a > 2с 05 В albo 2 > dosf. 


3) = 
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Owoż, odnosząc się do figury na stronicy 301, i oznaczając 
przez 29 kąt nie.naltycznych, mamy dos 9 = -; jeśli podsta- 
wimy tę wartość, będzie 

dos 9 >> 06; 
zkąd, uważając że kąty 01 są ostre, wynika 
0<8 albo 20< 96. 


Więc, żeby na danym stożku obrotowym można umieścić dana 
hiperbolę, trzeba żeby kąt niemaltycznych, zawierający tę krzywę, 
nie przewyższał kąta stożka. 


3° Niech będzie parabola AM umieszczona na danym stożku 


Mamy AB = AG = AF, i widzimy łatwo że promień ОА koła 
stycznego O jest dwójsieczną kąta BAF. Więc trójkąt prosto- 
Ка!пу ABO, w którym wiadomy jest bok AB jako połowa para- 
metru danej paraboli, i kąt BAO jako dopełnienie połowy kąta S 
stożka, jest wyznaczony. Zbudowawszy go, wyprowadzi się 
prostopadłę OS do ОА ; powierzchnia stożkowa utworzona obro- 
tem prostej AS około OS będzie równa danej, i płasczyzna popro- 
wadzona prostopadle do płasczyzny trójkąta ABO, przez prostę 
AF która tworzy z prostą АО kat równy katowi ВАО, przełnie tę 
powierzchnię wedle danej paraboli. Można więc zawsze umieścić 
dana parabole na danym stożku obrotowym. 
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PRZECIĘCIE WALCOWE, — Jeśli wierzchołek stożka obrotowego 
oddala się w nieskończoność, wtedy stożek staje się walcem obro- 
towym. Więc przecięcie walca prostego o podstawie kołowej jest 
ellipsa. 


Mimo tego rozumowania które jest dostateczne, dobrze jest 
znać СОКЕ wprost. Niech będzie tedy przecięcie AM walca 
; obrotowego przez płasczyznę jakakolwiek. 

Aby okazać że ono jest ellipsą, nic łatwiej- 


af ш Je szego jak powtórzyć dowodzenie dane dla 
МТ а stożka; ale wskażemy jeszcze inne. W tym 


celu, poprowadźmy płasczyznę południko- 
wą BCED prostopadłą do płasczyzny siecz- 
nej AMA’, która ją przetnie wedle AA'; po- 
czem, wpiszmy w walec dwie sfery Oi 0', 
styczne do jego powierzchni wedle równo- 
leżników BKC, DK'E, i styczne do płas- 
j czyzny siecznej w punktach F, F’. Jeśli 

m d teraz, przez jakikolwiek punkt M krzywej 
AM, ПР promienie wodzące МЕ, МЕ”, i krawędź КК' 


walca, będzie К 
МЕ + МЕ' = МК + МК' = АА. 


Więc przecięcie AM walca obrotowego jest ellipsa która ma 
punkta F, F’ za ogniska, prostę AA” za oś wielką, i średnicę walca 


za oś mała. 


Ztąd wynika że, na każdym walcu obrotowym, można zawsze 
umieścić dana ellipse, byłe tylko jej oś mała była równa średnicy 
tego walca. 


UWAGA. — To co poprzedza jasno pokazuje że, Rzut prostokątny 
ellipsy, mającej osie АА! =2a i DE = 2b, na płasczyznie równoległej 
do małej osi i czyniącej z płasczyzną tej ellipsy kąt AA'H taki że 

HA’ 


b 
100% РЫ jest kołem średnicy 2b. 


dos AA'H = AN 
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Wzajemnicy tego twierdzenia, 


Rzut prostokątny koła na płasczyznie jest ellipsą której wielka oś jest 
równa jego średnicy, 


dowodzi się, nie można łatwiej, w geometryi analitycznej. 


TWIERDZENIE V. 


W stożku pochyłym o podstawie kołowej przecięcie przeciwrówno- 
legte do podstawy jest kołem. 


ө Е! R 

Niech będzie stożek pochyły SAB mający za podstawę koło 0. 
Nazywa się płasczyzna główna płasczyzna SAB prostopadła do 
podstawy stożka, i przechodząca przez prostę 80 która łączy 
jego wierzchołek ze środkiem podstawy. 

Płasczyzna sieczna CMD nazywa się przeciwrównoległą do pod- 
CD na tej płasczyznie jest przeciwrównoległy do śladu AB pod- 
stawy wględem kąta S. 


Wiemy że w stożku kołowym przecięcie równoległe do pod- 
stawy jest kołem; przypuśćmy że w stożku kołowym pochyłym 
SAB istnieje drugie przecięcie kołowe CMD nierównoległe do 
podstawy, i niech będzie RS ślad jego płasczyzny na płasczyznie 
podstawy. Ze środka O spuśćmy na RS prostopadłę ON która 
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spotka okrąg podstawy w punktach A, B; i poprowadźmy styczne 
AE, BF do podstawy, które będa równoległe do RS. Płasczyzny 
styczne SAE, SBF do stożka, będąc równoległe do RS (V, 16.), 
przecinają płasczyznę koła OMD wedle jego stycznych CH i DK 
które są równoległe do RS. Ztąd wynika że te dwie styczne 
CH i DK są równoległe między sobą i temsamem prostopadłe do 
QD; więc ślad RS jest prostopadły do prostej DN. To dowodzi że 
koła AB i CD są prostopadłe do tej samej płasczyzny przechodzą- 
cej przez ich środki i przez wierzchołek S stożka. 


Aby teraz wiedzieć pod jakim warunkiem przecięcie CMD jest 
kołem, przez jego punkt M poprowadźmy, równolegle do pod- 
stawy, płasczyznę A'B’ która przetnie stożek wedle koła A'MB', 
i płasczyznę przypuszczonego koła CMD wedle prostej MP pros- 
topadłej do płasczyzny głównej ASB. 

Owoż, koła CMD i A'MB' dają 


MP*—PC.PD i MP*—PA'.PR'; 


ztąd PC. PD= PA". РВ’. 


Więc, żeby przecięcie CMD było kołem, trzeba żeby jego ślad 
CD i ślad AB podstawy, na płasczyznie głównej SOA, były prze- 
ciwrównoległe względem kąta 8. Ten warunek konieczny jest 
dostateczny; bo prowadzi do równania MP*=PCQ.PD które 
pokazuje że przecięcie CMD jest kołem (II, 17, 3°). 


Ztąd wynika że, przez każdy punkt powierzchni stożka kołowego 
pochyłego, można zawsze poprowadzić dwa przecięcia kołowe, ale 
tylko dwa; jedno równoległe do podstawy, a drugie przeciwró- 
wnoległe. 


WNIOSEK [.—Dwa przecięcia stożka kołowego pochyłego, jedno ró- 
wnoległe a drugie przeciwrównoległe do podstawy, sa na jednej 
sferze. 


Albowiem, te dwa przecięcia kołowe są prostopadłe do płas- 
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czyzny na której leżą ich średnice AB i CD, a czworobok ABCD 


s jest wpisalny; więc koła AB i CD 
AM są na jednej sferze której wielkie 


koło przechodzi przez cztery punkta 
A, B, C, D. 


NAWZAJEM, przez dwa koła leżące 
na jednej sferze można zawsze popro- 
wadzić dwa stożki. 


Jakoż, przez środki dwóch kół da- 
nych na sferze, poprowadźmy płas- 
czyznę wielkiego koła, która będzie prostopadła do tych kół i 
przelnie je wedle średnic AB i CD. Owoż, jeśli poprowadzimy 
proste AD i BC, ich punkt spotkania S będzie wierzchołkiem 
stożka który ma za podstawę koło AB i przechodzi przez punkta 
CiD. Ale proste ABi CD są przeciwrównoległe względem kąta 5, 
jako dwa boki przeciwległe czworoboku wpisanego ; zatem prze 
cięcie GDN stożka $, przez płasczyznę prostopadłą do płasczy- 
ту ABCD, jest kołem mającem СЇ) za średnicę. Więc to koło 
przystaje do danego koła CD na sferze, i stożek S przechodzi 
przez oba dane koła AB i GD tej sfery. 


Istnieje drugi stożek przechodzący przez te same koła AB i CD, 
którego wierzchołek jest na przecięciu S' przekątnych AC i BD 
czworoboku ABCD. 

W szczególnym przypadku, pierwszy z tych dwóch stożków 
może stać się walcem, drugi linia prostą. 


П. — Powyższe twierdzenie i jego wniosek stosują się oczy- 
wiście do walca pochyłego o podstawie kołowej. 
To wszystko razem dowodzi że, jeśli stozek albo walec przenika 


sferę wedle koła (AB) to z niej wychodzi także wedle koła (CD). 


Ш. — Gdy w stożku S, przechodzącym przez dwa koła AB 
i CD na sferze, koło CD malejąc staje się punktem, płasczyzna 
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lego koła staje się płasczyzną styczną do sfery przy wierzchołku S 
który wtedy leży na sferze. 

Więc, przecięcia przeciwrównoległe stożka kołowego sa równo- 
legte do płasczyzny stycznej, w jego wierzchołku, do sfery opi- 
sanej. 


TWIERDZENIE VI. 


IF stożku kołowym pochytym, miejscem środków przecięć prze- 
ciwrównolegtych do podstawy AB jest linia prosta SP, która łączy 
wierzchołek S tego stożka z wierzchotkiem P drugiego stożka opisa- 
nego, wedle koła AB, na sferze wyznaczonej przez to koło AB i przez 
wierzchołek б, 


Niech będzie SAB płasczyzna 
stożka kołowego pochyłego S. 
Koło opisane na trójkącie SAB 
jestkołem wielkiem sfery opsa- 
nej na stożku SAB ; styczna ST 
do tego koła jest rzutem płas- 
czyzny stycznej do sfery, a cięci- 
wa AB rzutem podstawy stożka. 
Zatem, biegun P cięciwy AB, względem koła ABS, jest wierz- 
chołkiem stożka opisanego wedle koła AB, na sferze wyznaczo- 
nej przez to koło i wierzchołek stożka 8. Owoż, wiemy że płas- 
czyzny przecięć przeciwrównoległych są równoległe do płasczyzny 
stycznej ST; więc, aby dowieśdź twierdzenia, dość jest popro- 
wadzić przez punkt P, równolegle do ST, prostę CD która będzie 
średnicą jednego z przecięć przeciwrównoległych, i okazać że 
punkt P jest środkiem tej średnicy CD. To uczyniwszy, uważaj- 
my że kąty ACP i AST są równe z przyczyny równoległych CP 
i ST, a zaś kąty AST i SAP ва równe jako mające tę samą miarę ; 
więc trójkąt PAC jest równoramienny, i bok PC = РА. Podo- 
bnie, kąty D i DST są równe z przyczyny równoległych CD i ST, 
a zaś kąty DBP i BST czyli EBS i BST są równe jako mające tę 
46 
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samą miarę; zatem trójkąt PBD jest równoramienny, i bok 
PD—PB. Ale styczne PA i PB są równe, więc РС = PB. 


WIEDZA О HELICY. 


Niech będzie walec ABCD prosty o podstawie kołowej. Jeśli 


nawiniemy na niego płasczyznę kąta RAS tak żeby jedno ramie AR 
przystawało do okręgu podstawy, wtedy drugie ramie AS, przy- 
stając do powierzchni walcowej, utworzy na niej linię krzywą AMG 
która się nazywa HELICA (/inią śrubowa). 


Można inaczej wyobrazić sobie tworzenie helicy. Jakoż, roz- 
wińmy na płasczyznie powierzchnię boczną walca obrotowego 
ABCD, i niech będzie prostokąt AEFD tem rozwinięciem. Weźmy, 
na bokach AD i EF, odległości równe AG, GH, EK,... i popro- 
wadźmy poprzeczne AK, GL...; jeśli nawiniemy ten prostokąt 
na walec tak żeby podstawa AE przystała do okręgu AB, po- 
przeczne AK, GL... obwiją powierzchnię walca i utworzą na niej 
linię krzywą ciągłą która będzie właśnie helicą. 


Części AMG, GNH helicy, mające obie skrajności na jednej 
linii rodzącej walca, nazywają się skrętami (spira). Wszystkie 
skręty helicy są równe jako długości poprzecznych równych AK, 
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GL,... Nazwano krokiem helicy część linii rodzącej walca, jako AG, 
zawartą między dwiema skrajnościami jednego skrętu. Krok 
helicy, długość jednego skrętu i długość okręgu podstawy walca 
są trzema bokami trójkąta prostokątnego AEK. Dwie z tych trzech 
części są oczywiście dostateczne do wyznaczenia helicy. 


"TWIERDZENIE VII. 


Rzędna punktu helicy jest proporcyonalna do odciętej krzywo- 
lintjnej. 


| — ЕЕ 
— Е | 
ję R Lal Е >= aa) 
| Ax {i z 
N! | BE п $ 
pz z i — Laam 
і. |G m_ 3 ~K 
t i 1 | 
OM... JG" ce | 
LEN | 
B 1 = — на — „4. == > 
М r E POR 


p 


Niech będzie MP linia rodząca walca, która przechodzi przez 
punkt M helicy i spotyka okrąg podstawy w punkcie P. Dłu- 
gość МР jest rzędną punktu M, a długość łuku AP koła podstawy 
odciętą krzywolinijną tego punktu. Rzędną punktu N leżącego 
na drugim skręcie helicy jest NP, a odciętą łuk ABAP, to jest 
łuk AP powiększony jednym okręgiem; i t d. 

Uważajmy punkt N helicy, i niech będzie odpowiedający punkt n 
na ramieniu kąta które tworzy tę linię; podobieństwo trój- 
katów Алр і AEK daje 


np _ EK 
Ap  AE' 


Więc, oznaczając przez z, y odciętę i rzędnę jakiegokolwiek 
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punktu helicy, przez й jej krok, przez R promień okręgu pod- 
stawy, mamy 


aje 


Сёз h 
7 dali 


TWIERDZENIE VIII. 


Styczna do helicy czyni kąt stały z linia rodzaca wałca. 


Niech będą dwa punkta sąsiednie M i М helicy; przypuszcza- 
јас MP < MP”, sieczna MM' spotyka swój rzut PP' na płas- 
czyznie podstawy w punkcie S. Poprowadźmy prostę MN 
równoległą do PP'; trójkąty MPS і МХМ’ prostokątne podobne 
dają м. 


ИР МиГ Ме пин 
SP MN SPO cięc. PP” 
Ale mamy (7) 
MP л МР _ MP—MP_ MN, 
APBP 2A АРВР! AP —AP  ŻłukPP” 
, h. łuk РР! 
ztąd MN жаш 
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Podstawiając tę wartość, otrzymujemy 


MPO л łuk. PP 
SP  2xR_ cięc. PPU 


Owoż, gdy punkt M' dąży do punktu M i z nim się schodzi, 
sieczna MM' staje się styczną do helicy w punkcie M, i trój- 
kąt MPS staje się MPT. A ponieważ, jako wiemy ztrygonometryi, 
stosunek łuku РР’ do cięciwy PP' ma za granicę jedność gdy łuk 
i cięciwa dążą do zera; więc 


NK IELUE_" NE MEN 
9 SP 2aR 9 ес. рр” 071 Тр 2 

То dowodzi że trójkąt prostokątny МРТ, w którym stosunek 
dwóch boków zostaje stały, jest ciagle sobie podobny, jakiekol- 
wiek punkt M bierze położenie na helicy. Ztąd wynika że styczna 
do helicy w każdym punkcie M czyni ten sam kąt z linią rodzącą 
walca. 


Oznaczając przez i kąt PMT pod którym styczna do helicy 
przecina linię rodzącą walca, będzie 


WNIOSEK 1. — Nazywa się podstyczną w punkcie M helicy 
rzut PT, na płasczyznie podstawy walca, stycznej MT zawartej 
między punktem zetknięcia M i śladem T na tej płasczyznie. 


Owoż, mamy 


NE di — h | me łka, 
TP DM APBP  9+хҢ? 
ztąd ТР = APBP. ы 


Więc podstyczna w danym punkcie helicy jest równa odciętej 
krzywolinijnej tego punktu. 


Ten wniosek daje sposób prowadzenia stycznej w danym 
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punkcie M helicy. Dość wziąć, począwszy od spodka rzędnej MP, 
na stycznej do okręgu podstawy, długość PT równą odciętej 
APBP wyprostowanej, i połączyć punkta M, T. 

Znając Кабг, można poprowadzić stycznę do helicy w punkcie M, 
nie prostując odciętej krzywolinijnej ; trzeba tylko, na płasczyznie 
stycznej do walca w punkcie M, nakreślić linię prostą któraby 
czyniła kąt i zlinią rodzącą MP. 


П. Jeśli na linię krzywą nawijemy nić, i, utkwiwszy jedną 
skrajność, będziemy ją rozwijali tak żeby zostawała ciągle styczną 
do krzywej; wtedy, druga skrajność nici nakreśli linię rozwijającą 
tej krzywej, która na odwrót jest zozwitą krzywej nakreślonej. 

Widzimy więc że miejscem śladu stycznej do helicy na płas- 
czyznie podstawy jest ROZWIJAJĄCA koła. 


Miejscem stycznych do helicy jest powierzchnia nazwana HELICOIDA 
ROZWIJALNĄ. 


UWAGA. — Powyższe własności helicy walca obrotowego stosują się do 
helicy walca prostego o podstawie jakiejkolwiek. Są także helice stożkowe; 
ale mówić o nich nie tu jest miejsce, 


FIGURY JEDNOKŁADNE W PRZESTRZENI. 


TWIERDZENIE IX. 


Mając dany „m 2 punktów А, В, С,... w przestrzeni, 
jeśli na promieniach SA, SB, SC... wychodzących z punktu S 
wek ш wyznaczymy odcinki Sa, Sb, Se,... tak żeby było 
Sa, 088 .. Se 
SA 58 SQ 
układ punktów a, b, c,... będzie jednokładny do układu ABC... 


=,.=kh, (k jest liczba jakakolwiek) 


Według jak stosunek k jednokładności jest dodatny albo od- 
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jemny, punkta odpowiedne, јако А іа, albo A i a', leżą oba 
z jednej strony albo oba z dwóch stron prze- 
ciwnych środka jednokładności $,i dwa układy 
АВС..., abc... nazywają się jednokładnemi 
prostemi albo jednokładnemi odwrotnemi. 
Widzimyże określenie jednokładności figur 
w przestrzeni jest takie samo jakie dla figur 
płaskich. Ale trzeba uważać że na płasczyznie 
dwie figury jednokładne odwrotne, mające 
stosunek jednokładności k = — 4, są równe, 
JF i przystają do siebie jeśli dano jednej z nich 
obrót 180° około środka jednokładności; gdy 
tymczasem w przestrzeni, dwie figury jedno- 
kładne odwrotne, mające stosunek jedno- 
kładności k =— 4, są symetryczne, i żadnym 
sposobem do siebie przystać nie mogą. 


Wskażemy teraz ogólne twierdzenia jednokładności figur 
przestrzeni, odsyłając łatwe dowodzenia do podobnych w geo- 
metryi płaskiej, i zachowując tylko ich porządek. 


TWIERDZENIE X. — Figura jednokładną do linii prostej jest linia 
prosta równoległa, a kat dwóch linij prostych w przestrzeni jest 
równy kątowi linij jednokładnych (III, 36, wn.). 


TWIERDZENIE ХІ. 


Figura jednokładną do płasczyzny jest płasczyzna równoległa. 


Albowiem, jeślinapierwszej płasczyznie wyobrazimy linię prostą 
która się obraca około punktu A, ta prosta, w każdem położeniu, 
będzie miała za jednokładną linię pr ostąrównoległą, przechodzącą 
przez punkt A' odpowiedny punktowi A, na drugiej płasczyznie. 


Ztąd wynika, że płasczyzna przechodząca przez środek jedno- 


kładności jest sama swoją jednokładną; i że kąt dwóch płasczyzn 
iest równy kątowi płasczyzn jednoktadnych. 
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Styczne w dwóch punktach odpowiednych dwóch linij krzy- 
wych jednokładnych są równoległe, jako granice położeń 
siecznych równoległych. Zatem, płasczyzny styczne do dwóch po- 
wierzchni jednokładnych w dwóch punktach odpowiednych ва 
równoległe. 


TWIERDZENIE ХП. — Figura jednokładna do sfery jest sfera. 
Dowodzenie jako dla okręgu. 


WNIOSEK. — Można uważać koło jako przecięcie się dwóch 
sfer; więc figurą jednokładną do okręgu w przestrzeni jest okrag. 


TWIERDZENIE ХШ. — Dwie figury sa jednokładne, jeśli istnieje 
w przestrzeni dwa punkta О і O! takie, że proste łączące punkt О 


z różnemi punktami pierwszej figury, i proste łączące punkt О! 
z punktami drugiej, są równoległe iw tym samym stosunku. 


Dowodzenie jako w tw. XXXVI księgi III. 


Ztąd wynika że dwie sfery sa zarazem jednokładne proste i 
Jednokładne odwrotne, 


Środki jednokładności dwóch sfer dzielą harmonicznie ich 
linię środków,i są wierzchołkami dwóch stożków opisanych spól- 
nych. Gdy dwie sfery są styczne, punkt zetknięcia jest jednym 
ze środków jednokładności, prostym albo odwrotnym według jak 
zetknięcie jest zewnętrzne albo wewnętrzne. 


TWIERDZENIE XIV. — Dwie sfery jednokładne do trzeciej sa 
Jednoktadne między sobą (ПІ, 39). 


м 
TWIERDZENIE XV. — Trzy figury jednokładne po dwie maja 
trzy środki jednokładności w linii prostej, która jest OSIA JEDNO- 
KŁADNOŚCI (III, 40). 


Trzy sfery uważane po dwie mają sześć środków jednokładności, 
to jest : trzy środki jednokładności prostej i trzy środki jedno- 
kładności odwrotnej; mają zatem cztery osie jednokładności, 


to jest : jedną oś jednokładności prostej i trzy osie jednokładności 
odwrotnej. 
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Те cztery osie jednokładności należą do trzech kół, które się 
otrzymuje przecinając trzy dane sfery płasczyzną przechodzącą 
przez ich środki. 


TWIERDZENIE XVI. 


Cztery figury F, F', F", F'', jednokładne po dwie, mają sześć 
ŚRODKÓW JEDNOKŁADNOŚCI które są na jednej płasczyznie zwanej 
PŁASCZYZNĄ JEDNOKŁADNOŚCI. 


Jakoż, oznaczmy przez 8,, Są, Są środki jednokładności 
figury Е zkażdą ze czterech innych, to jest : F i F', F į F",F i F". 
Płasczyzna S, S, Są, przechodząca przez środki jednokładności $, 
iS, układów F, F' i F, F”, zawiera środek jednokładności 
układu F', F”; bo ten środek jest na linii prostej S,S,, osi jedno- 
kładności trzech figur F, F', F" (45). Dowiedzie się tak samo że 
płasczyzna S, 5, 5з zawiera środki jednokładności układów Е" 
Е'" i F", F", Więc te środki jednokładności są wszystkie na je- 
dnej płasczyznie. 

Wynika z dowodzenia że, sześć środków jednokładności czte- 
rech figur jednokładnych stanowią wierzchołki czworoboku zupeł- 
nego, którego bokami są cztery osie jednokładności tych figur. 

Jako przykład, uważajmy cztery sfery O, О, О”, 0". Te figury 
są zarazem jednokładne proste i jednokładne odwrotne. Zatem 
mają dwanaście środków jednokładności, sześć prostych i sześć 
edwrotnych; cztery osie jednokładności prostej i dwanaście osi 
jednokładności odwrotnej. Nakoniec, mają osiem  płasczyzn 
jednokładności, to jest : jedną płasczyznę która zawiera sześć 
środków jednokładności prostej; cztery płasczyzny które sta- 
nowią ściany czworościanu O 0' 0” 0''; i nakoniec trzy płas- 
czyzny, z których każda zawiera dwa środki jednokładności 
prostej nie tworzące osi jednokładności, i cztery środki jedno- 
kładności odwrotnej odpowiedające innym środkom jedno- 
kładności prostej. 
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"PODOBIEŃSTWO FIGUR W PRZESTRZENI. — Dwie figury w prze- 
strzeni są PODOBNE, gdy można sprowadzić pierwszą na jedną z figur 
jednokładnych prostych do drugiej. 


To co poprzedza pokazuje że, aby wyznaczyć wszystkie figury 
jednokładne do danej, niema potrzeby zmieniania środka jedno- 
kładności, dość tylko podstawić za k ciąg wartości od 0 do oc. 
Więc, otrzymamy wszystkie figury podobne do danej w przestrzeni, 
biorąc dowolnie środek podobieństwa, i budując powierzchnie 
jednokładne odpowiedające ciągowi wartości dla k. 


Stosując to określenie podobieństwa, widzimy zaraz że wszyst- 
kie sfery są podobne ; co już wiemy. 


Jedyną figura podobną powierzchni stożkowej jest ta sama powierz- 
chnia stożkowa ; albowiem, jeśli weźmiemy wierzchołek О stożka 
za środek podobieństwa, punkt А’ jednokładny punktu A będzie 
leżał na krawędzi OA. i 


Dwie powierzchnie walcawć są padobne, gdy ich linie rodzące 
są równoległe i mają za kierownice dwie krzywe jednokładne. 


PŁASCZYZNA BIEGUNOWA WZGLĘDEM SFERY. 


"TWIERDZENIE XVII. 


Miejscem punktu M sprzężonego harmonicznego z punktem A wzglę- 
dem sfery О jest płasczyzna prostopadła do średnicy ОА przecho- 
dzącej przez punkt A. 


Albowiem, jeśli przez punkt A i przez środek sfery О (fig. 
ks. V, tw. XI), poprowadzimy płasczyznę która przetnie sferę 
wedle koła OCE, biegunową punktu A względem tego koła bę- 
dzie prosta MB prostopadła do AO. Owoż, jakiekolwiek jest po- 
łożenie płasczyzny siecznej, biegunowa MB przechodzi zawsze 
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przez punkt B sprzężony harmoniczny punktu A względem śre- 
dnicy CD; więc miejscem punktu M jest płasczyzna prostopadła 
do średnicy АО w punkcie В. 

Punkt A nazywa się biegunem płasczyzny MN, która nawzajem 
jest płasczyzna biegunową punktu A względem sfery O. 


WNIOSEK. — Płasczyzna biegunowa punktu A jest miejscem jego 
biegunowych, wzgledem wszystkich kół sfery których płasczyzny 
przez ten punkt przechodzą. 


То cośmy powiedzieli o biegunowej względem koła, stosuje 
się oczywiście do płasczyzny biegunowej względem sfery. 

I tak : 

Promień sfery jest średnim proporcyonalnym między odle- 
głościami środka sfery od bieguna i od płasczyzny bieguno- 
wej, tojest В? == ОА .OB. 

Gdy biegun jest zewnątrz sfery, płasczyzna biegunowa jest 
płasczyzną zetknięć stożka opisanego na sferze i mającego ten 
biegun za wierzchołek, 

Gdy biegun jest na sferze, płasczyzna biegunowa jest płasczyzną 
styczną do sfery w tym punkcie. 


Nakoniec, gdy biegun jest wewnątrz sfery, płasczyzna biegu- 
nowa jest zewnątrz, i tem dalej od środka sfery im bliżej niego 
ten biegun. 


TWIERDZENIE XVIII. — Płasczyzny biegunowe punktów leżących 
na płasczyznie Р przechodza przez biegun tej płasczyzny. | NAWZAJEM, 
bieguny płasczyzn przechodzących przez punkt A są na płasczyznie 
biegunowej tego punktu (V, 13). 


Zatem, jeśli z każdego punktu płasczyzny P jako wierzchołka 
opiszemy stożek na sferze, płasczyzny okręgów zetknięć tych stożków 
przejdą przez biegun płasczyzny P ; 1 NAWZAJEM, jeśli wedle każdego 
z kół sfery, których płasczyzny przechodzą przez jeden punkt, opi- 
szemy stożek na sferze, wierzchołki tych stożków będą na płasczyznie 
biegunowej tego punktu. 


http://rcin.org.pl 


720 KSIĘGA DZIESIATA, 


DWIE PROSTE WZAJEMNE WZGLĘDEM SFERY. — Niech będą sfera О 
i jakakolwiek prosta AB. Jeśli przez biegun A' prostej AB, wzglę- 


dem koła wielkiego CED na płasczyznie АВО, poprowadzono 
prostopadłę A'B” do tej płasczyzny ; będzie nawzajem prosta AB 
prostopadłą do płasczyzny ·А'В'О, i przejdzie przez biegun A 
prostej A'B’ względem koła wielkiego na tejże płasczyznie. Dla tej 
wzajemnej własności, proste AB i A'B' nazwano prostemi wza- 
Jemnemi względem sfery O. 

Gdy dwie proste są wzajemne względem sfery, każda z nich jest 
miejscem biegunów wszystkich płasczyzn przechodzących przez druga. 
Albowiem, płasczyzna biegunowa jakiegokolwiek punktu M 
prostej AB, jako prostopadła do MO, jest prostopadła do płas- 
czyzny АВО; a że zawiera biegunowe punkta M względem 
koła CED, więc przechodzi przez biegun A' prostej AB (V, 13), 
і temsamem zawiera prostę A'B'. 

Gdy dwie proste AB i A'B' są wzajemne względem sfery, każda 
jest miejscem biegunów drugiej, względem wszystkich kół sfery któ- 
rych płasczyzny przechodzą przez tę drugą. Jakoż, przez prostę A'B' 
poprowadźmy płasczyznę, która przecina prostę AB w punkcie 
K i koło wielkie CED na płasczyznie АВО w punktach E iF. 
Ponieważ prosta AB jest biegunową punktu A', względem 
koła CED, punktu K, Е, А’, F stanowią układ harmoniczny ; 
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więc punkt K jest biegunem prostej A'B', względem koła EHK 
którego płasczyzna przechodzi przez tę prostę. 

Gdy dwie płasczyzny sieczne do sfery na której kreśla koła AB 
i CD (fig. stronicy 108) przecinają się, linia ich przecięcia, pros- 
topadła w punkcie G do płasczyzny koła wielkiego ABCD pros- 
topadłego do kół AB i CD, jest widocznie linią wzajemną pros- 
tej SS', która łączy wierzchołki dwóch stożków wyznaczonych 
przez te koła AB i CD. Ztąd wynika że 

Gdy dwie płesczyzny są styczne do sfery, ich przecięcie sie jest 
linia wzajemną prostej łaczącej punkta zetknięć. 


PŁASCZYZNA PIERWIASTNA DWÓCH SFER. 


Jeśli z jakiegokolwiek punktu M przestrzeni, poprowadzimy 
do sfery О siecznę która ją spotyka w punktach A i B, wielo- 
czyn MA „MB niezależny od kierunku tej siecznej, i dodatny 
albo odjemny albo zero, według jak punkt M jest zewnątrz albo 
wewnątrz albo na powierzchni, nazywa się potęga punktu M 
wzgledem sfery. 

Nazywając R promień sfery, wiemy że МА. MB = МО? — R*. 


TWIERDZENIE XIX. 
Miejscem punktów równej potęgi względem dwóch sfer jest płas- 
czyzna prostopadła do linii środków. 
Dowodzenie jako w As. V, tw. XLV. 
Ta płasczyzna nazywa się płasczyzna pierwiastną dwóch sfer. 


Gdy się dwie sfery przecinają, ich płasczyzną pierwiastną jest 
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płasczyzna koła spólnego; a gdy dwie sfery są styczne, płas- 
слупа pierwiastną jest spólna płasczyzna styczna. Płasczyzna 
pierwiastna dwóch sfer spółśrodkowych znika w nieskończoności. 


Płasczyzna pierwiastna dwóch sfer jest miejscem punktów z któ- 
rych można prowadzić styczne równe do tych sfer. Ta płasczyzna 
jest także miejscem środków sfer które przecinają prostokątnie dwie 
sfery dane (V, 11). 


TWIERDZENIE XX. — Płasczyzny pierwiastne trzech sfer, uwa- 
żanych po dwie, przechodza przez jedną linię prostą (V, 16), która 
się nazywa OSIĄ PIERWIASTNA TRZECH SFER. 


Oś pierwiastna trzech sfer danych jest prostopadła do płas- 
czyzny ich środków, przechodzi przez środek pierwiastny trzech 
wielkich kół leżących na tej płasczyznie, i jest miejscem środków 
sfer które przecinają prostokątnie trzy dane sfery. 


Gdy środki trzech sfer są w linii prostej, ich oś pierwiastna 
znika w nieskończoności. 


Może być szczególne położenie trzech sfer w którem płasczyzny 
pierwiastne schodzą się w jedną; ta płasczyzna jest wtedy płas- 
czyzną pierwiastną trzech sfer danych. 


"TWIERDZENIE ХХІ. 


Płasczyzny pierwiastne czterech sfer, uważanych po trzy, prze- 
chodzą przez jeden punkt. 


Jakoż, punkt, w którym oś pierwiastna trzech sfer spotyka 
płasczyznę pierwiastną czwartej sfery wziętej z jedną z tych sfer, 
ma równą potęgę względem czterech sfer; więc jest spólny 
sześciu płasczyznom pierwiastnym czterech sfer, i także spólny 
czterem osiom pierwiastnym tych sfer. 
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Теп jedyny punkt spotkania osi pierwiastnych nazywa się 
środkiem pierwiastnym czterech sfer. 

Jeśli środki czterech sfer są na jednej płasczyznie, osie pier- 
wiastne są równoległe ; wtedy środek pierwiastny czterech sfer 
jest w nieskończoności. 


Może nawet być szczególne położenie czterech sfer, mających 
środki w linii prostej, w którem cztery osie pierwiastne schodzą 
się w jedną, albo także wszystkie płasczyzny pierwiastne schodzą 
się w jedną. 


Przecinając dwie sfery płasczyzną przechodzącą przez ich 
środki, łatwo się z twierdzeń XVI, XVII, ХІХ 4s. V wnosi, że 


Płasczyzna pierwiastna dwóch sfer jest równo oddalona od dwóch 
płasczyzn biegunowych któregokolwiek środka podobieństwa. 

Płasczyzny biegunowe punktu wziętego na płasczyznie pierwiastnej 
dwóch sfer przecinają się na tej płasczyznie. 


Płasczyzny styczne w dwóch punktach przeciwodpowiednych 
dwóch sfer przecinają się na płasczyznie pierwiastnej tych sfer. 


Nakoniec, uważajmy szczególne przypadki gdy sfera malejąc 
staje się punktem, albo gdy promień rośnie do nieskończoności 
i sfera staje się płasczyzną. 

Nie trudno widzieć że, płasczyzna pierwiastna sfery i punktu 
jest w równej odległości od tego punktu i od jego płasczyzny bie- 
gunowej względem sfery. 

Płasczyzna pierwiastna dwóch punktów jest prostopadła we 
środku linii która je łączy. 

Płasczyzna pierwiastna sfery i płasczyzny jest ta samą płasczyzną ; 
i włedy, skrajności średnicy prostopadłej do tej płasczyzny są 
środkami podobieństwa. 


Płasczyzna pierwiastna punktu i płasczyzny jest także ta samą 
płasczyzną. 
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SFERA STYCZNA DO CZTERECH SFER. 


Oznaczmy przez A, В, С, D środki czterech sfer danych, przez 
X i X' środki dwóch sfer jednakowo stycznych do tych sfer; i, 
przypuszczając dla utkwienia myśli, że sfera X jest styczna ze- 
wnętrznie a sfera X” styczna wewnętrznie, oznaczmy przez a i a' 
ich punkta zetknięć ze sferą A, przez bib,cie,did' punkta 
zetknięcia ze sferami В, С, D. Zagadnienie będzie rozwiązane 
zupełnie jeśli wyznaczymy środki X i X' i promienie dwóch 
sfer szukanych. Rozwiązanie opiera się na następującem twier- 
dzeniu które odpowieda podobnemu w geometryi płaskiej. 


"TWIERDZENIE XXII. 


Gdy dwie sfery, styczne do czterech sfer danych, należą do jednego 
dwojanu, wtedy :cięciwa zetknięć każdej ze sfer danych, 1° prze- 
chodzi przez ich środek pierwiastny, i 2° zawiera, względem swojej 
sfery, biegun płasczyzny podobieństwa odpowiedającej temu dwo- 
Janowi. 


Jakoż, 1° na mocy założenia, punkt zetknięcia a jest środkiem 
podobieństwa odwrotnego sfer A i X, a zaś punkt zetknięcia a 
środkiem podobieńsiwa prostego sfer A i X'; więc cięciwa 
zetknięć аа’ jest osią pobobieństwa odwrotnego trzech ster A, X, X’, 
i temsamem przechodzi przez środek podobieństwa odwrotnego I 
sfer X i X'. Rozumując podobnie, widzimy łatwo że cięciwy ab 
i a'b' przechodzą przez środek podobieństwa prostego 5 sfer A i В. 
Zatem cięciwy aa' i 00 sfer A i B są przeciwodpowiedne (V, 19), 
i ich punkt spotkania I należy do płasczyzny pierwiastnej sfer A i B. 

Ztąd wnosimy że wszystkie cięciwy zetknięć аа’, bb', ec, dd 
przechodzą przez punkt I który, należąc do płasczyzn pier- 
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wiastnych czterech sfer, uważanych po dwie, jest ich środkiem 
pierwiastnym. Więc każda cięciwa zetknięć przechodzi przez 
środek pierwiastny czterech sfer danych. 


2° Ponieważ punkt I jest środkiem podobieństwa odwrotnego 
sfer X i X', cięciwy ab i a'b' tych sfer są przeciwodpowiedne, i 
ich punkt spotkania S, który jest środkiem podobieństwa pros- 
tego sfer A i B, należy do płasczyzny pierwiastnej sfer X i Х'. 
Dowiedzie się podobnie że płasczyzna pierwiastna sfer X і Х' 
przechodzi przez każdy inny środek podobieństwa prostego czte- 
rech sfer A, В, C, D, branych po dwie; więc ona jest płasczyzna 
podobieństwa tych sfer. Owoż, płasczyzna pierwiastna sfer X i X”, 
stycznych do sfery A, zawiera przecięcie się płasczyzn stycznych 
do tej sfery w punktach przeciwodpowiednych a i a'; to zaś prze- 
cięcie jest linia wzajemną cięciwy zetknięć aa'; więc, nawzajem, 
cięciwa zetknięć аа! zawiera, względem swojej sfery, biegun K płas- 
czyzny pierwiastnej sfer X i X', cżyli со to samo, zawiera biegun 
płasczyzny podobieństwa czterech sfer danych. 


Uważajmy nakoniec że prosta AK jest prostopadła do płas- 
czyzny podobieństwa czterech sfer danych, i prosta ХХ’ jest 
prostopadła do płasczyzny pierwiastnej sfer X i X' (19); a że te 
dwie płasczyzny są jedną płasczyzną, więc proste AK i XX' sa 
równoległe. 


Ztąd wynika następujące prawidło wykreślenia sfer stycz- 
nych XiX'. Wyznacz środek pierwiastny I i płasczyznę podobień- 
stwa prostego czterech sfer danych A, B, С, 0; weź biegun K tej 
płasczyzny względem sfery A, na przykład, i poprowadź prostę IK 
która przetnie sferę A w punktach zetknięć a i a'; po czem, pociągnij 
proste Aa, Aa'; połącz AK, i przez I poprowadź proste XIX! równo- 
legta do AK aż do przecięcia w X i X' z prostemi Aa i Аа. Punkta 
X iX' będą środkami, aodległości Xa i X'a' promieniami dwóch sfer 
stycznych szukanych. Łącząc środki X i X! ze środkami B, С, D sfer 
danych wyznaczy się wszystkie inne punkta zetknięć sfer X i X'. 


Jeśli, zamiast płasczyzny podobieństwa prostego, weźmiemy 
każdą z siedmiu innych płasczyzn podobieństwa czterech sfer 
47 
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danych, otrzymamy siedem innych dwojanów sfer stycznych. 
Zagadnienie ma więc ogólnie szesnaście rozwiązań. 

Powyższe rozwiązanie, podobne do tego któreśmy dali w geo- 
metryi płaskiej, jest wprost i ogólne; stosuje się nawet do przy- 
padków szczególnych, w których jedna albo kilka sfer danych 
stają się punktami albo płasczyznami ; byle tylko środki tych sfer 
nie były wszystkie na jednej płasczyznie. 


SFERA STYCZNA DO CZTERECH PŁASCZYZN. — Moglibyśmy rozwią- 
zać to zagadnienie jako przypadek szczególny czterech sfer; ale 
ważność zagadnienia wymaga rozwiązania wprost. Niech będą 
dane cztery płasczyzny, które, przecinając się po dwie, tworzą 
czworościan ABCD. Aby wyznaczyć wszystkie sfery styczne do 
tych płasczyzn, szukajmy ile może być punktów równo oddalo- 
nych od czterech ścian czworościanu albo od ich przedłużeń, 


Owoż, widzimy zaraz że miejscem punktów równo oddalonych 


od płasczyzn ABC i ABD są dwie płasczyzny dwójsieczne « i «' 
kątów dwójściennych przyległych DBAC i DBAH; tak samo, 
miejscem punktów równo oddalonych od płasczyzn ACB i ACD 
są dwie płasczyzny dwójsieczne 6 i 7 kątów przyległych DCAB 
{ DCAL, Te cztery płasczyzny а, а. 6, 5, przechodzące przez 
punkt A, przecinają się wedle czterech linij prostych. Jedna 
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z tych linij АС, przecięcie płasczyzn « і 6, pada wewnątrz czwo- 
rościanu; trzy inne padają zewnątrz, to jest : przecięcie АО’ płas- 
czyzn «1 przebija część LCDP, przecięcie АО” płasczyzn a i 6 
przebija część НВР), nakoniec przecięcie АО"” płasczyzn «' i 6! 
przebija część ІВСМ. Ale cztery proste АО, АО”, АО", AO", bę- 
dąc miejscami punktów równo oddalonych od trzech płas- 
czyzn ABC, ABD, AGD, leżą także każda na jednej z płasczyzn 
dwójsiecznych katów przyległych mających krawędź AD. Więc 
środki sfer stycznych do ścian bocznych czworościanu znajdują 
się tylko na tych czterech prostych. 

Środki tych sfer muszą się także znajdować na płasczyznach 
dwójsiecznych y i у dwóch katów przyległych ABDC i АВРО przy 
podstawie BCD; a ponieważ płasczyzna i linia prosta mogą się 
przecinać w jednym tylko punkcie, może więc być tylko osiem 
przecięć między czterema prostemi АО, АО’, АО”, AO'' i dwiema 
płasczyznami y i у. Nadto, te punkta przecięć, jako równo odda- 
lone od czterech ścian czworościanu, leżą także na płasczyznach 
dwójsiecźżnych innych katów przyległych podstawie BCD. Ztąd 
wynika że nie może istnieć więcej niż osiem sfer stycznych do 
czterech płasczyzn danych. 


Zobaczmy teraz jakie są położenia sfer stycznych. 


Sfera styczna wewnętrznie istnieje zawsze, jakośmy już do- 
wiedli (VIII, 8). 


Cztery sfery styczne zewnętrznie, każda do jednej ze ścian 
czworościanu i do przedłużenia innych, to jest sfery zawpisane, 
istnieją także zawsze. Bo płasczyzna dwójsieczna kąta zewnętrz- 
nego ACDP przecina oczywiście ргоѕіе АО! w trójścianie В 
zewnątrz ściany ACD. Tak samo, płasczyzny dwójsieczne katów 
zewnętrznych ABDQ i ABCM przecinają proste odpowieda- 
jące AO” i AO" w trójścianach C i D, zewnątrz ścian ABD i ABC. 
Te same trzy płasczyzny dwójsieczne spotykają się w trójścia- 
nie A, zewnątrz ściany BCD, w jednym punkcie równo oddalonym 
od czterech płasczyzn ; zatem w punkcie leżącym na prostej АО. 


Nakoniec, mogą być sfery styczne do samych przedłużeń ścian 
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czworościanu. Te sfery, jeśli istnieją, znajdują się niby w pod- 
daszach graniastonnych, jako LCKPON, mających za grzbiet 
krawędź czworościanu. Uważajmy dwa takie poddasza KCLNDP 
i GAFIBI mające za grzbiety dwie krawędzie przeciwległe CD 
i AB. Płasczyzna dwójsieczna kata wewnętrznego ACDB może 
spotykać prostę AQ', albo w tym kącie albo w kącie krawędzią 
przeciwległym KQDP; ale może także być równoległa do tej 
prostej. Więc, jeśli istnieje sfera styczna w jednem poddaszu, 
to nie istnieje w jego przeciwległem. Ztąd wynika że w sześciu 
poddaszach graniastonnych czworościanu nie może istnieć wię- 
cej niż trzy sfery styczne. Ale te ostatnie sfery, jako łatwo poj- 
mujemy, nie zawsze są możebne ; albowiem, powtarzamy, płas- 
czyzna dwójsieczna kąta AGDB, naprzykład, może być równoległa 
do prostej АО’. Więc razem może być osiem sfer stycznych do 
czterech płasczyzn danych. Jeśli te płasczyzny tworzą czwo- 
rościan, wtedy istnieje zawsze pięć sfer stycznych, a trzy inne są 
możebne. 


Można otrzymać promienie ośmiu sfer stycznych w funkcyi 
ścian czworościanu. Oznaczmy przez a, b, c,d ściany przeciwległe 
wierzchołkom A, В, С, D tego czworościanu, przez 7, 74, ra, Pg, 74 
promienie sfer wpisanej i zawpisanych. Jeśli połączymy środki tych 
sfer z wierzchołkami czworościanu ABCD, otrzymamy dla każdej 
sfery cztery czworościany, mające spólny wierzchołek w jej środku 
i ściany czworościanu ABCD za podstawy. W sferze wpisanej, 
jako już wiemy, wszystkie cztery czworościany są dodatne, i ich 
summa stanowi objętość czworościanu ABCD ; w sferze zawpisa- 
nej zewnętrznie do ściany a, czworościan mający podstawę a jest 
sam odjemny, trzy inne są dodatne. Podobnie dla czterech in- 
nych sfer zawpisanych. Więc, nazywając V objętość czwo- 
rościanu ABCD, będzie, dla dwóch sfer wpisanej i zawpisanej 
odpowiedających trójścianowi A, 


V= (@+#+е+@ i у= (b+c+d—o) 
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gd Ф зу TS 3V 
Ы ECP 1 Yryw wy A W jar" 
Tak samo 
зу зү 3V 


TTET e агт OT T T T a 


Te wszystkie wartości są dodatne i skończone, bo każda ściana 
czworościanu jest mniejsza od summy trzech innych; co po- 
twierdza istnienie pięciu sfer stycznych wpisanej i zawpisanych. 


Nazwijmy teraz p,, pa, ру promienie trzech sfer stycznych do 
samych przedłużeń ścian czworościanu. Figura jasno pokazuje że 
każda z tych sfer jest styczna wewnętrznie do dwóch przedłużeń 
ścian i zewnętrznie do dwóch innych. 


Jeśli sfera promienia p, jest styczna do poddasza LCKPDN, 
będzie 


v=% (c + d—a—bj! 


A jeśli ta sfera jest styczna do poddasza przeciwległego GA FTBJ, 
będzie przeciwnie 


у= (a +b — c— 0). 


Tak samo, dwa inne poddasza przeciwległe BD albo AC, 
BC albo AD, dają 


V= 0 +d—a—i) albo V= (0-е 0—0), 
V=R(0+e—a—d) albo V=3(0+d —b—0). 


Znając ściany a,b,c,d czworościanu ABCD, można zaraz 
wiedzieć które stery, wpisane w same przedłużenia, istnieja a 
które są niemożebne. 
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Jakoż, przypuśćmy że liczby mierzące powierzchnie ścian 
czworościanu w porządku ich wielkości są: a>v>c>d; 
będziemy mieli oczywiście : 


a+b>c+d, i a—d>b—c, albo a+c>b+d; 
a może być także 


a+ 12 04 с, albo jeszcze а 4-4 = 0 4-е. 
Więc, gdy cztery ściany a, b, с, d są nierówne, wtedy jest 
zawsze siedem sfer stycznych do czterech danych płasczyzn. 
Co do ósmej sfery, jej promień p, wyraża się przez 


zm ЗҮ 
Ра = = ТҮТТҮ 


biorąc znak + albo — według jak summa a +d jest większa 
albo mniejsza od c. Więc ta sfera istnieje gdy mianownik 
nie jest zero; ale, jeśli a+d=b+c, wtedy p, =œ, 
i sfera znika w nieskończoności. 


Przypuszczając a =b i c =d, ale ai с nierówne, będzie 


a+bŚc+d i a+c=b+d, a+d=b--c, 
wtedy, ze trzech sfer możebnych jedna tylko mająca promień p, 
istnieje, a dwie inne mające promienie р, і р, znikają w nieskoń- 
czoności. 
Nakoniec, jeśli a= b= с = d, trzy ostatnie sfery znikają. 
Cztery dane płasczyzny mogą mieć przecięcia równoległe, albo 
nawet być same równoległe między sobą ; w tych szczególnych 


przypadkach zagadnienie może być niewyznaczone albo niemo- 
żebne. 
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FIGURY NA SFERZE. 


STOSUNEK NIEHARMONICZNY. — Nazywa się stosunkiem niehar- 
monicznym czterch punktów A, В, С, D, leżących na okręgu koła 
wielkiego sfery O, stosunek nieharmoniczny pęku utworzonego 
przez cztery promienie ОА, ОВ, OG, OD które łączą te punkta 
ze środkiem sfery (VI, 48, uw.). 


Gdy pęk czterech łuków koła wielkiego SM, SN, SP, SQ, wy- 
chodzących z jednego punktu 8 powierzchni sferycznej, jest prze- 
cięty łukiem L koła wielkiego, stosunek nieharmoniczny czterech 
punktów przecięć A, В, С, D jest stały, niezależny od położenia 
łuku poprzecznego L. Bo ten stosunek, według określenia, jest 
równy stosunkowi реки (0 . ABGD), a ten ostatni równa się sto- 
sunkowi nieharmonicznemu czterech płasczyzn SOA, SOB, 
SOC, SOD. 


Na mocy tego określenia, nazwano stosunkiem nieharmo- 
nicznym pęku czterech łuków kół wielkich, stosunek nieharmo- 
niczny czterech punktów przecięć tego pęku przez łuk poprzeczny 
koła wielkiego. 


Pojmuje się łatwo że fundamentalne twierdzenia H i III ks. V 
i ich następstwa, jako równie twierdzenia Paskała i Brianchona 
stosują się do figur sferycznych ; dość tylko w rozumowaniu za- 
miast wyrazu linia prosta położyć łuk koła wielkiego. 


Cztery punkta A, B, C, D, leżące nałuku koła wielkiego, tworzą 
układ harmoniczny gdy ich stosunek nieharmonicznyrówna się — 1. 


Pęk czterech łuków kół wielkich SA, SB, SC, SD jest harmo- 


niczny gdy jego stosunek nieharmoniczny jest — 1. 


BIEGUNOWA WZGLĘDEM KĄTA. — Jeśli przez punkt С powierzchni 
sferycznej poprowadzimy, do kąta ASB dwóch łuków kół wiel- 
kich, różne sieczne sferyczne jako CAB, i weźmiemy na każdej 
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punkt D sprzężony harmoniczny puuktu C, względem odcinka 
AB zawartego między ramionami tego kąta, miejscem punktu D 
będzie łuk koła wielkiego SD, sprzężony harmoniczny z łukiem 
SC względem kąta ASB. Punkt C nazywa się biegunem, a łuk 
koła wielkiego SD biegunowa względem kąta ASB. 


"Twierdzenie czworoboku zupełnego stosuje się do sfery, i na- 
stręcza łatwy sposób, 1° wyznaczenia czwartego punktu harmo- 
nicznego do trzech danych na łuku koła wielkiego, 2° wyznacze” 
nia biegunowej danego punktu, względem kąta (V, 10). 


BIEGUNOWA WZGLĘDEM KOŁA NA SFERZE. 


TWIERDZENIE XXIII. 


Jeśli przez punkt A dany na sferze poprowadzono do małego koła 
BEC jakakolwiek siecznę sferyczną AEF, miejscem punktu M sprze- 
zonego harmonicznego z punktem A względem cięciwy sferycznej EF 
Jest łuk koła wielkiego, prostopadły do okręgu koła wielkiego AD które 
przechodzi przez punkt A i przez biegun D danego koła małego. 


Jakoż, niech będzie S punkt w którym promień ОА spotyka 
płasczyznę danego koła BEC. Trzy punkta 5, E, F są w linii pros- 
tej, i pęk (О. AEMF) jest harmoniczny z założenia; więc, jeśli 
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oznaczymy przez N punkt przecięcia promienia OM i prostej SE, 
układ prostolinijny punktów S, E, N, F będzie także harmo- 
niczny. Ztąd wynika, że miejscem punktu N jest biegunowa NK 
punktu S, względem koła BEC, prostopadła do średnicy ВС; 
więc miejscem punktu M jest przecięcie PMK sfery przez płas- 
czyznę ONK, to jest okrąg koła wielkiego MP prostopadły do 
okręgu koła wielkiego AD. 


Nazwano punkt A biegunem okręgu koła wielkiego MP, a ten 
okrąg biegunową punktu A, względem koła BEC. 


UWAGA. — Wyraz biegun jest tu użyty w znaczeniu różnem od już wia- 
domego (VIII, 4). Jednakże nie wyniknie ztąd żadna wątpliwość ; bo, do 
wyrazu biegun w nowem znaczeniu, będą zawsze dodane wyrazy względem 
koła, mówiąc np. jako wyżej : biegun okręgu koła wielkiego MP względem 
koła BEG. 


To cośmy w geometryi płaskiej o biegunowej względem koła 
powiedzieli stosuje się do biegunowej względem koła na sferze. 
Zatem, biegunowa wszelkiego punktu wziętego na okręgu jednego 
koła wielkiego przechodzi przez biegun tego okręgu względem koła; 
І NAWZAJEM, bieguny względem koła, okręgów kół wielkich prze- 
chodzących przez jeden punkt, leżą na biegunowej (kołowej) tego 
punktu. 


Twierdzenie XII i XIII ks. V, ich dowodzenie i wnioski stosują 
się do sfery, i nastręczają sposób wyznaczenia biegunowej danego 
punktu względem koła na sferze, 


Z tych twierdzeń wynika że biegunowa punktu, leżącego ze- 
wnątrz koła, jest cięciwą zetknięć stycznych poprowadzonych 
przez ten punkt. 


Nakoniec, metoda przekształcenia przez biegunowe wzajemne 
w przestrzeni stosuje się do figur sferycznych. 
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* z 
OŚ PIERWIASTNA KÓŁ NA SFERZE. 


TWIERDZENIE XXIV. 


Jeśli na sferze poprowadzimy jokiekolwiek koło przecinające dwa 
dane koła Pi P' w punktach A, Bi А’, B', miejsce spotkania M sie- 
znych sferycznych AB i A'B' będzie okrąg koła wielkiego GH, 
prostopadły do linii biegunów PP', którego płasczyzna przechodzi 
przez linię przecięcia BF płasczyzn kół danych. 


Jakoż, płasczyzny kół Р i Р’ przecinają się wedle prostej EF; 
więc sieczne AB, A'B’, leżące na płasczyznie koła zmiennego 
ABB'A'i na płasczyznach kół danych P, P', spotykają się na 
prostej EF w punkcie N. Ztąd wynika że punkt М, w którytn pro- 
mieti ON przebija sferę, jest przecięciem trzech kół wielkich któ- 
rych płasczyzny przechodzą odpowiednio przez styczne sferyczhe 
AB, A'B', i przez prostę EF. Owoż, promienie OP i OP’ są prosto- 
райе do płasczyzn kół P i P'; co pokazuje że prosta EF jest 
prostopadła do płasczyzny POP'. Więc łuk GH koła wielkiego, 
jako mjejsce punktów M leżących na płasczyznie OEF, jest pros- 
topadły do linii biegunów РР' kół danych. 
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Ten łuk GH koła wielkiego, miejsce punktu M, nazywa się 
osią pierwiastną dwóch kół P i P'. 


Gdy koło sieczne АВВ'А! staje się kołem CDC’ stycznem 
w punktach G i ©! do kół P iP", sieczne sferyczne MBA i MB'A' 
stają się stycznemi sferycznemi MC i MC’. Owoż, te styczne są 


równe, јако wyprowadzone z jednego punktu M do koła QDG' 
(УШ, zag. XIII); więc oś pierwiastna GH dwóch kół P i P' jest miej- 
scem puuktów powierzchni sferycznej z których można do nich 
prowadzić styczne sferyczne równe. 


Widzimy łatwo że koło KOC, nakreślone z punktu M jako 
bieguna promieniem sferycznym MC, przecina prostokątnie ора 
koła P i Р”, bo jest prostopadłe do stycznych sferycznych МС 
i МС'; więc oś pierwiastna dwóch kół na sferze jest miejscem bie- 
gunów kół które je przecinają prostokątnie. 

Płasczyzna koła СКС’, które przecina prostokątnie dwa koła 
P, Рр”, jest oczywiście płasczyzną biegunową punktu N prostej 
EF. Owoż, gdy koło KOC! zmienia się, biegn N jego płasezyźny 
opisuje prostę EF; więc ta płasczyżna przechodzi ciągle przez 
prostę wzajemną prostej EF względem sfery. A dodajemy; co już 
wiadome, że prosta wzajemna przecięcia EF płasczyżn dwóch 
kół Pi P па sferze jest linią która łączy wierzchołki dwóch 
stożków wyznaczonych przez te koła. 
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Gdy dwa koła na sferze są spółbiegunowe, ich osią pierwiastną 
jest widocznie okrąg koła wielkiego spółbiegunowego. 


TWIERDZENIE XXV.— Osie pierwiastne trzech kót na sferze, uwa- 
żanych po dwa, przecinają się w jednym punkcie. Albowiem płas- 
czyzny tych trzech kół tworzą trójścian, a promień przechodzący 
przez wierzchołek tego trójścianu przebija powierzchnię sfery 
w punkcie spólnym trzem osiom pierwiastnym rzeczonych kół. 
Теп punkt nazywa się środkiem pierwiastnym trzech kół. 


> 


ŚRODEK PODOBIEŃSTWA DWÓCH KÓŁ NA SFERZE. 


TWIERDZENIE XXVI. 


Jeśli przez punkta M i N, w których koło zmienne X dotyka kół 
PiQ na sferze, poprowadzimy okrąg koła wielkiego, ten okrąg 
przetnie koła Pi Q pod kątami równemi. i przejdzie przez dwa 
punkta stałe. 


Niech będą 5 i S’ dwa stożki wyznaczone przez dwa koła P i Q 
dane na sferze. Uważajmy koło X styczne jednakowo do kół Pi Q 
w punktach Mi N. Ponieważ styczna МТ spólna kołom P i X, 
i styczna NT, spólna kołom Q i X, leżą na płasczyznie koła X, ta 
płasczyzna jest styczna do stożka S, i prosta MN przechodzi przez 
wierzchołek S tego stożka (11. wn.). Więc płasczyzna koła wiel- 
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kiego MN zawiera prostę OS ; co dowodzi że okrąg tego koła prze- 
chodzi przez dwa punkta stałe K, L w których OS spotyka sferę. 

Nadto łuk XP koła wielkiego, łączący bieguny X P dwóch 
kół stycznych, przechodzi przez punkt zetknięcia M; tak samo, 
łuk koła wielkiego XQ przechodzi przez punkt zetknięcia N; 


zatem kąt LMP = ХММ = ХММ =KNQ. 


To pokazuje że okrąg koła wielkiego LMNK przecina okręgi 
kół P i Q pod kątami równemi. 

Gdyby wzięto koło zmienne X różnie styczne do dwóch kół P 
i Q na sferze, dowiedzionoby podobnie że okrąg koła wielkiego, 
poprowadzony przez punkta zetknięcia, przecina te dwa koła pod 
kątami równemi, i przechodzi przez dwa punkta stałe К’, L’ 
w których prosta 0S' spotyka sferę. 

Pankta K i L, K'iL', niezależne od wielkości koła zmiennego X, 
zostają te same gdy to koło staje się styczną sferyczną spólną 
kołom Р і Q. Więc punkta K, L, i K’, L’ są punktami spotkań 
stycznych sferycznych zewnętrznych i wewnętrznych, spólnych 
dwom kołom Pi Q. 

Wynika z tego co poprzedza że wszelkie koło wielkie przecho- 
dzące przez wierzchołek stożka S albo 5' przecina dwa koła Р, Q 
pod kątami równemi ; i nawzajem. 


Nazwano środkami podobieństwa dwóch kół P i Q na sferze pun- 
kta Ki K', w których promienie OS i OS', idące do wierzchołków 
dwóch stożków wyznaczonych przez te koła, spotykają sferę. 
Środek K podobieństwa prostego odpowieda stożkowi którego” 
wierzchołek S jest zewnątrz, a środek К! podobieństwa odwrotnego 
stożkowi którego wierzchołek S' jest wewnątrz sfery. Te oba środki 
są na linii biegunów PP’ dwóch kół danych (УШ, zag. 14, uw.). 


Punkta Mi N dwóch kół P iQ, leżące na jednej krawędzi 
stożka S,albo stożka S', nazywają się przeciwodpowiednemi (V, 19). 
Dwa dwojany punktów przeciwodpowiednych leżą na jednym 
okręgu ; albowiem, te punkta należą do sfery, a będąc na dwóch 
krawędziach stożka leżą na jednej płasczyznie. Ztąd i na mocy 
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określenia osi pierwiastnej (24), wnosimy że cięciwa sferyczna 
dwóch punktów koła P, i cięciwa sferyczna punktów przeciwod- 
powiednych koła Q spotykają się na osi pierwiastnej tych dwóch 
kół. 


Zatem, styczna sferyczna w dwóch punktach przeciwodpowiednych 
dwóch kół na sferze spotykają się na osi pierwiastnej tych kół ; 
cośmy już widzieli. 


(TWIERDZENIE XXVII. 


» 


Sześć środków podobieństwa trzech kół na sferze, uważanych po 
dwa, leża po trzy na czterech okręgach kół wielkich. 


Jakoż, uważajmy trzy stożki S, 8,, 5 wyznaczone przez dane 
koła, których wierzchołki są zewnątrz sfery; te trzy wierzchołki 
są па płasczyznie koła stycznego zewnętrznie do trzech kół da- 
nych, ale są także na płasczyznie koła stycznego wewnętrznie do 
tych trzech kół (26); więc trzy wierzchołki S, 5,, 5: są w linii 
prostej. QOznaczając przez 8', 8',, S'a, wierzchołki wewnąlrz sfery 
trzech innych stożków, dowiedzie się podobnie że wierzchołki 
S, 8/,,S/,, ва w linii prostej; i tak samo 8,, S', S/,,i Sa, S', S', są 
w linii prostej, Istnieje więc cztery linie proste zawierające 
wierzchołki sześciu stożków. A ponieważ każdy wierzchołek na- 
leży oddzielnie do dwóch z tych prostych, te cztery proste leżą 
na jednej płasczyznie, i tworzą czworobok zupełny. Ztąd wynika 
że trzy środki podobieństwa prostego trzech kół na sferze są na 
jednym okręgu koła wielkiego. Tak samo, każdy ze środków 
podobieństwa prostego z dwoma nieodpowiedającemi środkami 
podobieństwa, odwrotnego leży na jednym okręgu koła wielkiego. 

Te cztery okręgi kół wielkich, każdy przechodzący przez trzy 
środki podobieństwa, nazywają się osiami podobieństwa trzech kół 
na sferze. Jest więc jedna oś podobieństwa prostego, i trzy osie 
podobieństwa odwrotnego. _ 
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» 
KOŁO STYCZNE DO TRZECH KÓŁ DANYCH NA SFERZE. 


Dowodzenie i wykreślenie, któreśmy dali w geometryi płas- 
kiej (V, 20 i zag.), stosuje się lok dych na А zastę- 
pujae tylko ке proste przez łuki kół wielkich. Zwykle dość a 
nakreślić styczne sferyczne spólne do dwóch dwojanów kół da- ` 
nych, aby mieć środek pierwiastny i un osi podobieństwa 
tych kół. Zagadnienie ma ognie ovit rozwiązań. Metoda 


_ w tem jest “фе że daje rozwiązani st; jest ona ogól А. 
obejmuje nawet przypadki szczególn ( rych'dihe' koła stają 
się punktami а ga 4 
ы, Л, 
a%. gran "> Р... 
. RODI PR WY. 2 
. tuh 


Niech będzie panki be... się nazywa okiem widza, 


JI stała | М алй рй ун еи czyli obrazu. 


S Perspektywa punktu A w przestrzeni jest punkt a w którym 
promień oczny, idący od oka О do punktu A, przebija płasczyznę 
wizerunku MN. 

Perspektywa linii jakiejkolwiek ABC jest miejsce perspektyw 
abe wszystkich jej punktów, . 

Jako widzimy, perspektywa linii ABO jest przecięciem p Ж 
zny wizerunku z powierzchnią stożkową, mającą punkt widzenia 
O za wierzchołek, a linię ABC za kierownicę. Dla tej przyczyny 
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s 


ię jej rzutem stożkowym, albo jeszcze 


Albowiem, perspektywy wszys чн pra prostej +4 
n 


Час zarazem na płasczyznie MN i 

cięciem ab tych dwóch płasczyzn. 
Aby mieć perspektywę punktu Е POR па s` 

prostej AB, trzeba poprowadzić przez oko О równoległę 4 


do AB; punkt f, w którym ona przebija płasczyznę wizer 
będzie perspektywą jej punktu w nieskończoności 


asczyznie ОАВ, są prz А, 


nazywa się punktem umknięcia prostej AB. » * 
Gdy prosta AB jest równoległa do płasczyzny wizerunku, jj 
punkt umknięcia znika w nieskończoności. + 


Widzimy teraz łatwo że, gdy jest kilka prostych а 
między sobą, perspektywy punktów leżących w nieskończoności 
na tych równoległych schodzą się wszystkie w jednym punkcie 
umknięcia. Ale ten punkt znika w nieskończoności jeśli dane 
proste, równoległe między sobą, są zarazem równoległe do płas- 
czyzny wizerunku. * 
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Ktu któ ETE ! 
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Punkt sw którym prosta AB sp 

nazywa się jej śladem. 

Gdy prosta AB przechodzi 
_spektywa przywodzi się do јес 
- Alei ten ślad znika, jeśli prosta AR 

ё Ж, КЎ 
jest równoległa do płasczyzny wizęranku ~ 


«P i 1 
‚ ich perspektywy praeina się + 
„jak promień oczny puuktu prze- 
ku albo jest do niej równoległy. 


także афо sa równ 


wę 


з 

Sp Niech beda (бус proste AB i CD (fig. 1) przecinające się 

w punkcie H. Ponieważ promień oczny ӨМ spotyka płasezyznę 

wizerunku w punkcie /, jako pokazuje figura, ten punkt / jes 

perspektywa punktu przecięcia H dwóch prostych ABi CD; 

więc wiedy perspektywy ab i cd tych prostych spotykają się 
w punkcie h. 4 a ' 

2° Uważajmy teraz dwie proste AB i CD także się przecinające 

w punkcie H (fig. 2), ale w których promień OH nie spotyka 
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płasczyzny wizerunku. m przypadku, płasczyzny OAB i OCD 
Ы przechodzą przez prom OH; więc ich przecięcia ab i cd 
z płasczyzną wizerunku, t perspektywy dwóch prostych 
AB i GD, sa równoległe do ( temsamem równoległe między 
© sobą. га t pi 
ЫА ' "Жл. u "9 > 
чь”, 
Bt: 
А Т Н è » 
| Gdy dwi gte, ich perspektywy przecinają się 
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4« а А 
=, дк. Pi 


jak te proste spotykają płasczyznę wi- 
$ 8 HLY + 


“# 


cza yć b ЕД 


р 


Ў › 


Fig. 1 Fig. 2. 


‚ . 
1° Niech będą dwie prosle swinga stop (fig: Pi , 


spotykają płasczyznę wizerunku. Jeśli przez punkt widzenia O 
poprowadzimy prostę O/ równoległą do danych, ta linia wyzna- 


czy ich spólny punkt umknięcia /. Więc perspe ch i 

dwóch danych równoległych AB i GD | ciek @# 
2” Jeśli dwie proste równoległe AB i CB (fig. 2) są zaražen 

równoległe do płasczyzny wizerunku, wtedy płasczyzny OAB 

i OCD przecinają tę płasczyznę wedle dwóch prostych a i cd które 


są równóległe do dwóch danych równoległych AB i CD. Więc 
perspektywy ab i cd tych ostatnich są równoległe. , 


WNIOSEK. — (Gdy dwić proste leżą na jednej płesczyznie prze- 
chodzącej przez punkt widzenia О, wtedy ich perspektywy zle- 
wają się w jedną linię prostą. 
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UwaAGA. — Z tego co poprzedza wnosimy ogólne twierdzenie : 


Gdy przecięcie się dwóch płasczyzn rzułujących jest równoległe do 
płasczyzny wizerunku, perspektywy jakichkolwiek linij leżących na tych 
płasczyznach są równoległe. 1 NAWZAJEM. 4 


Więc, aby otrzymać perspektywy równoległe prostych AB, CD, EF,... 
przecinających się w jednym punkcie H, dość wziąć płasczyznę wizerunku 
równoległą do prostej OH która łączy punkt H z punkiem widzenia O. 
Można tym sposobem otrzymać perspektywy równoległe drugiej jeszcze 
grupy linij prostych A/B’, C/D/, ЕЕ... przecinających. się w RET H, 
biorąc płasczyznę wizerunku równoległą zarazem do OH i OH'. 


+. е 
« 
Я i 


‚ ZAGADNIENIE ХХХІ, 


ГА 


е 
<y 


ж 
. 


Wszystkie punkta płasczyzny które są w nieskończoności maju 
perspektywy w linii prostej na płasczyznie wizerunku nierówno- 
legtej. . 
76 44 

Ф 4 
№ а 


е Jakoż, otrzymuje się perspektywy a, b, е,... punktów 
w nieskończoności leżących na płasczyznie PQ, prowadząc przez 
punkt O równoległe Оа, Ob, Oc,...do tej płasczyzny. Owoż, te 
równoległe leżą wszystkie na jednej płasczyznie баб równoległej 
do płasczyzny PQ (VI, 23, wn.); więc szukane perspektywy, 
leżąc na dwóch płasczyznach MN і Oab, są na linii prostej abe 
równoległej do przecięcia płasczyzn ш” i PQ. 


WNIOSEK, — Jeśli figura płaska F ma punkta w nieskończo- 
ności, perspektywy tych punktów są w linii prostej. I NA WZAJEM, 
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punktom figuty perspektywnej F', będącym w nieskończoności, 
odpowiedają punkta figury F leżące na linii prostej równo- 
ległej do przecięcia płasczyzn figur Еі F’. Bo figury F i F' są 
nawzajem perspektywą jedna drugiej, względem tego samego 
punktu widzenia O. 

Z tego co poprzedza wynika że : 

1° Można zawsze wziąć perspektywę figury płaskiej tak, żeby 
perspektywa jednego z jej punktów A poszła w nieskończoność ; 
dość tylko żeby płasczyzna wizerunku była równoległa do pro- 
mienia ocznego ОА. Wtedy wszystkie linie proste które się 
spotykają w punkcie A tej figury będą miały perspektywy 
równoległe. 


а > 
2° Można zawsze wziąć perspektywę figury płaskiej tak, żeby 
perspektywa dwóch jej punktów A i B, czyli perspektywa linii 
prostej AB, była w nieskończoności. Dość tylko żeby płasczyzna 
wizerunku była równoległa do płasczyzny OAB. 


Tym sposobem czworobok może mieć za perspektywę równo- 
ległobok, z kątem takiej wielkości jaka się podoba. Jakoż, żeby 
perspektywa abcd czworoboku ABCD była równoległobokiem, 
trzeba żeby punkt spotkania Е boków przeciwległych AB і CD 
miał perspektywę w nieskończoności; tak samo, trzeba żeby 
perspektywa punktu spotkania F boków przeciwległych AD i BG 
była także w nieskończoności. Dość więc żeby płasczyzna wize- 
runku była równoległa do płasczyzny OEF. Owoż, kąt EOF jest 
dowolny, ponieważ punkt widzenia О może być wzięty dowolnie. 
Więc można dać kątowi bad równoległoboku taką wielkość jaką 
zechcemy. 


RZUTY W OGÓLNOŚCI. 


Wiadomo że rzutem linii prostej na płasczyznie jest linia prosta. 
To twierdzenie nie przestaje być prawdziwe, gdy rzutujące punk- 
tów są pochyłe do płasczyzny rzutów (УІ, 16); byle tylko wszystkie 
rzutujące były równoległe do jednej prostej. Dla tej przyczyny 
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obydwa rzuty są rzutami walcowemi ; a widzieliśmy że perspektywa 
jest rzutem stożkowym. Więc, zogólniając znaczenie wyrazu rzut, 
powiemy : 

Rrzut a punktu A na płasczyznie P nazywa się prostokatnym 
albo pochyłym albo stożkowym, według jak rzutująca Aa jest 
prostopadła do płasczyzny P, albo równoległa do pewnej po- 
chyłej do tej płasczyzny, albo wychodzi z punktu stałego О 
przestrzeni. 

Rrzut prostokątny, pochyły, albo stożkowy figury jest miej- 
seem rzutów prostokątnych, pochyłych, albo stożkowych wszys- 
tkich punktów tej figury; biorąc, ma się rozumieć, na jednej 
płasczyznie rzuty wszystkich punktów. 

Cień rzucony na płasczyznę P, przez figurę którą oświeca punkt 
światły O, jest rzutem stożkowym czyli perspektywą tej figury. 

Ztąd, i na mocy tw. XLVIII, Ks. V, wnosimy ogólne zadanie : 


Gdy cztery proste zbiegające leżą na jednej płasczyznie, ich rzuty 
prostokątne pochyte, albo већ cienie czyli perspektywy, na jakiejkol- 
wiek innej płasczyznie, sœ czterema liniami prostemi także zbiega- 
jacemt, których stosunek niekarmoniczny jest równy stosunkowi nie- 
harmonicznemu czterech pierwszych. 


Rzuty dają następujące ważne twierdzenie. 


"TWIERDZENIE XXXII. 


Styczna w punkcie m rzutu mm! jakiejkołwiek krzywej MM! jest 
rzutem stycznej w odpowiedajacym punkcie M tój krzywej. 


Albowiem sieczna mm! jest rzutem albo perspektywą siecz- 
nej ММ”, jakkolwiek blizko punkt М' і jego rzut т’ dochodzą 
odpowiednio do M i m. Więc styczna w punkcie m rzutu, albo 
perspektywy, linii krzywej MM’ jestrzutem albo perspektywą sty- 
cznej do tej krzywej w punkcie M, 

Je sv tu jednak wyjątek. W sczególnym przypadku w który 
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styczna do krzywej w punkcie M jest rzutującą tego punktu, jej 
rzut albo perspektywa jest tylko punktem; gdy tymczasem 
styczna do rzutu tej krzywej, w punkcie m, jest linia wyznaczoną. 


OKREŚLENIE. — Nazywa się własnościa rzutową figury wszelka 
własność która się zachowuje w rzucie tej figury. Własności 
opisowe są oczywiście własnościami rzutowemi. 


Ale nie każda własność miarowa figury jest jej własnością 
rzutową ; i tak, twierdzenie : W trójkącie prostokątnym, kwadrat 
z przeciwprostokatnej równa się summie kwadratów z boków kąta 
prostego, nie zachowuje się w rzucie trójkąta na płasczyznie ; bo 
ten rzut nie jest koniecznie trójkątem prostokątnym. 


Stosunek nieharmoniczny czterech punktów w linii prostej jest 
własnością rzutową, i równa się stosunkowi nieharmonicznemu ich 
perspektyw. Bo cztery punkta A, В, С, D w linii prostej i ich 
perspektywy a, b, е, d leżą na dwóch poprzecznych jednego 
реки O.ABGD (У, 1). 


Perspektywa jest jedną z metod poszukiwania własności figur, 
odpowiedających wiadomym własnościom figur spółrodzajowych. 
I tak, niech będzie czworobok ABCD, w którym Еі F są pun- 
Каті spotkań boków przeciwległych, G przecięciem dwóch 
przekątnych wewnętrznych. Zrzutujmy ten czworobok wedle ró- 
wnoległoboku abed. W równoległoboku przekątne przecinają się 
na połowy. Owoż, perspektywa g punktu б jest środkiem prze- 
katnej ac; więc ta przekątna jest podzielona harmonicznie przez 
przekątnę bd, i przez prostę ef która jest w nieskończoności per- 
spektywą prostej EF. Ale własność harmoniczna jest własnością 
rzutową; więc w czworoboku zupełnym ABCD przekątna AC 
jest podzielona harmonicznie przez przekątne BD i EF. Со już 
wiemy (V, 10). 


Można uważać wszelką stożkowę jako perspektywę koła, i 
NAWZAJEM. Albowiem, można nakreślić tę stożkowę i dane koło 
na jednym stożku kołowym ; więc, jeśli weźmiemy wierzchołek 
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tego stożka za punkt widzenia O, i płasczyznę jednej z dwóch 
linij za płasczyznę wizerunku, druga linia będzie perspektywą 
pierwszej. 


Ztąd wynika że wszystkie własności opisowe koła należą do 
przecięć stożkowych. 


I tak, naprzykład, twierdzeniu biegunowej względem koła, od- 
powieda następujące w przecięciach stożkowych. 


TWIERDZENIE XXXIII. 


Jeśli przez punkt A, leżący na płasczyznie przecięcia stożkowego, 
poprowadzono jakąkolwiek siecznę ABC, miejscem punktu D sprzę- 
żonego harmonicznego z punktem A, względem cięciwy BC, jest linia 
prosta DD' biegunowa punktu A. 


Во te wszystkie sieczne AC, AC’... і ich 
punkta przecięć C,C', C"... ze stożkową МС 
mogą się uważać jako perspektywy linij 
i odpowiedających punktów które leżą па 
kole. Owoż, w kole punkta sprzężone har- 
moniczne których perspektywami są D, 
D',... stanowią biegunowę punktu mają- 
cego perspektywę A; więc miejscem 
punktów D, D', D",... jest linia prostaDD', 
biegunowa punktuA względem danej stożkowej. 


WNIOSEK. — Jeśli przez punkt A, leżący na płasczyznie linii 
stożkowej, poprowadzimy sieczne AC, AQ...; cięciwy łączące 
pnnkta przecięć, jako ВС! i CB',... albo jako BB’ i CC',... spotkaja 
się na biegunowej DD' punktu A (V, 12). 


Uważając na to cośmy powiedzieli w ks. V o biegunowej 
względem koła, łatwo można, za pomocą powyższego twierdzenia 
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i jego wniosku, nakreślić biegunowę danego punktu, albo bie- 
gun danej biegunowej, względem linii stożkowej. 

Stosując tę uwagę, i opierając się na tw. XXX, Ks. V, widzimy 
zaraz że 


Każda kierownica jest biegunową odpowiednego ogniska względnie 
do jego stożkowej, 


Tą samą metodą perspektywy nie trudno dowieśdź że znamie- 
nite twierdzenia sześciokąta PASKALA i BRIANCHONA, twierdzenie 
DESARGA (V, 32 i 33), KARNOTA (III, 33), z ich wnioskami stosują 
się do wszystkich przecięć stożkowych, 


Jako przykład ważności tych twierdzeń, rozwiążmy następujące 
zagadnienia, 


ZAGADNIENIE |. 


Przez dany punkt A poprowadzić stycznę do danej stożkowej. 


1° Jeśli punkt A jest dany zewnątrz, na płasczyznie linii stożko- 
wej BMC (fig. poprzednia), nakreśl jego biegunowę MN której 
punkta przecięcia, M, N ze stożkową będą punktami zetknięć, 
a zaś proste AM, AN stycznemi szukanemi. 


2° Jeśli pukt A jest dany na stożko- 
wej АВО, weź na tej linii cztery punkta 
przyzwoite B, C, D, Е, i nakreśl pię- 
ciokąt wpisany ABCDEA. Przedłuż 
AE, BC i CD, poprowadź siecznę 
punktów spotkań PQR, i nakoniec 
a”. prostę AR która będzie styczną szu- 

Капа (Zob. Ks. V, tw, VI wn). 


UwaGA. — To piękne rozwiązanie, za pomocą samej linii 
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prostej, pokazuje że można kreślić styczne do danej stożkowej 


nie znając nawet jej rodzaju; to jest, nie wiedząc czy dany łuk 
należy do ellipsy, hiperboli albo paraboli. 


Jest więcej jeszcze. Można, znając tylko pięć punktów linii 
stożkowej, poprowadzić przez jeden z nich stycznę do tej krzy- 
wej, chociaż ona nie jest nakreślona ani dany jej rodzaj, 


ZAGADNIENIE II. 


Mając dane pięć punktów A, B, С, D, E linii stożkowej, nakreślić 
inne, 


Przez jeden z danych punktów, np. przez E, poprowadź jaką- 
kolwiek prostę EF. Chodzi o znalezienie punktu F w którym ona 
spotyka linię stożkową. Otóż, w sześciokącie wpisanym ABCDEF, 
przez punkt przecięcia P pierwszego boku AB i czwartego DE, i 
przez punkt przecięcia Q drugiego boku BC i piątego EF, popro- 
wadź linię prostą PQ która spotka trzeci bok CD w punkcie R. 
Jeśli połączysz AR, proste AR i E'F przetną się w żądanym 
punkcie F. 

Można tym sposobem wyznaczyć tyle punktów szukanej stożko- 
wej ile się podoba. 

Zagadnienie jest oczywiście niemożebne, gdy trzy z pięciu 
danych punktów są w linii prostej, A 


ZAGADNIENIE III. 


Nakreślić linię stożkową styczną do pięciu danych prostych. 


Niech będzie ABCDE pięciokąt utworzony z danych stycznych. 
Poprowadź przekątne BD i CE; punkt skrzyżowania N і wierz- 
chołek A połącz linia prostą AN, która spotka bok przeciw- 
legły CD w punkcie zetknięcia F szukanej stożkowej. 
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Tym sposobem wyznacza się cztery inne punkta zetknięcia, i 
zagadnienie przywodzi się do poprzedzającego. 


Zagadnienie jest niemożebne gdy /rzy z pięciu danych stycz- 
nych zbiegają się w jednym punkcie albo są równoległe. 


UwAGA. — W każdy pięciokąt można wpisać i na nim opisać 
linię stożkowa, ale tylko jedną. 


STOŻKOWA SFERYCZNA. — Wyobraźmy sobie sferę i stożek ma- 
jacy za wierzchołek jej środek a za podstawę linię stożkową. Ten 
stożek przecina powierzchnię sferyczną wedle dwóch linij zam- 
kniętych, symetrycznych, które uważane razem stanowią stożkowe 
sferyczną. Każda z tych dwóch krzywych jest perspektywą na 
sferze linij stożkowych, i nazywa się ELLIPSA SEERYCZNĄ. 


Ellipsa sferyczna ma dwie osie symetryi sferyczne prostokątne, 
których punkt przecięcia jest jej środkiem ; ma także dwa ogniska 
leżące na wielkiej osi, i dwie kierownice sferyczne odpowieda- 
jace tym ogniskom. 


Stosunek nieharmoniczny trzech punktów w linii prostej, jako 
równy stosunkowi nieharmonicznemu pęku czterech linij pros- 
tych, jest także równy stosunkowi nieharmonicznemu czterech 
punktów na sferze, jeśli do wyznaczenia jego wartości są wzięte 
nie łuki kół wielkich ale ich wstawy. Zatem, czterem punktom 
harmonicznym na płasczyznie odpowiedają cztery punkta har- 
moniczne na sferze. Następnie, ponieważ biegunowa punktu 
względem podstawy она jest linia prostopadłą do osi ognisko- 
wej, biegunowa punktu względem ellipsy sferycznej jest łukiem 
koła wielkiego, także prostopadłym do osi ogniskowej. 


Ellipsa sferyczna posiada wiele własności podobnych do wła- 
sności ellipsy płaskiej, 


I tak : 


Stosunek wstaw odległości punktu ellipsy sferycznej od pm 
i od kierownicy odpowiedającej jest ilością stałą. 
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Summa wstaw promieni wodzących które łączą punkt ellipsy sfe- 
rycznej z obydwoma ogniskami jest iloscia stałą. Е 

Styczna do ellipsy sferycznej czyni katy równe z promieniami 
wodzącemi punktu zetknięcia (V, 27); i. t. d. 

Ale dowodzenia tych twierdzeń do geomotryi analitycznej 
należą. 


FIGURY ODWROTNE; METODA PRZEKSZTAŁCENIA PRZEZ 
PROMIENIE WODZACE ODWROTNE. 


OKREŚLENIE. — Mając dany jakikolwiek układ punktów А, В, С... 
na płasczyznie albo w przestrzeni, jeśli na promieniach wodzą- 
cych SA, SB, SC,... które wychodzą z punktu dowolnego S, 
weżznuiemy odległości SA', SB', SQ',... wszystkie jednakowym 
sposobem, i takie żeby było 


SA.SA' = SB.SB' = SG. SU = ... = р, 


punktaA',B',C',... реда stanowiły układ odwrotny układu АВС... 


Jeśli punkta A, B, Q,... tworzą figurę płaską albo w przes- 
trzeni, ich odpowiedne A”, В’, С',... tworzą także figurę płaską 
albo w przestrzeni odwrotną pierwszej. Sposób jakim się prze- 
chodzi z pierwszej figury do drugiej nosi nazwisko przekształce- 
nia przez promienie wodzące odwrotne. 


Punkt 5 nazywa się biegunem albo początkiem, а ilość stała p 
potęga przekształcenia. Ta potęga, jest dodatna albo odjemna, 
według jak dwa punkta odpowiedne А і A' leżą oba z jednej strony 
albo każdy ze strony przeciwnej bieguna S. 


Gdy potęga p jest dodatna, można ją uważać jako kwadrat 
z promienia koła mającego środek w 5. A jeśli nadamy temu 
promieniowi ciąg wartości, wszystkie figury odwrotne tak otrzy- 
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mane będą jednokładne. Albowiem, oznaczmy przez p promień 
wodzący danej figury, przez ri r” promienie wodzące odpowiedne 
dwóch figur odwrotnych z pierwszą względem: potęg pip, 


А ‚ 5 Á 
będzie = 1 "= р; więc 7 =. 


"TWIERDZENIE XXXIV. 


Figura odwrotną linii prostej jest okrąg przechodzący przez punkt 
wzięty za biegun. 


Niech będzie linia prosta BC i 
punkt A wzięty za biegun. Poprowadź- 
my promień wodzący AN, i weźmy na 
nim punkt M taki żeby było 


АМ.АМ= p; 


z punktu A spuśćmy na BC prosto- 
padłę AE, i weźmy na niej punkt D taki żeby było 


АЕ. AD = р. 


Z tych dwóch równań wynika 


ы AN. AM = АЕ, AD. 


Ostatnie równanie pokazuje że cięciwa DM i dana prosta BC 
są dwiema przeciwrównoległemi w kącie A (Ш, 10); zatem 
kąt DMA jest prosty. 


Więc miejscem punktu M jest okrąg przechodzący przez biegun А. 


Promień tego okręgu jest oczywiście A0 = ZĘ: 


Gdyby wzięto punkt D za biegun otrzymanoby ten sam wynik, 
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To wszystko jest przez się widoczne ; dość uważać że punkta A 


i D są środkami podobieństwa linii prostej ВС i koła AMD. © 


UwaGA. — Gdyby biegun był wzięty na danej prostej, wtedy 
ta prosta byłaby sama swoją odwrotną. 


TWIERDZENIE XXXV. 


Figura odwrotną okręgu, względem punktu jego płasczyzny 
wziętego za biegun, jest okrag mający z pierwszym ten biegun za jeden 
ze środków podobieństwa. 


Niech będzie dany okrąg 0, i punkt 8 па jego płasczyznie, 
zewnątrz albo wewnątrz tego okręgu. Na promieniu wodzą- 
cym SAB weźmy punkta A’ i B’ takie żeby było 

SA.SA'=p i SB.SB' = р. 


A ponieważ SA . SB == k, będzie, mnożąc i dzieląc stronami, 
* 
ГТ < 
ВА! .8B' = T 
Więc miejscem punktów A'i B' jest okrąg О". 
Punkt $ jest środkiem podobieństwa okręgów 0 і 0'; а zaś £ 
SA.SB SA k 


icl stos ie ieńs J Á ШШ до E —. 
ich stosunkiem podobieństwa, bo SB.SB "SB р 


Zatem = 7 80 i ОА = Р 0А. 
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WNIOSEK. — Jeśli punkt S zbliża się do okręgu O, i nareszcie 
pada na nim w punkcie E albo F, wtedy okrąg odwrotny O' 
rośnie nieskończenie i staje się linia prostą. 


Więc, figura odwrotną okręgu, względem jednego z jego punktów 
wziętego za biegun, jest linia prosta, prostopadła do średnicy 2R 


przechodzącej przez ten biegun, i na odległość эк od niego. 


Dobrze jest dowieśdź wprost tego wniosku, który jest niejako 
wzajemnicą twierdzenia XXXV. 


TWIERDZENIE XXXVI. — Figurą odwrotna płasczyzny jest sfera 
è przechodząca przez punkt wzięty za biegun, 


Promień tej sfery równa się 2, oznaczając przez d odległość 


bieguna od płasczyzny. 


"TWIERDZENIE XXXVII. — Figura odwrotną sfery, względem pun- 
ktu przestrzeni wziętego za biegun, jest sfera mająca z daną sferą 
ten biegun za jeden ze środków podobieństwa, 


Dowodzi się łatwo obydwóch twierdzeń, przywodząc rzecz do 
linii prostej i koła, za pomocą płasczyzny siecznej przechodzącej 
przez biegun. 


WNIOSEK. — Jeśli punkt wzięty za biegun zbliża się do danej 
powierzchni sferycznej i nareszcie jej dosięga, wtedy sfera od- 
wrotna rośnie nieskończenie i staje się płasczyzną. 


Więc figura odwrotna sfery, wzgledem jednego z jej punktów 
wziętego za biegun, jest płasczyzna prostopadła do średnicy 2R 


przechodzącej przez ten biegun, i naodległość ЭК od niego. 


UwaGA. Ten wniosek z wnioskiem tw. XXXV stanowia dwa ważne 
twierdzenia które nam później będa użyteczne. 
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* TWIERDZENIE XXXVIII. 


Figura odwrotną okręgu, Е jakiegokolwiek punktu przes- 
trzeni wziętego za biegun, jest орад. 


Albowiem, można uważać dany okrąg jako przecięcie się dwóch 
sfer O 107; zatem figura odwrotna tego okręgu, będąc przecię- 
ciem się dwóch sfer О, i ёё które są odwrotnemi sfer О1О”, 
jest także okręgiem. 


"TWIERDZENIE XXXIX. + 


Znając odległość dwóch punktów jednej figury, można wijznaczyć 
odległość punktów odpowiednych figury odwrotnej, względem jakie- 
gokolwiek bieguna S i potęgi p. 


Jakoż, równanie 
SM. SM =SN.SN' =p 


dowodzi że proste MN 1 M'N’ są przeciwrównoległe względem 
kata S; zatem dwa trójkąty podobne SMNiSW'N dają: -~ 


Му 50 54.56 р 
MN SM  ŚM.SN  SM.SN’ 
MN. p 
PA + j | RZE A 
zkad MN= SW.ŚN 
MN'. р 


Otrzymuje się podobnie MN ш ЖЕ 


7 http://rcin.org.pl 


756 KSIĘGA DZIEWIĄTA, 


TWIERDZENIE XL. ЕЯ 


Kat dwóch linij przecinających się jest równy kątowi linij od- 
wrotnych. 


Р" , 
Uważajmy najpierwej że dwie jakiekolwiek linie odwrotne MN 
i MN, płaskie albo skośne, tworzą z promieniem wodzącym SM 
kąty równe. Jakoż, cięciwy MN i W'N' są przeciwodpowiedne ; 
zatem kąty SMN i SN'W' są równe, jakkolwiek blizko punkt N 
dosięga do M. Owoż, gdy promień wodzący SN schodzi się z ŚM, 
sieczne MN i M'N' stają się stycznemi МТ i М'Т do swoich krzy- 
wych w punktach odpowiednych M i М”; więc te styczne czynią 
z promieniem wodzącym SM kąty równe, to jest wyraźniej, 
tworzą trójkąt równoramienny TMM' mający podstawę MM’. 


Niech będą teraz dwie jakiekolwiek krzywe MA, MB, i ich 
odwrotne M'A', M B'; powiedam że kąt dwóch pierwszych równa 
się katowi dwóch drugich, to jest kąty TMV i TW'V, utworzone 
przez styczne do tych krzywych, są równe. 

Albowiem, jeśli dwie krzywe MA i MB leżą na jednej płas- 
czyznie, na mocy lego co з. а będzie 
kat TMM' = TMM, i kąt VMM’ = VM'M; więc kąt TMV = TW'V. 


Jeśli zaś dwie dane krzywe MA i MB skośne, uważajmy 
dwa trójściany MM'TV i MMTV które, mające kat dwójścienny 
MN’ spólny, przyległy dwom ścianom odpowiednio równym 


http://rcin.org.pl в ж 


Е з 
. 


FIGURY ODWROTNE. 751 


TMM =TMM i VMM =VMM, są symetryczne; więc kąty 
TMV s M są równe. 


TWIERDZENIE XLI. 


Kat dwóch powierzchni P i P+, w punkcie m linii przecięcia amb, 
jest równy katowi pod którym się przecinaja dwie powierzchnie 
odwrotne P' i Р", w punkcie odpowiednym m’. 

Katem dwóch powierzchni przecinających się w danym pun- 
kcie m jest kąt ich płasczyzn stycznych w tym punkcie. Owoż, 
jeśli przez punkt m, poprowadzimy na powierzchniach P i P; dwie 
odpowiedne krzywe mp i mą, przecinające pod kątem prostym 
linię ab spólną tym powierzchniom, krzywe odwrotne m'p' i m'q' 
przetną także pod katem prostym linię 2/7, spólną powierz- 
chniom odwrotnym P’, P',. Ale kąt dwóch krzywych mpi mg 
mierzy kąt powierzchni Р iP, w punkcie m, a kąt krzywych 
odwrotnych m'p' i m'q' mierzy kąt powierzchni odwrotnych P'iP', 
w punkcie odpowiednym m/, i te dwa kąty są równe (40); więc 
kat dwóch powierzchni przecinających się w punkcie m jest 
równy kątowi powierzchni odwrotnych przecinających się w pun- 
keie odpowiednym m’. 


Ta własność zachowania kątów w dwóch figurach ptr, 
i możebność wyrażenia odległości dwóch punktów w fu 
odległości punktów odpowiednych, są nader ważne, i mogą słu- 
żyć do poszukiwania własności opisowych albo miarowych 
danej figury, jeśli ją przekształcimy na inna w której te własno- 
ści są wiadome. 


Zastosowanie pokaże lepiej użytek tej Sms do której służą 
dwa następujące twierdzenia. 


Można zawsze przekształcić dany układ trzech kół na inny układ 
trzech kół maja środki w linii prostej ; miejscem biegunów tego 
przekształcenia jest okrag przecinający prostokątnie trzy dune koła. 
Jakoż, linia prosta na której się znajdują środki trzech kół 

! ` h9 
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przekształconych dzieli prostokatnie ich okręgi ; więc okrąg bę- 
Пасу linia odwrotną tej prostej dzieli prostokątnie tezy dane 
okręgi, i jest miejscem biegunów przekształcenia. 


Można także przekształcić dany układ trzech sfer na inny układ 
trzech sfer majacych środki w linii prostej ; miejscem biegunów tego 
przekształcenia jest okrag który dzieli prostokątnie koła wielkie 
trzech sfer danych, leżące na płasczyznie ich środków. Albowiem, 
biegun przekształcenia, i prosta na której maja się znajdować 
środki trzech sfer odwrotnych, wyznaczają płasczyznę która 
zawiera oczywiście środki trzech danych sfer (35) ; więc zadanie 
przywodzi się do przekształcenia trzech kół wielkich, leżących 
na płasczyznie środków trzech danych sfer, na trzy inne koła 
mające środki w linii prostgj. Co już wiadome. 


Ostatnie przekształcenie daje łatwe РЕ, РЯ 
Dupuis. 
Ą . 
Gdy jedna sfera zmienna jest jednakowo styczna do trzech sfer 
stałych, każdy ze trzech punktów zetknięć opisuje małe koło na swojej 
sferze. > 


Jakoż, jeśli рерин у układ czterech sfer tak, żeby trzy 
s fery miały środki w linii prostej, sfera zmienna nie prze- 
yć styczną do tych sfer, i dotknie każdej w punkcie 
miejscem jest okrąg prostopadły do linii środków. Owoż, 
figura odwrotną koła jest koło; więc, wracając do danego układu 
sfer, widzimy że punkt zetknięcia sfery zmiennej opisuje małe 
koło na każdej sferze stałej. 


Zastosujemy teraz wyłożoną teoryę do kilku zadań geometryi 
płaskiej. ” 


PRZEKSZTAŁCENIE WŁASNOŚCI OPISOWYCH. — Figurą odwrotną 
wielokąta prostolinijnego АВС..., względem punktu 5 jego 
płasczyzny, jest wielokąt krzywolinijny A'B'G,... utworzony 
przez łuki kół które się krzyżują w punkcie 5. Ztąd, na mocy 
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twierdzenia równości kątów w dwóch figurach odwrotnych, 
wynikają następujące zadania. 


A 
19 Summa katów wielokąta krzywolinijnego A'B'C'... jest równa 
dwom katom prostym wziętym tyle razy tle jest boków mniej dwa. 
2° Trzy wysokości trójkąta przecinają się w jednym punkcie. 
Więc, w trójkącie krzywolinijnym mającym za boki łuki trzech 
kół przechodzących przez jeden punkt, trzy łuki kół, z których 
każdy przechodząc przez ten punkt i przez jeden wierzchołek 
trójkąta dzieli prostokątnie bok przeciwległy, spotykają się w dru- 
gim punkcie spólnym. 
Twierdzenie dwójsiecznych w trójkącie przekształca się po- 
dobnie. 


3° Gdy koła, przechodzące odpowiednio przez punkła 
SIA, SiB, przecinająsię pod katem stałym, miejscem drugiego 
punktu przecięcia jest okrąg. 


PRZEKSZTAŁCENIE WŁASNOŚCI MIAROWYCH. — To przekształcenie 
opiera się na formule odległości dwóch punktów (39), w której 
można wziąć p = 1. Aby więc przekszt: ałcić związek między 
odcinkami AB, BC,... danej figury, ү! zastąpić każdy z nich, 


jako AB, przez Z biorąc punkt 8 za biegun. 


l tak : Miejscem сќотењус т punktów równo NE т 


punktu stałego O na jednej płasczyznie jest okrag. 
Przekształómy to określenie. 
Oznaczając przez M' i O' punkta odpowiedne punktów Mi 0, 
względem bieguna 8 wziętego na tej samej płasczyznie, będzie 
е 


U 1 \ М 
Mo. W ka OM _ мо 50 


= SW. SO SV p 


зей liczbą stała. 


To pokazuje że Boca 2 SW 
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Więc miejscem punktu М’, którego odległości od dwóch punktów 
Si0' są w stosunku stałym, jest okrąg. Со już wiemy. 
4 


Niech będzie, na drugi przykład, szereg punktów w linii prostej 
idących w porządku А, B, C,... K. Mamy oczywiście 


, 
АКАН + BC 4-.... + IE: 


Figurą odwrotną układu tych punktów, względem bieguna 5, 
jest szereg punktów А!, В’, С',.. K' idących w tym samym po- 
rządku, i leżących na okręgu który przechodzi przez biegun 5. 
Odległości punktów figury odwrotnej są związane równaniem 


А'К' 5 B'C' 0:9 


SA'.SK SA . SB T SB.SG ГЕ" ra 


Biorąc tylko trzy punkta А’, В’, C’, będzie 
А'С' „SB = А'В'.5С6' + В'С'. SA’. 


Со даје wiadome ОО Ptolemeusza (Ш, 26). 


Nakoniec, weźmy przykład który, dowodząc użytku metody, 
pokaże jak można ułatwić kreślenie figury odwrotnej z daną. 


R * 


ZAGADNIENIE IV. 


Przez dany punkt A poprowadzić koło styczne do dwóch danych 
kół B iC. 


Niech będzie X koło zadość czyniące zagadnieniu. Jeśli, 
biorąc punkt A ża biegun, przekształcimy, przez promienie wo- 
dzące odwrotne, figurę trzech kół stycznych В, С, X, otrzy- 
mamy dwa koła odwrotne В’, С”, i linię prostą która będzie 
spólną styczną tych ostatnich kół (35). Więe, żeby rozwiązać za- 
gadnienie, dość jest poprowadzić do kół odwrotnych В, C’, jedną 
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ze stycznych spólnych, jako F'G’, i połączyć punkta styczno- 
ści F', G' z biegunem А; punkta F, G, przeciwodpowiedne pun- 
któw F', G', będą zetknięciami koła X z danemi kołami В і С, 
punkt spotkania linij środków BF i CG będzie środkiem X, a 
odiegłość XF promieniem tego koła. 


utkwienia myśli, że trzeba wykreślić przechodzące przez 
punkt A і styczne zewnętrznie do dw ół B, С, Przez dany 

punkt A prowadzimy styczne AD į AE do tych kół, i bierzemy wie- 

loczyn AD,AE za potęgę przekształcenia ; po czem, na stycznej AD 

wyznaczamy długość AD' = AE, i z punktu D' wyprowadzamy 

prostopadłę D'B' aż do spotkania B’ z prostą AB; otrzymujemy 

tym sposobem środek B'i promień В' koła В’ odwrotnego 

z kołem B. Biorąc na stycznej ЛЕ’ długość AE' = AD, i wyko- 

- nywając podobne wykreślenia, znajdziemy koło C' odwrotne 

z kołem C. 


WYKREŚLENIĘ KÓŁ ODWROTNYCH Bi ) — Przypuśćmy, dla 


To zrobiwszy, jeśli poprowadzimy, do kół odwrotnych B'i С', 
tę stycznę zewnętrzną F'G' która jest zewnątrz trójkąta AB'C/, i 
potem promienie wodzące AF', AG', otrzymamy, jakośmy powie- 
dzieli, punkta zetknięć F, G, a następnie środek X i promień XF 
koła szukanego. Я 


Można inaczej znaleźć środek i promień koła X. Jakoż, uwa- 
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żajmy że środek X leży na prostopadłej AH do stycznej spól- 
p AD. AD' 
sz. SDP жее h): 
ma~ Н (0° 
więc, jeśli weźmiemy AK = 2AH, i, połączywszy KD', popro- 
wadzimy przeciwrównoległę DX do D'K, wyznaczymy zarazem 
środek X i promień AX szukanego koła. 


пеј F'G' kół В”, C', 1 promień AX = 


Jeśli chcemy wykreślić koło styczne wewnętrznie do kół B i C, 
trzeba poprowadzić, do kół odwrotnych B' i C', tę stycznę ze- 
wnętrzną spólną która przecina trójkąt AB'C'. 

A gdyby szukano koła przechodzącego przez punkt A, i stycz- 
nego do dwóch kół B, C tak, żeby otaczało jedno z nich B a 
zostawiało zewnątrz drugie С, trzebaby prowadzić, do kół od- 
wrotnych B' i С”, tę stycznę wewnętrzną spólną która przecina 
bok АВ’ między A і В’. 


W tem co poprzedza można było, z danego punktu A, prowa- 
dzić styczne do obydwóch kół danych B, С; i dlatego mogliśmy 
wziąć za potęgę przekształcenia wieloczyn stycznych AD.AE. 

= Uważajmy teraz szczególny przypadek w którym szukane koło X, 
styczne do danych B i C, powinno przechodzić przez punkt A 
leżący wewnątrz koła C. Jeśli poprowadzimy stycznę AD do koła B 
a średnicę PAQ w kole C, i wyznaczymy punkt D’ tak żeby 


było AD' = AQ; widzimy zaraz że, biorąc wieloczyn AD. AD' 
za potęgę prsekształcenia, łatwo się kreśli koło B' odwrotne 
koła B. Nie trudno także wykreślić koło С’ odwrotne koła С; bo 
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wiemy że jego środek C’ otrzymuje się za pomocą formuły 
ч . 


Г р _AD.AG рт ź "W 
AGE Т" AC = АР ` Owoż, łącząe DP, i prowadząc przez 


е Środek danego koła © równoległę CC” do DP aż do spotkania С" 


4 


z prostą AD, będzie АС” = salka, 


AP 


; więc bierzemy AQ! = АС”, 


- prowadzimy prostopadłe CE i C'E' do AC, a potem prostę EA aż 


at 


do spotkania Е’ z prostą C'E' 1, mamy tym sposobem środek C'i 
promień C'E’ koła odwrotnego z kołem б. Wykreśliwszy koła 
odwrotne B'i C', prowadzimy stycznę zewnętrzną spólną F'G', 
i znajdujemy, jako wyżej, punkta zetknięć Fi G, a następnie śro- 
dek X i promień XF żądanego koła X. A 
Uwaga. — Powyższe rozumowania, zmodyfikowane wedle 
twierdzeń 36 i 37, stosują się do sferi dają rozwiązanie zaga- 
dnienia : Przez dany punkt poprowadzić sferę styczną do trzech 
sfer danych. | „э А 


ы 
` ^ 


RZUT STEREOGRAFICZNY. 
. è p 96 


RZUT STEREOGRAFICZNY FIGURY SFERYGZNE jest p | 1 
tywą figury sferycznej, otrzymaną na płasczyznie wielkiego 
którego biegun wzięto za punkt widzenia. 1 tak (fig. poniżej), 
rzutem stereograficznym punktu M sfery jest punkt m na płas- 
czyznie średnicowej DE, prostopadłej do promienia OS który łączy 
oko ze środkiem sfery. Owoż, uważając że płasczyzna średni- 
cowa jestfigurą odwrotną swojej sfery, względem bieguna 0 i po- 
tęgi przekształcenia p = 2R .R (37, wn), łatwo widzimy że rzut 
stereograficzny jest tylko szczególnym przypadkiem przekształ- 
cenia przez promienie wodzące odwrotne. Ztąd zaraz wnosimy 
następujące twierdzenie. | 


Rzuty stereograficzne dwóch linij nakreślonych na sferze przeci- 
nają się pod tym samym kątem co te linie same. 
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- FWIERDZENIE XLII. 
3; кт 
Rzut stereografczny koła AMB leżącego na sferze jest kołem amb, ‚5 
które ma za środek c rzut stereograficzny wierzchołka © stożka opi- è 
* 


sanego na tej sferze wedle danego koła. s ed 


Jakoż, prosta CS jest prostopadła M 
do płasczyzny koła AMB; zatem, 
w stożku OAB kołowym pochyłym, 
płasczyzna OSC jest prostopadła do 
płasczyzn koła AMB i przecięcia amb. 
Ale ślady AB iab tych dwóch płas- 
czyzn na płasczyznie głównej OAB, 
są oczywiście  przeciwrównoległe; 
więc przecięcie amb jest kołem prze- 
ciwrównoległem względem podstawy AMB, i jego środek c leży 
na prostej CO (6). Co d i twierdzenia. 


А 5 бет х ‚ 
Chociaż to dowodzenie jest proste, dajemy jednak drugie, 
_ wskazane przez Р. CHASLES. + +9 
t. VU 


Wyobraźmy sfe T która przechodzi przez koło AMP i ma 

za środek wierzchołek С stożka opisanego na sferze S. Sfery S 

iS, przee ię prostokątnie; zatem, biorąc punkt widzenia О 

ла bie ształcenia, jeśli utworzymy figury odwrotne 


pędzie odwrotną płasczyzna średnicowa DmE, 
a drugiej sfera S', mająca środek na prostej ОС. Owoż, te dwie 
figury odwrotne przecinają się także pros katnie; więc ich prze- 
cięcie jest wielkiem kołem sfery S',, „ajm środek na prze- 


cięciu c promienia OC z płasczyzną średnicową DmE, To wielkie 
koło jest właśnie rzu reograficznym amb danego koła AMB 
na sferze. Со było do dowodzenia. 


WNIOSEK. — Majac dane koło K i punkt wewnętrzny P, można 
zawsze, 1 wieloma sposobami, zrzutować to koło środkowo (wziać 
perspektywę) wedle kata mającego za środek perspektywę p punktu P. 

Aby dopełnić tego podwójnego warunku, dość jest poprowa- 

» 
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=- dzić okwiek sferę przez dane koło K, i zrobić rzut stereogra- 
ficzny tego koła, biorąc za punkt К wr jeden z punktów 
rzecięcia sfery z linią która łączy punkt P z wierzchołkiem stożka 

^ КҮ na sferze wedle danego koła К. 


t $ 
s % и 
7 
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1055. — zny biegunowe punktów leżących na okręgu koła danego 
w przestrzeni są styczne do powierzchni stożkowej obrotowej. Jaki powi- 
nien być promień tego okręgu ażeby kąt linii rodzącej stożka i osi koła 
miał 45° ? 


1056. — Jedną płasczyzna przecięto dwa walce jednokładne, Dowieśdź 
że к są dwiema liniami krzywemi jednokładnemi, których środek 


jest na p ęciu płasczyzi siecznej z prostą równoległa do linij rodzących 
i przechodzącą przez śr 4 W i tych walców. 
1057. — Można zawsze usta NE tak żeby jeden 
w 


był perspektywa drugi 46 4 
1058. — Gdy dwa w) іе |. „daj środka nie 


podwójnych, wtedy można je uważać 
rych promienie odpowiedne zy mi 
w tę samę stronę. 


1059. ү Чай ыы, ść danego 


chni obrotowej stożkowej, albo waleowej 


1060, — Jaka jest najkrótsza droga między dwoma bankinn na powierz- 
chni walcowej ж PA 


4064. — "орсон рест styczną do powierzchni obrotowej, 
walcowej albo stożkowej, przez dany Sr na powierzchi, 2" przez 


punkt zewnętrzny, 3° równolegle do danej А 
1062. — Zbudować stożek albo walec ob s znając trzy linie ro- 
dzące, 


1063. — Znaleźć. miejsce punktów których potęgi względem trzech sfer 
są proporcyonałne do promieni tych sfer. 


1064. — Jaki punkt trzeba wziąć za biegua рг gas „fa żeby, za po- 
mocą metody promieni wodzących ойнош чан ć | gó sfery 


w 
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stycznej de czterech sfer danych na zagadnienie sfery stycznej do jednej 
sfery i do trzech płasczyzn? 


1065. — Mając dane cztery sfery promieni қо, Ry +9, 

Ra Eo, R+ е, znaleźć miejsce które środek pierwiastny tych sfer opi- 
suje gdy się zmienia iłość ę. + Е 

1066. — Stożek jest wpisany w sferę; dowieśdź że wszelka płasczyzna, 
prostopadła do średnicy przechodzącej przez wierzchołek tego stożka, prze- 
cina go wedle koła. Ak 

1067. — Zbudować trójkąt sferyczny, znając powierzchnię, bok i pro- 
mień koła opisanego. 

1068. — Zbudować trójkąt sferyczny, znając powierzchnię, podstawę i 
wysokość. 

1069. — Znaleść miejsce drugiego ogniska ellips mających jedno ognisko 
spólne i dwie styczne spólne. 

1070. — Miejsce środków wszystkich cięciw ellipsy przechodzących przez 
jeden punkt. А F À 

1071. — Jeśli połączono ogniska hiperboli z punktami w których styczna 
do tej krzywej spotyka obie niemaltyczne, otrzyma się czworobok wpi- 
salny. 4 МГ 

1072. — W paraboli, wieloczyny odległości ogniska od wierzchołków 
przeciwległych roboku opisanego sa równe. 

1073. — Mając dane dwa trójkąty, zrzutować jeden z nich па płasczy- 
znie tak żeby rzut był trójkątem podobnym drugiemu. 

& 

4074. — Przeciąć dany stożek obrotowy wedle ellipsy której excen- 
tryczność jest dana. 

1075. — W dany ну wpisano dwie sfery, styczne ze- 
wnętrznie między sobą. Dowieśdź że obiętość zawarta między stożkiem i 
sferami jest połową objętości zawartej między tym stożkiem i sferą która 
przechodzi przez dwa koła zetknięć stożka ze sferami wpisanemi. 

1076. — Dwa stożki obrotowe przecinające się mają spólną 0$, i kąt 
przy wierzchołku stożka wewnętrznego zawiera 60*; dowieśdź że wierz- 
chołek stożka wewnętrznego jest spólnem ogniskiem wszystkich przecięć, 
wyznaczonych na stożku zewnętrznym, przez płasczyzny styczne do stożka 
wewnętrznego. 

1077. — Jaka jest najkrótsza droga na powierzchni stożkowej z jednego 
punktu do drugiego ? · 
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1078. — Jeśli na powierzchni walca obrotowego, poprowadzono przez 
jeden punkt dwie helice przemiające się prostokątnie, okrag podstawy walca 
jest średnim proporcyonalnym między krokami tych helic. 


1079. — Dowieśdź że dwie helice, przecinające się prostokątnie na walcu 
obrotowym, dzielą jego powierzchnię na czworoboki równe, 


1080. — Ze skrajności A i A’ średnicy podstawy walca obrotowego, wy- 
chodzą dwie helice przecinające się prostokątnie. Przypuszczajac że pier- 
wszy punkt spotkania tych helic jest w M, znaleźć, w funkcyi kroku h 
pierwszej helicy i promienia R walca, powierzchię trójkąta krzywolinijnego 
AMA’. Jaki powinien być krok h żeby ten trójkąt krzywolinijny AMA’ był 
maximum ? 

1081. — Mając Чапа helicę na walcu obrotowym, jeśli przez punki 
przestrzeni poprowadzimy proste równoległe do stycznych helicy, miejscem 
tych równoległych będzie powierzchnia stożkowa obrotowa. 


1082. — Zbudować sferę: 


1° przechodzącą przez trzy punkta dane i styczną do płasczyzny, albo do 
sfery danej, 


2° przechodzącą przez dwa punkta dane, i styczna do dwóch płasczyzn 
albo do dwóch sfer danych, albo do płasczyzny i do stery danej. 


39 przechodząca przez punkt dany i styczna do trzech płascyzn, albo do 
trzech sfer danych, m 


4° styczną do trzech płasczyzn danych i do sfery danej, а 
5° styczną do dwóch płasczyzn danych i do dwóch s ych, 
6° styczną do płasczyzny danej i do trzech sfer danych. 


1083. — Zbudować sferę danego promienia któraby zadość czyniła trzem 
innym warunkom, np. żeby przechodziła przez trzy dane punkta ; albo żeby 
przechodziła przez dwa punkta dane i była styczna do płasczyzny, albo do 
sfery danej ; etc. 


1084. — Nakreślić na sferze, promieniem sferycznym danym, koło 
styczne do dwóch kół danych. 


1085. — Opisać na sferze koło styczne do dwóch kół danych, któreby 
przecinało inne koło w dwóch punktach średnicowo przeciwległych. 


1086. — Opisać na sferze koło któreby przecinało trzy koła dane w punk- 
tach średnicowo przeciwległych. 


1087. — Opisać na sferze koło któreby przecinało trzy koła dane pod 
kątami danemi. Uważać przypadek gdy dane kąty są równe. 
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1088, — Przez dwa punkta A i B sfery poprowadzono ciąg kół, do któ- 
rych poprowadzono styczne sferyczne z punktu wziętego na łuku koła 
wielkiego AB. Jakie jest miejsce punktów zelknięć ? 

1089. — Mając dane na kole sfery dwa punkta A i B, znaleźć na tem 
kole trzeci punkt С taki, żeby dwa wielkie koła CA, CB spotykały się pod 
kątem danym. . 

1090. — Trzy sfery mające spólne koło wyznaczają na poprzecznej sześć 
punktów w inwołucyi, której punktem środkowym jest przecięcie tej po- 
przecznej z płasczyzną koła spólnego. 

1091. — Biegunową wzajemną paraboli, względem punktu kierownicy, 
jest hiperbola równoboczna. 

1092. — Zrzutować daną 5102 коме wedle hiperboli równobocznej. 

1093. — W stożku kołowym nazywają się cyklicznemi (xów.aę koło) 
dwie płasczyzny przechodzące przez jego wierzchołek i równoległe do dwóch 
przecięć kołowych. Dowieślź że wszelka płasczyzna styczna do stożka ko- 
łowego przecina obie płasczyzny cykliczne wedle dwóch linij prostych, 
równo nachylonych na krawędź zetknięcia . 

1094. — Wszelka płasczyzna styczna do stożka kołowego czyni z dwiema 
płasczyznami К ША dwa katy których samma jest stała, 

1095. — Cztery linie proste wedle których dwie płasczyzny styczne do 
: жя kołowego przecinają obie płasczyzny cykliczne, należą do stożka Р 
obrotowego którego oś jest prostopadła do płasczyzny dwóch krawędzi 
zetknięć. , › 

1096. — Nazywają się spółcykłicznemi dwa stożki mające spólny wierz- 
chołek i spólne płasczyzny cykliczne. Dowieśdź że gdy płasczyzna popro- 
wadzona przez wierzchołek dwóch siożków spółcyklicznych przecina 
obydwa, wiedy dwie krawędzie przecięć jednego stożka czynią z odpowie- 
dnemi krawędziami przecięć drugiego katy rowne. Przypadek szczególny gdy 
płasczyzna sieczna przecina jeden z tych stożków i jest styczną do drugiego. 

1097. — Gdy płasczyzna jest styczna do dwóch stożków spółcyklicznych, 
krawędzie zetknięć są prostopadłe do siebie. 


1098. — Jeśli БА i SB są dwie krawędzie prostokątne, wzięte na dwóch 
stożkach spółcyklicznych, płasczyzna ASB przecinia oba stożki wedle 
dwóch innych krawędzi SA”, SB’ także prostokątnych ; cztery linie proste, 
wedle których przecinają się płasczyzny styczne do pierwszego stożka prze- 
chodzące przez SA i SA”, i płasczyzny styczne do drugiego stożka przecho- 
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dzące przez SB i SB’, należą do trzeciego stożka spółcyklicznego z dwoma 
pierwszemi. Tentrzecistożek zostaje stały jakiekolwiek jest położenie dwóch 
krawędzi prostokątnych SA i SB. 


1099. — Istnieje zawsze wewnątrz stożka kołowego pochyłego, i na 
płasczyznie największego kąta, dwie linie proste przęchodzące przez wierz- 
chołek, takie że, jeśli przez jedną z nich poprowadzono dwie płasczyzny 
prostokątne jakiekolwiek, płasczyzny styczne do stożka wedle dwóch kra- 
wędzi leżących na jednej z tych płasczyzn przecinają się wedle linii leżącej 
na drugiej płasczyznie. Te dwie proste nazywają się liniami ogniskowemi 
stożka. 

1100. — Kat dwóch płasczyzn stycznych do stożka kołowego, i kąt 
dwóch płasczyzn wyznaczonych przez przecięcie się ostatnich i przez 
każdą linię ogniskową, mają tę sama płasczyznę dwójsieczną. 


1101. — Wszelka płasczyzna styczna do stożka kołowego jest równo 


nachylona na płasczyzny wyznaczone przez krawędź zetknięcia i przez 
każdą linię ogniskową. 


1102. — Summa katów które każda krawędź tworzy z dwiema liniami 
ogniskowemi jest stała. 


1108, — Jeśli przez wierzchołek 5102ка kołowego poprowadzono ciąg 
% srogi płasczyzn stycznych do tego stożka, te normalne tworzą 
drugi s tórego płasczyzny styczne są prostopadłe do krawędzi pior- 
_Wszego. к: takie stożki nazywają się spełniającemi. 

1104. — Gdy dwa stożki są spełniające, płasczyzny cykliczne i linie 
ogniskowe pierwszego są odpowiednio prostopadłe do linij ogniskowych i do 
płasczyzn cyklicznych drugiego. 

1105, — Gdy dwje figury płaskie F i F’ są perspektywą jedna drugiej, 
i gdy ich płasczyzny przecinają się, jeśli obrócimy jedną z dwóch płasczyzn 
około ich przecięcia, dwie uważane figury nie przestaną być w perspektywie, 
i miejscem punktu widzenia który ciągle zmienia położenie, będzie okrąg 
leżący na płasczyznie prostopadłej do osi obrotu. 


1105. — Jeśli dwa czworościany mają wierzchołki, po dwa, na czterech 
liniach prostych zbiegających się w jednym punkcie, krawędzie tych 
czworościanów spotykają się, po dwie, w sześciu punktach leżących, po trzy, 
na jednej płasczyznie ; i nawzajem. 


1107. — Ściany obydwóch dwudziestościanów foremnych i dwóch dwu- 
nastuścianów foremnych z kątami trójściennemi, wpisanych w jedną sferę, 
sa wpisalne w jedno koło, 
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1108. — Bok sześcianu jest zarazem różnicą i średnią proporcyalną 
między boka.ni dwóch dwunastościanów foremnych z kątami trójściennemi. 

1109. — Dowieśdź że linia krzywa, пакгеѕіопа na powierzchni walco- 
wej przez punkt który się wznosi ilością ргорогсуопаіпа do długości łuku 
obrotu, jest helicą. 


1110. — Gdy dwa koła styczne są wpisane w jeden kąt, oczywiście 
miejscem punktu zetknięcia jest dwójsieczna tego kąta. Utworzyć figurę 
odwrotną i dowieśdź że, jeśli w przestrzeń zawartą między dwoma kołami 
siecznemi, wpisano dwa okręgi styczne między sobą, miejscem punktu 
zetknięcia tych okręgów jest koło. 


1111. — Okręgi przechodzące przez punkt stały S, i przecinające prosto- 
katnie dany okrąg, spotykają się w drugim punkcie S’; dowieśdź że punkta 
SiS są sprzężone harmoniczne, względem średnicy która prosta SS’ wy- 
znacza na danym okręgu. 

1112, — Na danym czworoboku opisano różne linie stożkowe. Dowieśdź 
że, 19 biegunowe jakiegokolwiek punktu p, względem tych stożkowych, 
przechodzą wszystkie przez jeden punkt q ; 2° jeśli punkt p opisuje linię 
prostą L, punkt q opisuje linię stożkową ; 3° ta stożkowa jest miejscem 
bieguna prostej L względem stożkowych opisanych, i przechodzi przez 
punkt spotkania przekątnych i przez punkt spotkania boków эъ эл 


czworoboku. Uważać przypadek w рә ат L jest w nies че У 


1113. — Na trzech przekątnych czworobóku ыо най 
jany punktów które dzielą harmonicznie te przekąlne ; dowieśdź że te a 
punktów są na jednej stożkowej. 

1114, — Wielokąt płaski odksziałca się (ак że wszystkie jego wierz- 
chołki, prócz jednego, posuwają sie po liniach prostych stałych, a wszystkie 
boki są widziane pod danemi kątami z tylu E ile jest tych linij ; zna- 
leźć miejsce ostatniego wierzchołka. Jakie jest twierdzenie spółwzględne ? 

4415. — Wielokąt mający 4n -H 2 boków, opisany na kole, posiada 2n--1 
przekątnych które łączą wierzchołki przeciwległe; dowieśdź że, jeśli 2n 
tych przekątnych spotykają się w jednym punkcie, ostatnia przekątna prze- 
chodzi także przez ten punkt spotkania. 

1116. — Dwa punkta materyalne przebiegają, jednocześnie i ruchem 
jednostajnym, dwie linie proste nie leżące na jednej płasczyznie ; jakie jest 
miejsce środka linii prostej łączącej te dwa punkta? 


KONIEC. 
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1. — O LINIACH KÓWNOLEGŁYCH. 


EUKLIDES uważa jako pewnik następujące zadanie : 


Jeśli jedna prosta ując na dwie proste czyni kąty wewnętrzne, 
z jednej strony we od od dwóch kątów prostych, te dwie proste 
przedłużone w nieskończoność spotkają się z tej strony z której kąty są 
mniejsze od dwóch kątów prostych. Р 


Niektórzy biorą za oczywiste że: Dwie proste, jedna prostopadła a druga 
pochyła do trzeciej, spotykają się. To podanie, uważane zwykle za postu- 
latum EUKLIDES, jest szczególnym przypadkiem jego pewnika, i pozornie 
tylko „Чо „ Jakoż, że pochyła ЕН (fig. stronicy 24) zbliża się cią- 
gle do prostopadłej CD, to nie jest bynajmniej dowodem żeby ją koniecznie 

laczegożby ta pochyła nie mogła się zbliżać nieskoń- 


ej CD? tak jako gałęź hiperboli zbliża 
igdy jej nie spotyka, chociaż odległość 
może stać się mniejszą od wszelkiej małości. 


Czuł to ойы professor BERTRAND (z Genewy), i chciał E-4 
metryę uwolnić + py гт Aby dojść do tego, utrzymuje że kąt jest 
częścią мейш płasczyzny, zawartą między dwiema liniami proste- 
mi wychodzącemi z jednego punktu. — Określenie niedokładne, bo jego 
tastępstwem byłoby że dwa kąty proste nie są równe. Ale idźmy dalej. Aby 
: анай że linia pochyła EH spotyka prostopadłę CD, dosyć jest, wedle 
BERTRANDA, okazać że kąt FEH jest większy od pasa FECD. W tym celu 


uważajmy, mówi, że kładąc kąt FEH około siebie n razy można pokryć 


całą przestrzeń kąta prostego FEB; gdy tymczasem, kładąc raz wedle 
razu pas РЕС” także n razy, nie można pokryć tej samej przestrzeni. Więc 
kąt FEH jest większy od pasa FECD; zatem ramie EH musi wyjść poza 
ten pas; etc. 


To dowodzenie nie ma koniecznej ścisłości matematycznej; najpierwej 


_ dlatego że się tu porównywa dwie powierzchnie różnorodne i nieskończone, 
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co nie jest logiczne ; a potem że, nie określając równości między ilościami 
niekończenie wielkiemi, które tyłko dla skrócenia mowy, symbolicznie 
nazywają się ilościami, nie wolno jest rozumować na tych ilościach tak jak 
na ilościach skończonych. 


Od niejakiego czasu przyjęto w szkołach francuskich postulatum podane 
przez GERGONNE : Przez dany punkt jedną tylko równoległę do danej tej 
poprowadzić można. Użyliśmy tego postulatum w tekscie, nie dlatego żeby 
było daleko widoczniejsze od innych, ale dlatego że, jako postulatum, warto 
tyle ile inne. 


I. — PRZYPADEK NIESPÓŁMIĘBNOŚCE 


Wszędzie, gdzie chodziło o dowodzenie równości stosunków między iloś- 
ciami niespólmiernemi, użyliśmy metody granic, jako ogólnej i jedynie 
ścisłej. Nie źle jednak będzie znać inny sposób dowodzenia, który nieraz 
korzystnie zastosować można. Dla jasności wykładu, weźmy znajome twier- 
dzenie : W jednem kole kąty środkowe są proporcyonalne do łuków obję- 


tych między ich ramionami, i dowiedźmy go w przypadku łuków nie- 
spółmiernych. 


Przypuśćmy, w tym celu, że podzielono łuk AB (fig. st 
części równych, z których jedna mieści się w łuku AG n ı 
z pewną resztą, ponieważ łuki ABi A nies 


E będzie oczywiście większy od > a mniejszy od EZ" 


m 
пд I Ad. rne -+ 
m 2 АБ F m DA 
Jeśli teraz poprowadzimy promienie przez punkta ziału, rozdzielimy 


kąt AOB na m kątów równych, z których jeden będzie się mieścił w ką- 
cie AOC n razy najwięcej, zawsze z resztą; tak że stosunek kątów 


age będzie się zawierał między = i Ž 1 jest 


AOB m т? 
пара АОС. MA 
“т” дев 206 


Jako widać, stosunek kątów i stosunek odpowiedających luków sa oba 


zawarte między temi samemi liczbami = е 2. Ši zatem ich różnica jest 
t m 


> 
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Е Р = 1 ; Ф, 
mniejsza od różnicy tychże liczb, to jest mniejsza od jj OWOŻ, elac 
Р 1 e Р 
luk AB na części dostatecznie małe, różnica Fe może stać się tak małą jak 


. 
się podoba, gdy przeciwnie różnica stosunku katów i stosunku łuków zo- 
staje stała, nie zależąc bynajmniej od liczby m podziałów; więc, gdyby 
stosunek katów nie był równy stosunkowi odpowiedających łuków, różnica 
musiałaby się stać mniejszą od wszelkiej wartości. Co niedorzeczne, bo ta 
różnica jest ilością stałą, Ztąd wnosimy że te dwa stosunki sę równe, to 
3 U 
: а: AQQ АС 
jest — = — * 
AOB AB 


IL, — O KWADRATURZE KOŁA. 


Zagadnienie kwadratury koła, jakośmy już powiedzieli, zależy na tem 
żeby, kreśląc same tylko linie proste i okręgi, wystawić kwadrat równo- 
warty dane kołu ; albo, co wychodzi na jedno, biorąc promień za je- 
dność, znaleźć linię prostą długości =. Ta linia istnieje niezaprzeczalnie, bo 


{ oczywiście między długościami 3,14 i 3,45 jest dlugość т. Ale, czy można 
ja wyznaczyć za pomoca samych tylko linij prostych i kół? Oto całe 
pytanie, к» 


w zagadnieniach księgi ШІ jak się kreślą ilości spólmierne, 
а pier atowe cz li średnie proporcyonalne, pierwiastki równania 
m iednych do stopnia 9°, Gdyby więc z było 
"jedną z naby =н linię prostą długośći = za pomocą 
liniału i cyrkla, Г] 
LAMBERT dow 
że т jest Ji 
daiej, i o 


] ł pierwszy, w pamiętnikach Akademii berlińskiej, r.1761 
pólmierną. LEGENDRE idąc za LAMBERTEM posunął Się 
айга! z т jest także liczbą niespólmierną. 


będzie zawsze kwestya zajmującą teorycznie, ale оһо- 
jetna w magia; bo, jako już wiemy, wyrachowano przybliżoną 
wartość m aż do 540tej cyfry dziesiętnej. 


IV. — O RÓWNOŚCI WIELOŚCIANÓW WYPUKŁYCH. 


W księdze XI s OR czytamy dwa określenia Кы 
numerami 9 i 10. 
9. Bryły podobne są te które są zawarte w tej samej liczbie płasczyzn 
(ścian) podobnych. 
> 


4. 50 


http://rcin.org.pl 


714 i NOTY. : 


10. Bryły podobne i równe są te które są zawarte w tej semej liczbie 
płasczyzn (ścian) podobnych i równych. 

Те określenia nie tylko nie są oczywiste, ale owszem stanowia dwa twier- 
dzenia których trzeba dowieśdź, a szczególniej drugiego które jest jednem 
z najtrudniejszych w geometwyi elementarnej, 


« ROBERT SIMSON, matematyk angielski, stosując, mówi nasz uczony 
» rodak JózEr Czech (*), opisanie 10 (określenie) do brył, mających kąty 
» bryłowe wyskakujące i wskakujące, dowodzi w przypisach swojego prze- 
» łożenia, iż ono jest fałszywe ogólnie, i nie bez przyczyny. » W samej 
rzeczy, powieda ROBERT SIMSON, można przydać jednemu wielościanowi 
piramidę, dając jej za podstawę jedną ze ścian tego wielościanu ; a zaś dru- 
giemu przydać piramidę równą, stawiając ja na odpowiednej ścianie tak, 
żeby wierzchołek padał wewnątrz wielościanu. Takie dwa wielościany mają 
oczywiście ściany równe każda każdej, a jednak są nierówne. « Lecz jeżeli 
» odkrycie to, mówi Слесн, do którego myśl pierwszą podał Le SAGE Gene- 
» weńczyk, zdaje się uchybienie z jednej strony zadawać EUKLIDESOWI, 
» z drugiej strony nie może wytykać błędu w dziele jego, kiedy cała nauka 
» jego o bryłach figurami płaskiemi ograniczonych, w księgach „jedenastej i i 
» dwunastej wyłożona, przedstawiając bryły ze samemi tylko katami bryło- 
» wemi wyskakującemi, dowodzi jasno, iż EUKLIDES ten tylko gatunek katów 
» bryłowych miał na uwadze. » _ 


Chodzi więc teraz o dowodzenie drugiego | йг 4 
wskazanego, w figurach wypukłych. CAUCHY 

к m zmodyfikował dowodzenie w погас swojej geometryi, ale użył nie- 
potrzebnie wielokątów sferycznych. Idąc za tymi sławnymi matematykami 
francuskimi, będziemy się starali, na ile ich dowodzeń, dać  prostrze jeśli 


można, opierając się lakże na dwóch pomocniczych twierdzeniach które 
najpierwej wyłożymy: 


1. TWIERDZENIE POMOCNICZE. — Jeśli w kącie къ... PARĄ wy- 
pukłym, mającym wszystkie ściany niezmienne prócz jednej, kąty dwój: 
ścienne nieprzyległe ścianie zmiennej zwiększają się zarazem albo zmniej- 
szają, ta ściana zwiększa się także albo zmniejsza, 

Niech będzie kąt wielościenny wypukły SABODEFG w którym, oprócz ścia- 
ny ASB mogącej się zmieniać, wszystkie inne sę stałe. 


(*) Eoxtiptsa początków Geowernxi ksiąg ośmioro, to jest sześć pierwszych, 
jedenasta i dwunasta, 5 dodanemi przypisami, dla pożytku młodzi akade- 
mickiej, wytłumaczone przez Józewa Czecua, Михо, 1817. 

[1] 
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Przypuśćmy najpierwej że tylko jeden kat dwójścienny SD, nieprzyległy 

+ б. М ścianie ASB, zwiększa się albo zmniejsza ; 
wtedy ta ściana zwiększa się także albo 
zmniejsza. Jakoż, poprowadźmy płasczyzny 
ASD, BSD; katy wielościenne SDEFGA i 
SDCB sa oczywiście „stałe, "To pokażuje że 
w trójścianie SARD, kat dwójścienny SD 
jest zawarty między dwiema ścianami sta- 
lemi ASD i BSD; więc, jeśli ten kąt zwięk- 
sza się albo zmniejsza, ściana mu przeciw- 
legła ASB zwiększa się z nim razem albo 
zmniejsza. 

Nie trudno teraz widzieć że, jeśli kilka 
kątów dwójściennych nieprzyleglych ścianie 
ASB zwiększają się wszystkie zarazem albo zmniejszają, ta ściana zwiększa 
się także z niemi razem albo zmniejsza. Albowiem, można zmieniać te 
katy "jeden po drugim, a, na mocy tego co poprzedza, zmienność każdego 
z nich pociagnie za sobą podobną zmienność ściany ASB. 


WNIOSEK. — Ztąd wynika że, jeśli wszystkie ściany kala wielościennego 
w ypuklego są stałe, katy dwójściepne nie moga się zmieniać wszystkie je- 
dnakowo, i, jeśli jedne się zwiększają, to drugie muszą się zmniejszać. 


RE ENIE POMOCNICZE. — Jeśli w kącie wielościennym wypu- 
klym mającym wszystkieściany stałe, będziemy zmieniali katy dwójścienne 
zwiększając jedne a zmniejszając drugie, tak jednakże aby kąt wielo- 
Ścienny nie przestawał być wypukły, i położymy znak -- na krawędzi 
każdego kata dwójściennego który się zwiększył, a znak — na kr awędzi 
lego który się zmniejszył ; wtedy, obchodząc na około kat wieloscienny, 
znajdziemy przynajmniej CZTERY zmienności znaków. 


Widzimy zaraz że ten kąt wiełościenny musi mieć więcej niż trzy ściany, 
bo inaczej kąty dwójścienne nie mogłyby się zmieniać (V, 44). Po czem nie 
trudno dowieśdź że jest więcej niż dwie zmienności znaków. Jakoż, gdyby 
krawędzie po sobie idące SA, SB, 5С, SD (fig, powyższa) mialy znak -|- a 
wszystkie następujące SE, SF, SG miały znak — ; płasczyzna ASD, popro- 
wadzona przez pierwszą i ostatnią krawędź ze znakiem ~, podzielilaby 
kąt wielościenny wypukły 5 па dwa kąty wielościenne SADCB i SADEFG 
także wypukłe, Ztądby wynikało że ściana ASD, spólna tym kątom, zwięk- 


sza się w jednym a zmniejsza w drugim. Musi zatem być więcej niż dwie 
- 
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zmienności znaków. Ale, ponieważ obchodząc na at wiełlościenny S 
* + + 43 Г 
powracamy do znaku wyjścia, liczba zmienności znaków parzysta ; więc 

ta liezba parzysta, bedac większa od 2, jest przynajmni ea 


UWAGA. — Twierdzenię EULERA (VII, 86) nie przestaje być prawdziwe, 
gdy się uważa niektóre krawędzie, i nawet niektóre wierzchołki, za niebyłe, 
jakoby znikały ; byle tylko liczono za jedną ścianę dwie ściany mające spólną 
krawędź która znika, i także za jedną ścianę wszystkie ściany każdego kata 

„ wielościennego którego wierzchołek znika z krawędziami. Sciśle mówiąc, ta 
uwaga może się wyprowadzić z naszego dowodzenia twierdzenia EULERA ; 
ale, żeby nie zostawić żadnej wątpliwości, dajemy dowodzenie wprost. 


Zachowując notacyę już użyła, oznaczmy jeszcze przez k liczbę niby 
znikających krawędzi które nie pociągają za sobą zniknięcia wierzchołków ; 
przez w liczbę znikajacych katów wielościennych które mają n, n’, п”... 
krawędzi ; nakoniec, przez К/, S i W! liczbę pozostałych krawędzi, ścian 
i wierzchołków. 


Widzimy łatwo że : 


К/К. п/п"... W==W—wv, S=S—k--ic—n—n'—n"..; 


Więc S'--W'—K'=$4-W—K==2. 


To ustaliwszy, możemy dowieśdź zapowiedzianego эшш. 
= 


TWIERDZENIE. 


Dwa wielosciany wypukłe, mające sciany równe każda każdej i po- 
dobnie ułożone, są równe. 


Twierdzenie jest oczywiste w dwóch graniastonach albo w dwóch pira- 
midach, a ogólnie w dwóch wielościanach któryeh wszystkie kąty są trój- 
ścienne ; bo te wielościany, mając ściany równe każda każdej i podobnie 
ułożone, mają temsamem kąty trójścienne odpowiedne równe ; więc są 
przystawalne. Ф.* 

Аһу dowieśdź równości dwóch zadanych wielościanów, dość jest okazać 
że ich katy dwójścienne odpowiedne nie mogą być nierówne. 


Między temi kątami, jeśli wszystkie nie sa równe swym odpowiednym, 
mogą być jedne równe a inne nierówne; położmy znak + albo — na kra- 
s 
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wędziach ty заь, według jak są większe albo mniejsze od swych od- 
powiednych, źmy żadnego znaku na krawędziach katów równych. 
жы Г zie bez żadnego znaku za niebyłe, widzimy łatwo że, 
w jednym kącie wielościennym, dwie krawędzie ze znakiem -- albo — ро 
sobie idące należą obie razem do jednej ściany, płoskiej albo łamanej, i tylko 
do jednej. Ztad wynika że liczby zmienności znaków na około każdego kata 
wielościennego i liczby zmienności znaków na obwodzie każdej z tych ścian 
tworzą dwie summy równe. 

ż, wiemy że na okało kata wielościennego wypukłego jest przynaj- 
mniej 4 zmienności znaków; więc, nazywając W liczbę katów wielościen- 
nych pozostałych, jeśli niektóre znikaja, liczba wszystkich zmiennosci zna- 
ków będzie przynajmniej 4W. 

Szukajmy teraz ile jest zmienności znaków na obwodach ścian utworzo - 
nych przez krawędzie ze znakami. W tym celu, oznaczmy przez S liczbę 
takich ścian które таја obwód trójkątny, chociażby były złożone z wielu 
wielokątów ; przez 5, liczbę ścian z obwodem czworokatnym ; i tak dalej, 
Po czem, uważajmy że w trójkącie największa możebna liczba zmienności 
znaków, jaką się otrzymuje kładąc na przemian znak -+ albo — па bokach, 
jest 2; bo można tylko mieć układ -- — + albo — + —. W czworoboku 
ta liczba zmienności znaków jest najwięcej 4. Ogólnie, na obwodzie zam- 
kniętym liczba zmienności znaków jest najwięcej równa liczbie boków ; a 
ponieważ przebiegając ten obwód powracamy do znaku wyjścia, najwię- 
ksza możebna liczba zmienności znaków musi być parzysta. Dlatego właśnie 
w trójkącie może być najwięcej 2 zmienności znaków ; w czworokącie i 
w ріесіокасіе najwięcej 4; w sześciokącie i w siedmiokącie 6 najwięcej ; ete. 
Więc, nazywając N największą liczbę zmienności znaków jaka się znajdo- 
wać może na obwodach wszystkich ścian płaskich albo łamanych, będzie 


N = 95, +-4 (8, + 5,) + 6 (5, + 5;) +... 
Ale, oznaczając przez K i 5 liczby pozostałych krawędzi i ścian, mamy. 
S= S; +5, +5, + 5,4... 
2K = 85, +|- 48, A 58; +- 65, +... 
45 HAW = ДК 48. 
Ztąd, rugując 4S i ЛК, otrzymujemy odrazu 
GW = 8 4-25, 4-43, H 65, +- ... 
Zatem byłoby KW >> К; Ё ЕЕ | 
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wynik niedorzeczny. co dowodzi że nasze dwa wiełościanę nie moga mieć 
katów dwójściennych nierównych. є, 


Więc w wielościany wypukłe mające ściany równe kr ® źdej są 
równe albo symetryczne, według jak sciany równe są w t samym albo 
w odwrotnym porządku ułożone. 

. * 


WNIOSEK. —Ztąd wynika że, Gdy dwa wielościany зури таја sciany 
podobne każda każdej, te wielościany są podobne, albo jeden z nich jest 
podobny symetrycznemu drugiego, według jak ściany podobne są wtym 
samym albo w odwrotnym porządku ułożone, 


“ӯ 
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+ 
Stron. Linia, è 


хи 2 od dolu, zamiast zagadnie czylaj zagadnienie. 

хш 12 od dolu, zamiast twierdzdzenia czyłaj twierdzenie. 
20 6 zamiast wa czytaj dwa. 

25 14 zamiast niema czytaj niemal. 

32 9 zamiast utrzymujemy czytaj otrzymujemy. 

85 8 od dołu, zamiast znając czyłaj mając. 

98 9 zamiast BO' czyłuj HO'. 

100 13 zamiast promieni czytaj promień. 

102 2 od dolu, zamiast przystawienie czytaj przystawanie. 
106 7 zamiast 2AQ położ : równym średnicy koła O. 
106 10 zamiast АС czytaj AE. 

108 14 od dołu, zamiast ADE czytaj ACD. 

108 2 od dolu, zamiast DE, ЕС czytaj CE, FD. 

118 5 od dołu, zamiast równozamienny czyłaj równoramienny. 
198 5 zamiast podzielny czyłaj podzielony. 

152 Odsyłacz na dole stronicy należy do tw. V, a nie do tw. 1V. 
137 Poprawić drugą figurę, zamieniając В na С’, i nawzajem. 
145 1 od dołu, zamiast АВ i AC czytaj BD i CD 
150 з od dolu, zamiast 2BD czytaj 2ВС. 
152 15 zamiast ołowy czyłaj połowy. 

175 13 od dołu, zamiast ACB czytaj AB. 


175 10 od dołu, zamiast АЧ czytaj LJ 
ac AB 
176 15 zamiast O'A czytaj O'A'. A 
178 Na fig. 4 zamienić 5 na $”, і nawzajem, 
179 4 zamiast jedności czytaj jednokładności. 
204 9 od dołu w ostatnim wyrazie, zamiast CB czyłaj CE. 
208 13 zamiast spólnych czylaj siecznych. 
215 3 od dolu. Na końcu zadania, dodaj: a jeden z wierzchołków w danym 
punkcie. 
218 Zamiast zadania 373, wez : W dany trójkąt wpisać trójkąt obwodu 
minimum i podobny innemu trójkątowi danemu, 
222 4 zamiast tworą czytaj tworzą. 
242 Zamiast zadania 419, weż : W kole О, poprowadzić cięciwę równo= 
ległą do danej prostej MN, tak żeby była podzielona w stosunku 
| mèn przez daną siecznę AB. 
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è M дА 9 > А 
Stron. Linia. = 5 
223 Zamiast zadania 426, weż : W dany trójkąt wpisać trójkąt równy in- 
nemu danemu. -4 
235 дой dołu, zamiast 5 czyłaj 5'. а 
244 3 ой дои, zamiast ot czytaj to. 
245 Рой pierwiastnikiem ostatni wyraz, zamiast ac czytaj ab. 
255 3 zamiast OH czył. ОК, а zamiast OK czytaj ОН. а 
256 9 zamiast średnię czytaj średnicę. К 
266 5 od dołu, zamiast OL czytaj GL. 
273 зоа dołu, zamiast po 5а) SH 
AOB ЛОВ - а 
273 9 zamiast odjętego czyłaj objętego. 
Зод 8 zamiast wiec czytaj więc. 
M4 зоа dolu, zamiast г czytaj bę " 
335 7 zamiast A —B < +=. czytaj B—A' < — + 
. 363 15 zamiast O.ABQD czytaj О. ACBD. 
377 16 zamiast biegunowa czyłaj oś pierwiastna. 
382 0 zamiusł SA czytaj SA. 
"885 7 od dołu, zamiast (9) czytaj (14 i 15). 
390 13 zamiast pónktów czytaj punktów. 
398 13 114 zamiast e czytaj е. 
483 14 ой dołu, zamiast CD czytaj SD. 
507 10 zamiast wiloczynowi czyłaj wieloczonowi. 
518 41 zamiast (VI) czytaj (6). 
524 zamiast nazwiejmy czytaj nazwijmy. ө 
51 1 na dole, zamiast matymatyka czytaj matematyka. 
645 з od dolu, zamiast R? czytaj D’. 
675 8 od dołu, zamiast FA czytaj FA. 
751 5 zamiast geomotryi czytaj geometryi. p” 


Paryż. — Drukarnia Е. Мллтіхет, ulica Mignon, 2. 
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